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Resumo:

A Educagdo Matemadtica ¢ uma area de pesquisa muito complexa. Essa complexidade pode
ser reduzida, se considerarmos que o seu segredo encontra-se na relagdo entre a Linguagem, a
Légica, a Filosofia e a propria Matematica. Mas como lidar com esse contraste que, por um
lado, coloca a argumentagdo dependendo de uma intui¢do de diagramas como um
experimento mental e, por outro, coloca a Linguagem e a Logica sustentando a ideia de uma
prova totalmente formal tomando conta da Matematica? Este trabalho mostra-se como um
indicativo na tentativa de entender essa problematica.

Palavras-chave: Experimentos mentais, provas matematica formais, intuicdo,
complementaridade.

1. Introducao

Todo pensamento acontece por meio de signos. Esta convic¢dao fundamental justifica a

abordagem semidtica do pensamento, ensino e aprendizagem.

Semidtica pode ser conceituada como a ciéncia que trata basicamente de signos e de
como eles se referem aos seus objetos e a outros signos. Charles Sanders Peirce (1839-1914) e
Ferdinand de Saussure (1857-1913) sdo considerados, embora tendo estabelecido a teoria de
modos diferentes, os pais da Semidtica. Em nosso trabalho, colocamos nosso foco na

Semiotica sob o ponto de vista de Peirce.

Para Peirce, o signo ¢ uma relagcdo de representacdo, ou seja, o sinal media a relagao
entre os objetos e o interpretante. Ele oferece uma triade e distingue entre os sinais: o
representdmen, o sinal; o interpretante, o sentido ou significado feito pelo sinal, seja imediato
(o significado ¢ o sinal), dindmico (o significado ¢ um efeito) ou final (sentido normativo /
ideal); e o objeto, representado pelo sinal, seja imediato (o objeto é representado no sinal) ou

dindmico (o objeto real) (BRENT, 1998).
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Segundo Otte (2012), as coisas no mundo s3o essencialmente de dois tipos: objetos e
simbolos. Os objetos possuem existéncia bem determinada, mas ndo tém sentido, enquanto
que os simbolos (signos) tém sentido, mas ndo tém existéncia propria. Ambos tém
importancia para o nosso pensamento, pois ndo existe uma relagdo de dependéncia fixa entre

estes dois tipos de coisas.

A comunica¢do matematica ocorre por meio de provas formais. Mas hé neste fato um

paradoxo das provas.

A Matematica ndao ¢ um jogo mecéanico ou um jogo de xadrez, pois sempre levar a
construcdo de generalizagdes, ou seja, partindo de uma proposi¢do particular como, por
exemplo, “esta pedra cai”, para chegar a uma proposi¢do mais geral, isto ¢, se x ¢ uma pedra
entdo ira cair, nds temos de acreditar na realidade das relagdes, nas leis da natureza, nos

universais, nas ideias etc., tem de haver uma certa crenga no platonismo.

Para generalizar, é necessdrio representar o impossivel, o imaginario ou o irracional
(no sentido de ndo existir na razdo imediata), ou seja, € preciso ver o impossivel, o insolivel e

o irracional como apenas relativo.

Por esse motivo, had a necessidade de generalizacdo da perspectiva, mesmo dentro de
uma prova, pois, se os argumentos da prova fossem totalmente reducionistas, como
poderiamos ganhar novos conhecimentos através da prova? Surge, entdo, a hipdtese dos
experimentos mentais tdo frequentemente usados nas areas empiricas que poderiam ter um

papel importante na Matematica.

Neste trabalho, faremos um mergulho em algumas nog¢des que envolvem a relagdo
entre 0s experimentos mentais e as provas matematicas formais, presentes no contexto de

ensino e aprendizagem em matematica.

2. Os experimentos mentais e provas matematicas formais

Conceituamos os experimentos mentais como formas que o sujeito tem para colocar
seu proprio pensamento, dentro de um determinado contexto, como objeto de consideracao,
por meio de uma representagdo, servindo a um duplo papel complementar: o primeiro,
mostrando a coeréncia do proprio conceito do ponto de vista do contetido; e o segundo,

permitindo uma melhor compreensdo das possibilidades de aplicagao de tal conceito.
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Outro fendmeno que aponta nessa mesma dire¢do ¢ que, desde o Renascimento, existe
uma discussdo se a ciéncia e a Matematica tém um valor instrumental, ou se elas realmente
2
contém verdades sobre o nosso mundo. Na Matematica pura, esse problema mostra-se na
distingdo entre provas que provam, ou seja, que trazem certezas e convicgdes subjetivas, e
provas que explicam. Alguns filosofos como Aristoteles e Bolzano, por exemplo,
consideravam as primeiras meras verificacdes, enquanto as segundas mostrariam 0s
fundamentos objetivos de tais verdades. Essa distin¢ao resulta da diferenciag@o entre as coisas
que aparecem antes no processo do pensamento (intui¢do) em contraste com outras que tem

prioridade no sentido da estrutura objetiva do conhecimento (logica).

Aristodteles foi o primeiro a nos alertar para o fato de que o que aparece primeiro, ou
seja, em primeiro lugar na percep¢do € no pensamento, ndo necessariamente ¢ o mais
fundamental de um ponto de vista objetivo. Se fosse diferente e se tudo fosse tal como

aparece diante de nos, entdo todo e qualquer ensino seria supérfluo e desnecessario.

No entanto, a perspectiva da prova formal que temos hoje, conduz a Matematica para

o campo da linguagem formal, como argumentado por Otte:

A perspectiva do argumento e da prova inevitavelmente transforma Matematica em
uma colecdo de proposi¢des. A prova pertence a metamatematica e parece ser um
exercicio de logica, e logica nada tem a declarar sobre qualquer coisa que nio seja
uma proposi¢do (OTTE, 2012, p. 41).

Nesse contexto, Otte (2012) considera que a teoria matemadtica e a sua linguagem
misturam-se, substituindo todos os seus objetos por algumas de suas descri¢des. Para Otte
(2012), compreendemos somente aquilo que significa algo para nds e que esse significado
depende da lingua e, geralmente, da conexdo, ou seja, da continuidade. A explicagdo de um
fato significa primeiramente relacionar esse fato a outros equivalentes.

Otte continua afirmando:

O que transforma uma observagdo individual num pensamento ¢ sua explicacdo
numa expressdo linguistica e a conex@o com outros eventos ou observagodes.
Também ¢ verdade que provas matematicas funcionam por estabelecer essa
continuidade ou estrutura (OTTE, 2012, p. 41).

A questdo que se apresenta ¢ verificar se a Matematica essencialmente ¢ uma logica ou
uma lingua, um sistema de proposi¢des ou um produto sintético, ou seja, uma construcao.

Talvez a resposta mais comum seja dizer que sdo ambas, mas, segundo Otte (2012), a

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica 3
ISSN 2178-034X



-

y ,
\M, Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades =
\\\EN EM Sao Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016
\ Soc‘iet‘:lad(
\\\\\\\\ COMUNICAGAO CIENTIFICA B eaas
‘ncontro Nacional de Educacao Matematica fgismatic
perspectiva da prova que temos hoje nos leva na dire¢do da lingua. O desequilibrio entre
diferentes orientagdes bésicas da cognicdo Matematica e a integragdo com a realidade ¢

resultante da énfase dada a compreensao da prova como verdade absoluta.
3. O paradoxo das provas

A visdo que se tem hoje da Matematica a caracteriza como um determinado tipo de
raciocinio, expressando-a como um amontoado de férmulas, sendo a Matematica consistida
de afirmacdes. A atividade matematica se configura tipicamente como uma atividade de

demonstragdo de provas, que reduz o novo ao antigo num processo paradoxal.

Para Otte (2012), essa conviccdo corresponde a outra, a qual indica que ndo ¢ a
referéncia aos objetos especificamente matematicos que diferencia a Matematica das demais
ciéncias, como a Botanica distingue-se da Biologia Marinha pela distingdo dos objetos

estudados (OTTE, 2012, p. 42).

A geometria, por exemplo, foi excluida da Matemadtica pura, ou, de forma mais
especifica, foi dividida em um ramo tedrico e outro ramo empirico. Nesse contexto, uma
argumentacdo geométrica como, por exemplo, a definicdo do termo “linha reta” (OTTE,
2012, p. 42), em um ambiente de alguma lingua, substitui um objeto pelo conceito, nao
permitindo usar o desenho ou diagramas geométricos, para se verificarem proposi¢des como

essa, deixando de lado a intuigdo, para se referir apenas aos significados das defini¢des.

Entendendo que todo conhecimento comega com atividades concretas, a geometria,
entdo, seria um estudo sobre seus objetos? Como podemos representar esses objetos? Entdo, o
que ¢ uma representagdo? Essa, como afirma Otte (2012), torna-se a pergunta essencial para o
realismo matematico. Apesar de ndo ter uma resposta para essas perguntas, Otte (2012)
contesta 0 que considera uma concep¢ao muito limitada desses termos: “por que restringir o
proprio idioma a um sistema representacional? Por que favorecer o conceitualismo? Por que
ndo, por exemplo, estabelecer o raciocinio matematico e diagramas visuais?” (OTTE, 2012, p.
47). Existem duas razdes que sdo apontadas por Otte (2012). A primeira para destacar o papel
de infinito na Matematica e a segunda para a exigéncia de continuidade e de coeréncia como

pré-requisito para o significado.
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Em suma, se a ideia de prova formal for a unica preocupacdo da Educagdo Matemadtica

e também da Matematica pura, essa atitude favorecera o conjunto de defini¢des rigidas e de

fundamentagdes puramente linguisticas.

O paradoxo das provas ¢ interpretado por meio da consideragdo de que uma atividade
de prova e, para ser explicativa, tem de generalizar e ndo apenas verificar. Uma prova formal
estabelece uma equivaléncia ldgica formal entre premissas e conclusdo, ou seja, uma prova

formal ndo pode generalizar.

Na verdade, ha duas opgdes: o platonismo cognitivo de Brown ou a Matematica como

ciéncia de conceitos, no sentido de Kuhn e Tharp.

Brown (2005) sugere um tipo de platonismo contemporaneo que ndo precisa abracar
tudo que apresenta a teoria de Platdo no seu aspecto original. O essencial ¢ a existéncia e a
acessibilidade das formas em si, em especial das formas matematicas, esse ¢ o interesse de
Brown em defesa de platonismo contemporanea que ousamos dizer platonismo cognitivo.
Mas Brown (2005) concorda que isso ¢ uma enorme suposi¢ao, pois descrevé-lo e torna-lo

plausivel ndo ¢ tarefa facil.

A proposta de Brown (2005) ¢ estabelecer uma analogia entre a Fisica e a Matematica,
com base na premissa do platonismo, mostrando que a Matematica trata tanto de objetos

como a Fisica, ou seja, a fertilidade dessa analogia esta no fato de podermos usar a intuigao.

Kuhn, em defesa do uso dos experimentos mentais, considera que os conceitos ndo sao
pensados para aplicacdo em todos os mundos possiveis, mas somente ao mundo como o
cientista o percebe. Seus usos sdo indicadores do compromisso daqueles que o utilizam com

um corpo mais amplo de leis e teorias

Tharp (1986) propde que afirmag¢des matematicas deveriam ser consideradas como
expressando relagdes entre conceitos. A matematica dentro de um determinado ponto de vista
deve ser baseada em definicdes amplamente arbitrarias e estritamente especificas. Tharp
(1986) apresenta um exemplo, fazendo uma analogia com uma historia bem curta sobre os

personagens Gertrude e Hamlet.

Gertrude ¢ uma rainha; Hamlet, um principe; e Gertrudes ¢ mae de Hamlet.
Virias estipulagdes podem ser constituidas desse enredo, ou seja, varias consequéncias
dos conceitos de “principe”, “rainha” e “mae” podem ser evidentemente verdadeiras na

histéria. Por Exemplo, nenhum principe € rainha; Gertrudes e Hamlet sdo diferentes; Hamlet
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ndo ¢ a mae de Gertrude. Tharp afirma que nenhuma dessas conclusdes decorre logicamente
da historia dada.
Otte (2012), interpretando Tharp, escreve que as verdades obtidas da histéria sdo

analiticas e ndo se podem questionar fatos que ndo foram apresentados. Nao se pode

perguntar, por exemplo, qual ¢ a cor dos olhos de Hamlet. Os objetos matematicos
considerados nessa concepgao sao entidades puramente semanticas, como a filosofia analitica

desde Bolzano acreditava que fosse realmente.
4. O principio da complementaridade

Sabemos pela histéria da matematica e das ciéncias exatas que os experimentos
mentais sempre desempenharam um papel importante para o desenvolvimento. Nos, portanto,
supomos que os experimentos mentais desempenham um papel importante no processo do
pensamento matematico e na aprendizagem também.

Na verdade, todas as provas matematicas até o final do século 18 eram algum tipo de
experimentos mentais, ao invés de provas no sentido da pratica da matematica pura de hoje.
Toda a epistemologia de Kant ¢ baseada neste fato. Por isso, examinamos as analogias entre
as provas formais e os experimentos mentais. Uma diferenca entre os dois, que ¢
imediatamente impressionante, consiste na complementaridade de conceitos e intuicdes.
Como experimentos mentais tem sempre a ver com as relagdes entre 0 nosso aparato

conceitual e uma realidade objetiva o pensamento intuitivo desempenha aqui um certo papel.

Mas, o que ¢ complementaridade? O principio da complementaridade foi formulado
pela primeira vez por Niels Bohr por volta de 1930 (OTTE, 2003). A nog¢do de
complementaridade de Bohr foi motivada pelo fato de que, ao observar os fendomenos
atdmicos, teria de se concluir que uma realidade independente, no sentido fisico comum,
poderia ndo ser atribuida aos fendmenos nem as agéncias de observacdo. Bohr acreditava na

importancia geral epistemoldgica e metafisica de seu principio.

Bohr afirmava que as propriedades complementares dos objetos ndo podiam ser
medidas a0 mesmo tempo com precisdo. Por exemplo, os aspectos de particula e de onda dos
objetos fisicos sdo fendmenos complementares. Ambos os conceitos sdo emprestados da
mecanica cldssica na qual ¢ impossivel considerar que um objeto ¢, ao mesmo tempo, uma
particula e uma onda. Portanto, ¢ impossivel medir por completo as propriedades de onda e

de particula em um momento particular.
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Silva (1972) escreve que as ideias de Bohr tiveram, aparentemente, a sua origem em

correntes psicologicas do comeco do século XX e, sobretudo, no fluxo do pensamento de W.

James, cujo Tratado sobre Psicologia, seria o fator que influenciou Bohr.

A pratica matematica que, segundo Otte (2003), tem se libertado cada vez mais da
metafisica, desde os dias de Cantor e Hilbert, requer uma abordagem complementar, com o

intuito de ser entendida corretamente.

Segundo Abbagnano (2007), dois conceitos opostos que se corrigem reciprocamente €

se integram na descri¢cdo de um fendmeno sdo denominados complementares.

Todo conhecimento ¢ feito por sinais. Um conhecimento para ter um impacto
formativo em nossas mentes, deve ser subjetivamente significativo em primeiro lugar, e, por
sua vez, atrair um interesse para a teoria dos significados e para a complementaridade dos

aspectos intensionais e extensionais do sistema de signos e linguagem.

A epistemologia da complementaridade sucede a epistemologia da dualidade, da
polarizagdo, da oposi¢do, da separacdo, da exclusdo. Ao invés de separar conceitos em “isto
ou aquilo”, nds consideramos ambos como “isto mais aquilo”.

Pode se perguntar, porém, se ndo seria mais apropriado falar dos dois aspectos
complementares do pensamento simbodlico, em vez da complementaridade de conceitos e
intuigdes.

Como qualquer simbolo deve ser caracterizado pela complementaridade de sentido e
referéncia, e toda a lingua pela complementaridade de sintaxe e semantica, nds escolhemos
esta complementaridade como nossa ferramenta principal de investigacdo na comparagao de

provas formais e experimentos mentais.

Os experimentos mentais mostram o lado humano da ciéncia, enquanto a
formalizag¢do, baseando-se nas relagdes de identidade e diferenca, serve para eliminar os
caprichos e as flutuagdes imprevisiveis do espirito humano e estabelecer uma implementagao

formal ou tecnologica do pensamento e do conhecimento.
5. Consideracoes finais

Toda prova tem um elemento de generalizagdo e, por isso, deve ter uma conexao entre
experimentos mentais e provas matematicas formais, porque, se assim nao for, as provas nao

seriam capazes de fornecer um conhecimento novo.
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Consideramos que a matematica surgiu do contexto social e ndo natural e, dentro desse
contexto, encontra-se a teoria geral dos signos como uma tentativa de desenvolver ideias
gerais. Isto significa que toda atividade cognitiva ¢ uma atividade semidtica. O proprio signo

€ um processo.

O conceito, nessa perspectiva, € um tipo de processo que assume formas, dependendo
de onde esta sendo aplicado. A mudanga de conceito depende de novos contextos, ou seja,
muda a referéncia. Essa ¢ a complementaridade do conceito (sentido e referéncia), de Leibniz

e Newton, por exemplo.

Dependendo do contexto, damos ao conceito uma formulagdo diferente, ou seja, a
ideia ¢ uma maneira diferente de enxergar e aplicar os conceitos. Peirce dizia que o signo ¢
alguma coisa que representa algo para alguém. Nesse contexto, temos que o interpretante
(ideia) ¢ sempre uma nova representacdo. O que acontece no futuro estd no interpretante,

portanto ndo precisamos que o interpretante exista; ¢ sempre uma possibilidade.

O signo tem sentido e referéncia. Ele representa alguma coisa, o seu objeto, mas ndo
em todas as suas representacdes. O signo tem objetividade, independentemente do humano.
Tem uma relagdo triddica com o objeto e o seu interpretante. O interpretante ¢ determinado

pelo objeto do signo.

O teorema de Pitagoras, por exemplo, ndo ¢ direto. A maior controvérsia na
matematica, no ponto de vista da escola, ¢ que os alunos ja sabem que os problemas tém
solugdo. Mas, em certo sentido, nenhum problema fornece meios para sua solucdo, temos de

procurar um contexto para que o problema seja resolvido.

O que Peirce quer dizer ¢ que a matematica ndo pode ser reduzida a logica. Para ser
teorematico, tem de reduzir a um processo de generalizagdo. No pensamento teoremaético,

temos de criar novas premissas, isto €, criar uma generalizacao.

E necessario pensar a Matemdtica como uma atividade e, nesse contexto, a intuicao
ganha forca da realidade, mas, na realidade em si, ndo ha uma interpretacao da interpretacao.
Entdo, como podemos juntar conceito com intuicdo? Por meio da semidtica deixamos a

diferenga entre conceito e intui¢do relativa.
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