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Resumo:

As dificuldades enfrentadas pela maioria dos estudantes na area da matemadtica sdo
recorrentes e podem ser identificadas se analisados os indices de desempenho nesta area.
Segundo a teoria dos registros de representacdo semidtica (RRS), toda a atividade
matematica, incluindo sua compreensdo, estd vinculada a mobilizacdo simultinea de, ao
menos, dois RRS de um objeto matematico. Nesta perspectiva, objetivamos, neste artigo,
refletir sobre o custo cognitivo envolvido no controle € manipulacdo dos RRS na resolucdo de
problemas de Aritmética. Embora este conteido seja um dos primeiros conhecimentos em
matematica, geralmente ¢ fonte de dificuldades até mesmo para estudantes ao final do ensino
fundamental. Os problemas aqui analisados foram retirados de avaliagdes realizadas durante o
Programa de Iniciagdo Cientifica Jr., da OBMEP, durante o ano de 2014. A discussdo e
andlise realizadas se baseiam na congruéncia e/ou ndo congruéncia semantica, abordada nos
estudos de Raymond Duval.

Palavras-chave: Registros de Representacdo; Congruéncia Semantica; Aritmética; Sistema
Numérico Decimal Posiciona.

1. Introduciao

O ramo mais antigo da matemadtica ¢ o que se associa aos numeros € as operagoes
possiveis entre eles. Este ramo, chamado de aritmética elementar, apesar de ser apenas uma
parcela restrita de todo o conhecimento que permeia a atividade matematica, ¢ de grande
importancia, pois é sobre ele que se origina a formagdo da matematica. O objeto niimero’
surgiu a partir da preocupagdo do homem em contar e medir. A relagdo entre contagem e
numero, porém, ¢ apenas pontual, de modo que o numero assume a representagdo de uma
quantidade, isto ¢, o objeto utilizado para se referir a um objeto ndo matematico que possa ser

quantizado por um valor.

1 . ~ , .
A discussdo dada neste trabalho envolve os nimeros naturais.
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Lins e Gimenez (2005) discutem essa relagao:

“[...] bem, na verdade numeros ndo tem nada a ver com contar ¢ medir, eles sdo
objetos abstratos, que aplicamos aos objetos concretos com os quais queremos lidar, e
a partir dai produz-se um conjunto de principios que definem nimero, e que ndo
fazem meng@o alguma aos significados ndo matematicos; esses principios definidores
podem basear-se em conjuntos ou num principio de construgdo por sucessores, mas
nada de medida ou contagem” (LINS, GIMENEZ, 2005, p. 24).

O trabalho com numeros pode parecer espontaneo ou elementar, ji que se relaciona a
atividades ‘elementares’ como contar € medir. Contudo, pesquisas como Brandt (2005), Lins
e Gimenez (2005) e Vece, Silva e Curi (2013) comprovam as dificuldades de compreensdao

relacionadas ao objeto matematico abstrato niimero e ao sistema de numeragao decimal.

Enquanto as medidas e a contagem sdo elementos fisicos que possuem um contexto
real, os niimeros sdo objetos matemdticos que pertencem a um sistema de representacdo
semidtica e sdo objetos que s6 podem ser concebidos a partir das representacdes: eles ndo sao
a representacdo em si, mas s6 podem ser tomados em fungdo delas (DUVAL, 2012b). Um
nimero em matematica pode tomar a forma de designacdes linguisticas, de representacdes em
sistemas numéricos de representacdo muito diferentes entre si, como por exemplo, sistema

romano, decimal posicional, egipcio, sumério, entre outros.

Além disso, os numeros ndao podem ser alcancados em fungdo de um sistema de
representacdo e sim em fung¢do da mobilizacdo entre suas representagdes em diferentes
registros semioticos. Esta transicdo entre registros de um mesmo objeto ndo € simples nem
direta, pois os principios definidores de um objeto nem sempre sdo correspondentes nos dois

registros de representacdo semiotica (RRS), tomamos o exemplo de Brandt (2005):

Objeto designado linguisticamente — Objeto designado numericamente

Trinta e trés — 30+3=33 (tri—3, nta—10, e—>+ e trés— 3, 3X10+3=33);

Onze - 10 +1=11 (on—> 1 e ze— 10, 1+10=11 e ndo 1X10).

Esta tarefa ndo € uma simples mudanga de representacdo, porque as regras naturais de
correspondéncia entre a estrutura linguistica de designacdo e o sistema de numeragao decimal
nem sempre sdo mantidas. Neste caso, estamos nos referindo a congruéncia e a nao

congruéncia semantica entre as representacoes em sistemas diferentes (DUVAL, 2012a).
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A passagem entre expressao linguistica e numérica de um numero € uma das primeiras
dificuldades enfrentadas no aprendizado de matemdtica. Ela permite identificar que a
mudanga de representacdo € origem de diversas dificuldades e é ela que determina a
compreensdo € o sucesso em matematica sendo, portanto, insubstituivel (DUVAL, 2004).
Assim, se torna imprescindivel utilizarmos a riqueza das formas de representacdo (figuras,
graficos, tabelas, esquemas, sistemas simbolicos...) a partir da 6tica dos RRS de Raymond
Duval, nas atividades matematicas. Contudo, € exatamente sobre este ponto que uma andlise
mais minuciosa das dificuldades de aprendizado em matemadtica, traz a tona o que Duval ja
chamara atencdo anteriormente: a mobilidade de registros semidticos e as condigdes
semanticas envolvidas nestes processos sdo questdes que devem ser levadas em conta no
ensino (DUVAL, 2012b). O exemplo de Brandt (2005), tomado acima, pode servir de

introducao.

E neste sentido, que o presente trabalho objetiva abordar alguns problemas aritméticos
relacionados a dificuldade apresentada pela maioria dos estudantes com relagdo ao custo
cognitivo envolvido no controle e manipulacdo dos RRS. A discussdo levada em conta aqui
ndo se refere necessariamente as dificuldades entre nomes de nimeros e suas representacoes
no sistema decimal posicional. Os exemplos utilizados neste trabalho pressupdem a
compreensdo destes sistemas, contudo demonstram as dificuldades de reconhecimento dos
objetos a serem manipulados para resolu¢c@o do problema, em fun¢do de uma articulagao entre

enunciado e atividade numérica.

Os exemplos analisados neste trabalho sdo questdes retiradas de testes avaliativos
aplicados aos estudantes que participaram do Programa de Inicia¢do Cientifica” Jr., no ano de
2014, vinculado a Olimpiada Brasileira de Matemadtica da Escola Piblica — OBMEP, de 2013.
Os problemas e as resolugdes dadas por estes estudantes foram entdo tomadas em funcio do
custo cognitivo necessario a sua resolucdo, isto €, em fungao dos fendmenos de congruéncia

semantica envolvidos na mobilizacdo dos RRS.

2. O Sistema Decimal Posicional de Numeracao

* O Programa de Iniciagio Cientifica Jr. em Matematica é um programa que concede bolsas de estudos (CNPq)
aos alunos medalhistas na Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas — OBMEP regularmente
matriculados em escolas publicas na vigéncia do programa. Estes medalhistas estudam matematica através de
atividades presenciais e virtuais, por aproximadamente um ano. Mais informagdes no site
http://www.obmep.org.br/pic.html
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A compreensao do sistema de numeragao decimal posicional ¢ importante ndo sé por
ser o mais utilizado na atividade matematica mundial, mas por ele possibilitar um avango em
funcdo de sua representacdo uma vez que apresenta inimeras vantagens do ponto de vista de
tratamento. Outros sistemas de representagdo podem ser inoperaveis do ponto de vista do
custo cognitivo, como ¢ o caso da lingua natural. (DUVAL, 2004). As vantagens operatorias
da representacdo decimal posicional podem ser constatadas facilmente, quando comparadas,
por exemplo, ao sistema de numeracdo romano. Estas particularidades operatorias dadas em
fungdo de sua representagdo sdo fundamentais para a atividade matematica.

Contudo, conhecer as especificidades de um registro e as vantagens que ele fornece ¢
fundamental, mas ndo o suficiente. A atividade intrarregistro ndo cumpre uma funcao
importante de um sistema semidtico: a objetiva¢do do conhecimento. Esta fun¢do sé pode ser
construida a partir da mobilizagdo dos diferentes sistemas semioticos de representagio. E
nesse ponto que, segundo Duval (2004), surgem muitos problemas. Nesta perspectiva,
apresentamos a discussdo de quatro problemas relativos a aritmética, acompanhados de
analises das respostas dadas por um grupo de estudantes participantes do Programa de

Inicia¢do Cientifica’, em Matematica, no ano de 2014, conforme explicitado anteriormente.
¢ p

3. Problemas e Analises a partir da Teoria dos RRS

Problema 1 - Qual é o maior nimero de seis algarismos que se pode encontrar
suprimindo-se nove algarismos do niimero 778157260669103, sem mudar a ordem de

seus algarismos?

Este problema pode ser considerado acessivel a grande parte dos estudantes uma vez
que se baseia em critérios de posi¢do do sistema decimal posicional, o qual ¢ requisito
minimo para toda atividade matemadtica que envolve, a0 menos em algum momento, o
trabalho com numeros.

Assim, a expressao o maior numero de seis algarismos se entende facilmente como o
numero de seis digitos que inicia com o maior algarismo possivel seguido dos maiores

algarismos possiveis para cada um dos digitos subsequentes. Em outras palavras, ¢
necessario conhecer as propriedades e regras do sistema decimal posicional. Diante disto, para

o problema I, o digito A abaixo dever ser o maior possivel entre os disponiveis.

% 0s problemas (I, II, IIT e IV) discutidos neste trabalho sdo referentes a uma parcela de questdes aplicadas nestes
testes avaliativos presenciais para um grupo de alunos de 13 a 15 anos que participaram do PIC Jr. 2013 no ano
de 2014.
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105 10* 103 102 10! 10°
NUMERO DE 6 ALGARISMOS

Todavia, as condi¢des de partida devem ser obedecidas, ou seja, o nimero deve ter
seis algarismos e a ordem dos algarismos da sequéncia de numeros informados ndo deve ser

trocada. Assim, no numero <<778157260669103>> os estudantes facilmente destacam os

ultimos seis algarismos como condi¢do minima, e partem para avaliagdo a partir da

propriedade acima.

Comparando o digito da posi¢do A com os digitos das posicdes a esquerda escolhe-se
o maior, isto ¢ 8. O raciocinio andlogo deve ser repetido, compara-se o digito B com os

disponiveis posteriores a 8 e se escolhe o maior (7), e assim subsequentemente:

778157260 669103

n° de digitos minimos

SRENNTRNNE 103

n° de digitos minimos

U ENS RN EIA [
EEEDEE < ErEENE

Esse problema ¢ geralmente acessivel aos estudantes uma vez que existe congruéncia
entre 0 que o enunciado solicita e o tratamento a ser utilizado. Nesse caso, temos duas
questdes importantes: ndo ¢ necessario reformular os dados informados no problema para
achar qual o objeto deve passar por tratamento e o tratamento a ser utilizado ¢ informado
diretamente na questdo, o termo suprimir ¢ aplicado diretamente como a supressao dos digitos
(risca-los). Problemas que exigem dos estudantes a aplicacdo de propriedades simples e que
sdo congruentes entre o que o enunciado solicita e o tratamento que se deve efetuar sobre os
objetos em andlise sdo em geral mais acessiveis aos estudantes (DUVAL, 2011). A taxa de

acerto em torno dos 90% pode evidénciar esta andlise.

Problema I1 — Qual é o resto da divisdo do niimero 702 X 1405° + 280037 por 7?
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Esse problema ainda apresenta uma relacdo direta entre o que solicita o enunciado e o
tratamento a ser utilizado. Porém, ele prevé que alguns conhecimentos prévios tenham sido
apreendidos. E necessario que se saiba trabalhar com restos numéricos gerados por operagdes
entre nimeros, como por exemplo, multiplicagdes, poténcias, soma, subtracdo e divisdo.
Nesta perspectiva, todos os alunos que participaram do teste, teriam em potencial, a
capacidade para solucionar a questdo, ja que haviam tido um aprendizado anterior sobre o

tema: Critérios de divisibilidade, Teorema do Resto ¢ Teorema Chinés do Resto.

Todos os estudantes que participaram do teste, inicialmente, calcularam os restos dos
nameros 702, 1403 e 28003 na divisdo por 7, todavia apenas exatos 2/3 acertaram a questao.
Entre os erros comuns destacamos: a) abandono do enunciado do problema: a maioria dos
erros ocorreu pela ndo retomada da expressao corretamente, tendo ficado as poténcias de fora
do célculo, na passagem enunciado—resolu¢do numérica; b) ndo entendimento dos termos

matematicos: resto, quociente, divisor e dividendo.

Estes erros sdo comuns em matematica, pois € sobre as especificidades e terminologias
de cada registro e sobre a articulacdo de registros que o ensino deveria ser centrado. Essas
dificuldades de correspondéncia entre estrutura, designagdes e formagdes de representacdo em
registros diferentes s6 podem ser rompidas quando os registros forem mobilizados. Qualquer

atividade que se execute dentro de apenas um registro ndo enfrenta esse tipo de barreira.

Problema III - De tempos em tempos certo cometa passa pela terra. Este intervalo de anos é
sempre 0 mesmo e é chamado de periodo do cometa. Sabe-se que o cometa passou pela Terra

nos anos de 1530, 1682 e 1910. Em que ano esse cometa passou pela terra pela ultima vez?

Neste tipo de problema a dificuldade apresentada pelos estudantes ¢ maior. Primeiro,
porque os objetos sobre os quais recae o tratamento ndo sdo dados no enunciado diretamente,
sendo assim, se torna necessario reorganizar os dados a fim de se obter os objetos. Segundo,
porque o tratameto necessario aos dados pode ser ou ndo mencionado no enunciado ou nao
apresentar congruéncia semantica com o enunciado. Ou seja, ¢ necessdrio converter o

enunciado em informacgdes pertinentes, e essa tarefa pode trazer dificuldades expressivas.

Grande parte dos estudantes foi capaz de reconhecer que existe um valor para o
periodo e que este corresponde a0 méaximo divisor comum (mdc). Porém, muitos deles nio

conseguiram reconhecer que esse mdc ¢ o mdc dos intervalos entre os anos e ndo o mdc dos

anos. A frase “este intervalo de anos é sempre o mesmo e é chamado de periodo do cometa”™
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parece levar esses estudantes a focar a aten¢do aos anos e ndo aos intervalos de anos, para

executar o calculo do mdec. O termo ‘intervalo de anos’ remete diretamente aos valores

informados, ja que os valores informados sdo dados em intervalos de anos (7530, 1682 e 1910).

Ainda que os anos informados ndo possuam o mesmo intervalo entre si, um dos
procedimentos observados nas solugdes dos estudantes foi encontrar o periodo fazendo o mdc
dos anos. As solucdes apresentadas demonstram a dificuldade de compreensao do enunciado e
do conceito de mdc. Neste problema, cerca de 90% dos estudantes cometeu o mesmo erro que
o estudante que apresentou a resolugdo da figura 3. A ndo congruéncia semantica entre os
objetos enunciados no exercicio e aqueles sobre os quais o tratamento ¢ necessario para a
resolu¢do ¢ um fator que certamente dificulta a compreensdo matematica. Isso assume valor
quando se toma a taxa de acerto para a questdo: apenas 10% dos estudantes obtiveram éxito.
Este ¢ um fato preocupante na perspectiva do ensino, pois mesmo havendo ocorrido uma
discussdo sobre o tema, sendo estudados e debatidos em aula, os alunos ndo conseguem

mobilizar os conhecimentos adquiridos.
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Figura 1: Resposta dada por um dos estudantes.

Na figura 2, pode-se observar uma resolugdo correta de um estudante que

compreendeu o enunciado e o conceito de mdc e, desta forma, conseguiu soluciona-lo.
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Figura 2: Resposta correta dada por um dos estudantes.

A retirada das informagdes pertinentes de um enunciado ndo ¢, como se poderia supor
a principio, trivial. Este processo ¢ gradual e complexo, pois envolve as especificidades de
cada registro de representacdo, como suas informagdes se organizam internamente em seu
registro de partida e como estas devem ser representadas e relacionadas umas as outras em
outro registro semiotico de chegada. E sobre toda atividade de resolugio matematica que recai
o valor de uma resposta, porque a atividade que exige a mobilizacdo de registros semioticos
pressupoe que tenha havido compreensdo do conhecimento matematico envolvido (DUVAL,
2012b). Assim, a resposta final de um exercicio ndo ¢ o que mais importa, embora chegar a
ela seja um indicio de compreensao.

Consideremos um ultimo exemplo:

Problema IV - Considere dois numeros naturais, cada um deles com trés algarismos distintos
diferentes. O maior deles so tem algarismos impares e o menor so tem algarismos pares. Se a

diferenca entre eles é a maior possivel, qual é essa diferenca?

A diferenca de custo cognitivo entre este problema e os dois primeiros ¢ evidente
levando em conta a taxa de acertos obtida para a questdo: exatos 1/5 (20%) dos estudantes
obteve sucesso na resolugdo. Todavia, a analise baseada na taxa de acertos precisa ser
ampliada e tomada a partir de outros fatores que possibilitem o reconhecimento da origem
dessas dificuldades. E necessario considerar os fatores de congruéncia seméantica (DUVAL,
2004) na conversdo de representacdes de um objeto matemdtico como preponderantes das
dificuldades. A compreensdo de um enunciado ndo ¢ suficiente para que se possa chegar a
uma resposta, sobremaneira se for necessario uma mudanca de registro de representagdo.

Abaixo apresentamos duas resolu¢des dadas por estudantes:
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Figura 3: Resolugdo incorreta do problema.
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Figura 4: Resolugéo correta do problema.

O principal equivoco encontrado se refere a sentenga “menor (numero) so tem
algarismos pares”. Isso pode ser facilmente compreendido da seguinte forma: o enunciado
solicita 0 maior numero de trés algarismos com todos os algarismos impares diferentes: entdo
se obtém 975, isto ¢, o maior algarismo possivel ocupa a maior posi¢do e assim
subsequentemente. Esse raciocinio ndo se aplica para a sentenga “menor so tem algarismos
pares”, porém esta foi a ideia utilizada pelos estudantes que erraram a questdo. O raciocinio
usado para o primeiro caso ¢ congruente com o que a questdo solicita, mas ndo no segundo
caso. A medida que o maior nimero possivel formado de trés algarismos impares distintos é o
nimero que comega com o maior deles seguidos dos dois menores um apds o outro, isto ¢ 9-
7-5, 0 menor numero possivel de trés algarismos pares distintos ndo ¢ o nimero que comega
com 0 menor nimero par possivel seguido dos outros dois maiores em série (4 € 6), isto €, 2-
4-6. Neste problema 80% dos alunos cometeram o erro de escolher o nimero 246 em
detrimento ao nimero 204, que € o correto, embora ndo congruente com o tratamento que os

termos e as condi¢des sugerem.

4. Consideragoes Finais

Uma breve leitura dos problemas propostos e, considerando os tratamentos necessarios
e os fendmenos de congruéncia envolvidos entre o que solicita o exercicio e a conduta de
solugdo para obter a resposta, ¢ possivel perceber a diferenca de custo cognitivo para

resolucgdo, sobretudo entre os dois primeiros e os dois tltimos.

Os problemas discutidos neste trabalho ndo se mostram mais do que alguns exemplos
matematicos pertencentes a Aritmética. Dessa forma, o objetivo deste trabalho ndo ¢ tao

somente destacar as dificuldades enfrentadas na resolu¢do dos problemas aqui apresentados
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ou de outros semelhantes. E por meio destes problemas, que se prestam a finalidade de

exemplificagdo, que queremos chamar a atencdo para as dificuldades enfrentadas pelo

estudante na atividade matematica deste ramo especifico: a Aritmética.

Estas dificuldades s6 podem ser contornadas a medida que se tem uma preocupacao
em conhecé-las e assim identificar suas fontes. Ndo basta a compreensdo matemadtica a
atividade intrarregistro, ¢ necessaria uma coordenacdo de diferentes registros, pois toda
atividade ‘mono registro’ ndo ¢ funcional e ndo permite a compreensdo dos objetos

matematicos (DUVAL, 2003).

E facil perceber que a atividade intrarregistro é acessivel para os estudantes, no caso
dos dois primeiros problemas. A atividade solicitada no enunciado ocorre diretamente sobre
os objetos também designados diretamente no enunciado. O que ndo acontece nos dois
ultimos problemas por apresentarem duas caracteristicas importantes: ndo informam
diretamente o tratamento necessario a ser utilizado e ndo informam os objetos diretamente.

Ou seja, demanda uma mudanga de registro e tratamento de informagdes.

Os problemas III e IV sdo os que mais trazem dificuldades aos estudantes. Eles nio
sdo congruentes ao enunciado e os objetos ndo sdo informados diretamente. Vece et al. (2013)
descreve essa diferenga de acerto na passagem de problemas descontextualizados
(estritamente matematicos-tratamento direto), e aqueles onde existe um contexto e de onde as
informagdes precisam ser extraidas e reorganizadas. Eles sdo, em geral, menos acessiveis aos

estudantes.

Todo trabalho matematico passa por inconvenientes proprios da mobilizagdo de seu
conhecimento e de seus sistemas semioticos proprios. Todavia, € necessario para a
compreensdo integrativa do conhecimento e de todo desenvolvimento matematico. Assim, a
andlise aqui realizada também aponta para uma profunda reflexdo sobre o tipo de ensino que
tem sido promovido da matematica e ndo somente aos falantes da lingua portuguesa. As
dificuldades apresentadas pelos estudantes sdo recorrentes em todo globo como mostram as
pesquisas de muitos autores em diversos paises. Estas dificuldades de aprendizagem sé
poderao ser superadas a medida que, no ensino, se enfatize uma abordagem que leve em conta
as especificidades de cada registro de representagdo e a importancia destas especificidades em

toda tarefa de conversao.
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Os resultados obtidos a partir do ensino que geralmente ¢ praticado ¢ um indicativo de

sua defasagem. Este ensino, chamado de ensino hermético

“[...] se baseia em registros que provém, geralmente, de um tnico sistema semio6tico
e, mesmo quando trata de mais de um sistema, ndo considera as possibilidades de
articulacdo semiodtica que pressupde o reconhecimento simultdneo dos elementos
semidticos que podem estar relacionados em cada sistema considerado” (MORETTI,
THIEL, 2012, p. 379).

Nesta perspectiva, podemos afirmar que o ensino ndo atende a necessidade de
mobilizacdo dos conhecimentos matematicos. Esta necessidade e coordenagdo de registros
pressupdem, na verdade, que essas dificuldades sejam levadas em conta para que a
matematica nao seja mais uma das disciplinas com grande fonte de dificuldade e insucesso na

vida escolar.
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