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EDUCACAO MATEMATICA NO ENSINO SUPERIOR-GT4 DA SBEM
TEXTO 1: ENFASE NAS PESQUISAS ENVOLVENDO GEOMETRIA
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Resumo:

Neste artigo apresentamos um texto que tem por objetivo promover o debate entre os
componentes de uma mesa redonda sobre o ensino superior. Focamos na Geometria e seu
ensino, com pesquisas relativas a este nivel, tecendo algumas consideragdes do que julgamos
ser procedente ser abordado junto ao GT4 da SBEM. Para tal, fizemos um levantamento de
trabalhos apresentadas em dois eventos que julgamos fundamentais para a divulgacdo da
pesquisa no Brasil que sdo: Semindrio Internacional de Pesquisa em Ensino de Matematica —
SIPEM da SBEM, junto ao GT4 e Simpoésio Internacional de Pesquisa em Educacdo
Matematica — SIPEMAT, ambos nas edigdes de 2012 e 2015. Verificamos que,
comparativamente a outras areas, ha poucas pesquisas em (Geometria no ensino superior,
especialmente em outras geometrias que ndo a euclidiana, bem como tendéncias atuais. Nao
foram encontradas pesquisas envolvendo tendéncias para o ensino de Geometria no ensino
superior.

Palavras-chave: Ensino Superior; geometria; tendéncias; pesquisas.

1. Introduciao

O Grupo de Trabalho no Ensino Superior da Sociedade Brasileira de Educacdo
Matematica — GT4 - ¢ organizado de modo a que participem pesquisadores que desenvolvam
atividades de pesquisa no Ensino Superior em suas diversas nuances. Neste artigo, elaborado
como subsidio para uma discussdao em mesa redonda, iremos articular algumas ideias a respeito
de Geometria e seu ensino neste nivel de escolaridade de modo complementar com outras duas
falas dos componentes da mesa, que estamos propondo, envolvendo outras areas da

Matematica.

Iremos nos ater a alguns aspectos de pesquisas em Geometria [euclidiana, ndo
euclidianas e analitica]. E bem sabido por todos que discutem o seu ensino, no qual nesta area
do conhecimento, em geral, os aspectos ligados a Geometria de Euclides, parecem merecer
pouca atencao nos curriculos, tanto na Educagdo Bésica quanto na Superior, dentre aqueles que

sdo publicados. Os demais nao tém sido focados nas pesquisas, via de regra.

Leivas (2009) observou, em pesquisa realizada em oito curriculos de Licenciatura em
Matematica de universidades gatchas, que apenas em uma delas a Geometria Analitica e o

Célculo constituem uma mesma disciplina sendo desenvolvida em dois semestres letivos. Em

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica 1
ISSN 2178-034X




y E
\M, Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades =\
\\ Sao Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016
\\\\\ Sociedad

COMUNICACAO CIENTIFICA ]
‘ncontro Nacional de Educagao Matematica

Educagac
Matematic

apenas dois projetos de curso ¢ contemplado minimamente o estudo de Geometrias Nao-
Euclidianas e dois envolvendo Geometria Fractal. Cinco curriculos fazem uso de recursos
tecnologicos para o ensino, ndo sendo explicitado que o sejam para a Geometria. Trés cursos
trazem indicativos de abordagem de Topologia e Geometria Diferencial e quatro algum
tratamento de tendéncias atualizados para o ensino da area. Em termos de visualiza¢do quatro
desses curriculos a utilizam, porém no que diz respeito a planificacdo de solidos geométricos
e constru¢do de modelos desses. Poucos sdo aqueles que utilizam algum topico de Geometria

Descritiva e Desenho Geométrico que parecem ser dois temas abandonados nos curriculos da

formagdo de professores.

Entendemos que o ensino atual em Geometria ndo pode se alienar de topicos como
visualizacdo pois, pesquisa publicada por Batanero et al. (1992), (FIORENTINI e
LORENZATO, (2006)), geometria, visualizagdo e representacdo espacial e pensamento

geométrico estavam em linhas de pesquisa de programas internacionais de mestrado e

doutorado.

A partir deste entendimento, propomos discutir algumas tendéncias que julgamos

oportunas para o ensino de Geometria no Ensino Superior e, portanto, sendo objeto de

interesse para o GT4.

2. Algumas questoes

A partir do que Davis e Hersh (1995) apontam como questdes internas da Matematica,
e porque ndo da Geometria, salientamos: os simbolos, a abstracdo, a generaliza¢do, a
formalizag¢do e a demonstragdo. Neste primeiro semestre um estudante que inicia um curso
universitario de Educagdo Fisica nos EEUU nos pede auxilio para tentar compreender alguns
aspectos matematicos da disciplina que todos os estudantes daquela institui¢do necessitam
cursar. Em nosso amistoso didlogo pelo Skype afirmavamos do quanto bésico era o tema e

ele, desesperado com a simbologia da féormula
A=P(+DM,
sequer atinava interpretar cada um dos simbolos ali existentes, quanto mais efetuar as

operagdes exigidas para chegar a solu¢ao do problema.

Davis e Hersh (1995) partem do exemplo de obtengdo do tragado de uma linha reta por

um carpinteiro sobre a madeira, com todas as imperfeicdes oriundas do grafite e/ou do
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instrumento guia, para o posterior corte. Afirmam: “Contrastando com a linha reta real e

concreta, existe o conceito mental da abstracdo matematica de uma linha reta ideal. Na sua

manifesta¢do idealizada, desaparecem milagrosamente todos os acidentes e imperfei¢des da sua
concretizagdo fisica” (DAVIS E HERSH, 1995, p.127). No livro I de Euclides encontramos “E
linha reta ¢ a que estd posta por igual com os pontos sobre si mesma” (OS
ELEMENTOS/EUCLIDES, 2009, p. 97) e esta defini¢do ilustra o quanto se fez necessario,
desde os tempos de Euclides, o uso da abstracio em Geometria. J4 na reorganizacdo da
Geometria por Hilbert, reta ¢ caracterizada como um sistema de objetos atendendo “certas
relagdes mutuas e indiquemos estas relagdes por palavras tais como ‘estar situado’, ‘entre’,
‘congruente’; a descri¢do precisa e, para fins matematicos, completa destas relagdes, ¢ dada por
meio dos axiomas da geometria.” (OLIVEIRA, 2003, p. 1).

No entender de Davis e Hersh (1995) a generalizagao difere da abstragdo, embora sejam,
as duas, frequentemente, interpretadas como sendo a mesma ideia. Exemplificamos isto com a
afirmagdo: a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo ¢ sempre igual a 180°. Assim,
abstrair o conceito de reta da Geometria Euclidiana para outros modelos tedricos ¢ fundamental
para a compreensao do mundo geométrico.

Courant e Robbins (2000) afirmam que a realidade fisica que se encontra além dos
conceitos de ponto, reta, plano e axiomas correlatos, como inicialmente se conduz o estudante
a sua compreensdo, algumas vezes necessitam ser modificados se quisermos que eles sejam
adequados para descrever fendmenos fisicos. “Porém, se os axiomas formais ndo estiverem
mais ou menos de acordo com as propriedades dos objetos fisicos, entdo a Geometria seria de
pouco interesse.” (p.265). Nesse sentido, a criagdo dos modelos de Poincaré ou de Klein, por
exemplo, para uma Geometria Hiperbdlica exigem um nivel de abstracdo e de generalizacao,
os quais deveriam fazer parte da formacao em nivel superior de um professor que ira ensinar
Geometria. Além desses, o significado de uma reta num modelo de Geometria Esférica, exige
um nivel de compreensdo maior do que o que usualmente ¢ feito na escola bésica e, portanto,

estdo a exigir pesquisas que envolvam a formagao do professor de Matematica.

3. Pesquisas envolvendo geometrias no ensino superior no SIPEMAT e no SIPEM

Por considerarmos que os eventos: Simpdsio Internacional de Pesquisa em Educacdo
Matematica —SIPEMAT e Seminario Internacional de Pesquisa em Ensino de Matematica —
SIPEM, sdo importantes no cendrio brasileiro da pesquisa na area de Educacdo Matematica,

apresentamos um levantamento realizado nos anais do 3° Simpdsio Internacional de Pesquisa
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em Educacdao Matematica — 3° SIPEMAT, realizado em Fortaleza em 2012, do 4° SIPEMAT,
realizado em Ilhéus em 2015; do V SIPEM, realizado em 2012, em Petropolis e do VI SIPEM,
realizado em Pirendpolis em 2015. A busca foi feita a partir do titulo do trabalho e do resumo,
nos quais constava o tema e o envolvimento no ensino superior nos primeiros por nao serem
alocados especificamente neste nivel, enquanto que nos outros dois nos dirigimos diretamente
aos trabalhos apresentados no GT4.

Dos 741 trabalhos propostos no 3° SIPEMAT, foi verificado que, em apenas 6
publicados, foram encontrados resultados de pesquisa envolvendo algum tipo de geometria no
Ensino Superior e mais cinco envolvendo relatos de experiéncia relacionados. No primeiro,
com base nas concep¢des de Fischbein (1993) e Duval (1993), os autores analisam e
interpretam as dificuldades dos estudantes, relativas ao uso de hipdtese e tese, no contexto da
demonstracdo em Geometria Analitica. No segundo, o autor apresenta uma possibilidade de
ensino de Geometria Hiperbdlica com o uso de Geometria Dinamica para a criagdo do Disco
de Poincaré. O autor conclui que, por meio do software, ¢ possivel auxiliar a entender uma
nova métrica bem como ocasionar duvidas a respeito de principios geométricos estabelecidos.

O terceiro trabalho aborda pesquisa realizada com estudantes de final da Licenciatura
em Matematica e teve por objetivo analisar as contribui¢cdes da Geometria Fractal na formagao
do professor de Matematica. O seguinte teve por objetivo analisar como académicos de
matematica aceitariam a ideia da soma dos angulos internos de um H-Tridngulo da Geometria
Hiperbolica ser menor que 180° ao construirem tal tridangulo com o software GeoGebra e
compara-lo com o tridngulo euclidiano.

No quinto artigo, de cunho teodrico, os autores discutem a influéncia da filosofia
kantiana, dominante tanto pela igreja como pela academia em meados do século XIX, na
aceitagdo de novas geometrias, as ditas Nao-Euclidianas. No seguinte, seus autores apresentam
pesquisa realizada com estudantes de Pedagogia e Licenciatura em Matemadtica, na qual
avaliam o conhecimento de conceitos relativos as figuras espaciais e as atitudes frente a
Geometria nos dois cursos

Encontramos, além desses, alguns outros relatando algum tipo de experiéncia, dentre
os quais destacamos um que relata um curso de Calculo Diferencial e Integral II, num curso

de Ciéncias Naturais e Matematica, em que foram utilizados softwares para validar o Teorema

de Pappus-Guldin. Os alunos escolhiam um sélido, o qual poderia ser caracterizado como de
revolucdo e, seguindo um roteiro prévio para um trabalho experimental e outro computacional,

coletaram dados e os compararam entre si para chegarem a validagao pretendida.
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Dos 626 trabalhos propostos no 4° SIPEMAT, apenas seis deles abordaram pesquisas

relacionadas a Geometria no Ensino Superior. No primeiro deles ¢ apresentada uma pesquisa

apontando algumas contribui¢cdes do Desenho Geométrico, em uma disciplina optativa, para a
aprendizagem de Geometria na formacao inicial do professor de Matematica. No seguinte, ¢
tratada a Geometria Analitica com o uso do GeoGebra, em que seus autores verificam vantagens
e desvantagens do uso de tecnologias para o ensino das conicas, concluindo sobre a importancia
das representagdes no software para a aprendizagem dos estudantes.

O terceiro artigo a respeito tem por objetivo mapear as principais produgdes em um
mestrado focadas no ensino de Geometria com o uso de caleidoscopios e espelhos como
recursos didaticos. No quarto artigo envolvendo pesquisas no Ensino Superior em Geometria,
encontramos o uso do software Régua e Compasso para o estudo de Geometria Plana num curso
de Licenciatura em Matematica ¢ Fisica. Seus autores analisaram as contribui¢des do uso desse
software e concluiram que a utilizacdo do mesmo foi uma boa estratégia de ensino.

No quinto artigo encontramos uma pesquisa que apresentou o estado da arte sobre as
pesquisas realizadas em um mestrado de Educacdo Matematica, com relagdo as dissertagdes
sobre Geometria, e seus autores concluiram que varios autores foram utilizados inimeras vezes
em uma mesma dissertacdo assim como bibliografias mais antigas. Por fim, o tltimo dos artigos
abordou a Historia da Matematica, por meio de tecnologia, para analisar como o uso do
GeoGebra foi feito na resolucio de problemas da Geometria do Compasso Mascheroni (1750
— 1800) na obra La Geometria del Compasso publicada em 1797.

A seguir, apresentamos pesquisas envolvendo Geometria no Ensino Superior constantes
dos anais do V SIPEM realizado em 2012 em Petropolis, no Rio de Janeiro. Ao todo foram
apresentados 15 trabalhos relativos ao Ensino Superior sendo que, em apenas 3 deles, aparece
o tema Geometria. No primeiro ¢ feita pesquisa envolvendo os registros de representacao
semidtica na disciplina de Geometria Analitica utilizando o sistema SIENA. No segundo, a
pesquisa envolveu habilidades de visualizacdo em Geometria Espacial com alunos de uma
Licenciatura em Matematica e no terceiro, foi abordada a formagao geométrica de licenciandos
em Matematica em Geometria Espacial.

No VI SIPEM, realizado em 2015, em Pirendpolis, Goias, foram aprovados 16 trabalhos
para apresentacdo no GT4, sendo que apenas em dois deles aparece Geometria no Ensino
Superior. O primeiro tratou de uma pesquisa realizada em uma disciplina de Geometria num
mestrado na qual o autor teve como objetivo investigar como os estudantes visualizavam curvas

e triangulos numa superficie esférica, as denominadas geodésicas, e tridangulos esféricos. Foi
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empregado o Cabri 3D e concluido sobre a importancia de uma nova abordagem para a
compreensdo de conceitos avangados em Geometria.

No segundo artigo, os autores descrevem parte de uma pesquisa que investiga a
transi¢do do Ensino Médio para o Superior. Afirmam que a prontiddo para a aprendizagem de
Célculo depende do conceito de funcdo e o enfoque dado a Geometria. Apresentam resultados
do desempenho de alunos na primeira disciplina de Geometria Analitica e indicam que pouco
tem sido ensinado de Geometria Analitica na Educacdo Basica e que os alunos chegam ao
Ensino Superior sem saber trabalhar com vetores, além de apresentarem dificuldades na
conversao entre os registros grafico e analitico de retas.

Os dados levantados nos quatro eventos de pesquisa realizados nos tltimos seis anos,
por si s0, ilustram a pouca atencdo que a Geometria tem recebido no Ensino Superior e,
portanto, abre-se um leque enorme de possibilidades de pesquisa nessa area e nesse nivel de
ensino. Consideramos ainda que as geometrias analitica, vetorial, ndo euclidianas, topolégica,
fractal, etc. sdo fundamentais para o estudo das outras areas da Matematica, como o Calculo,
as Equacdes Diferenciais, as Variaveis Complexas, etc.

No préximo item indicamos algumas de nossas pesquisas nessa area.

4. Algumas de nossas pesquisas

Em nosso entender, a Geometria merece uma importancia maior do que aquela que
vem sendo dada nas disciplinas do Ensino Superior, haja vista suas inumeras aplicagdes ou
mesmo possibilidades de favorecimento de compreensdo de conceitos. Fischbein (1977) ao
tratar da dialética conceito e imagem na aprendizagem matematica indica a representagao
icOnica na resolucao do famoso problema de pés de galinhas e coelhos em uma fazenda, a qual
corresponde a solugdo aritmética usual e discute sobre qual ¢ mais natural? Para o autor, “A
representagdo iconica ndo é necessariamente a primeira e a mais natural. As vezes, o oposto
pode ser verdade: modelos iconicos podem ser a representacao simbolica de uma determinada
estrutura conceitual.” (p.154). Ele discute que € necessario disponibilizar para a aprendizagem
matematica variadas possibilidades, pois os individuos tém formas de aprender diferentes uns

dos outros, sendo a geométrica uma delas.

Segundo Freudenthal (1973), propriedades de espaco vetorial podem ser visualizadas

em espagos de dimensdo 2 e 3 e imaginadas em dimensdes maiores de forma geométrica,

incluindo ai o conceito de determinante.
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A primeira e mais importante consequéncia geométrica ndo trivial dos axiomas de
espago vetorial ¢ a nogdo de volume. Em um espago vetorial n-dimensional uma
fungdo de n vetores, chamada determinante, ¢ explicitada por

det(ay,..., a,)
para os n vetores (aj,..., a,) € para dar o ‘volume orientado’ (apds certa normatizagao)
do paralelepipedo gerado por ay,..., a,. (HOFFMAN e KUNZE, 1970, p. 424)

Portanto, visualizag¢do corresponde a uma area de pesquisa importante pois o termo vai
muito além do que a habilidade do 6rgao fisico da visado. Silva (2013) realizou uma pesquisa de
mestrado, sob nossa orientagdo, na qual investigou como um estudante cego pode utilizar
visualizagdo, como um construto mental, para classificar figuras e solidos geométricos
utilizando materiais concretos cuidadosamente confeccionados pelo investigador.

Marin (2013), também sob nossa orientagdo desenvolveu a pesquisa de mestrado
utilizando o Cabri 3D para investigar como os alunos visualizavam cortes em um cubo por um
plano e comparou com o processo visual obtido com instrumentos convencionais de desenho,
constatando a relevancia e influéncia do software para uma melhor aprendizagem. Os aspectos
intuitivos verificados pela dinamica do computador despertam o interesse dos estudantes na
busca de solugdes.

Para Davis e Hersh (1995) a intuicdo tem grande carga de mistério e ambiguidade pelos
matematicos. “Por vezes parece ser uma substituta perigosa e ilegitima para demonstragao
rigorosa. Noutros contextos parece indicar uma luz inexplicavel de visdo, através da qual alguns
felizardos adquirem conhecimento matematico que outros s6 conseguem alcangar com grande
esfor¢co” (p. 360). A pesquisa de Silva (2013b), sob nossa orientagdo, verificou que intuigdo ¢
uma grande aliada na aquisicdo de propriedades topoldgicas por parte de estudantes de um
mestrado profissionalizante, os quais desconheciam tal conteido e vislumbraram ser uma
possibilidade para o ensino de Geometria na escola basica.

A Geometria do Taxi ¢ um caso de inser¢do de geometrias ndo euclidianas no curriculo
escolar e superior. Souza (2015) verificou, em uma dissertagdo de mestrado sob nossa
orientacdo, que o uso de tecnologia computacional proporcionou aprendizagem de alguns
fundamentos desta geometria para alunos concluintes do ensino médio. Por sua vez,
investigamos com alunos de um mestrado como esta geometria desperta interesse nos
estudantes e oferece possibilidades de aplicagdes em lugares geométricos no desenvolvimento
de Geometria Analitica (LEIVAS, 2013, 2014, 2014b).

Entendemos pois que o GT4 oferece um grande espago para divulgacdo de pesquisas

envolvendo geometria em diversas nuances.
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5. Consideracoes Finais

Propomos debater, em uma mesa redonda, resultados de pesquisa que consideramos
pertinentes ao GT4 e, neste artigo, focamos na Geometria e seu ensino em nivel de graduagao
e de pos-graduacdo. Inicialmente trouxemos algumas consideragdes sobre nosso entendimento
do que deveria ser abordado em termos de pesquisa no ensino superior para, em seguida
apresentarmos um pequeno levantamento do que foi apresentado tanto no GT4 nos ultimos
dois SIPEM quanto nos dois SIPEMAT, que sdo dois importantes canais de divulgacdo de
pesquisas nacionais.

Do levantamento feito, contatamos que os cinco trabalhos relacionados a Geometria
apresentados nos SIPEM, dois deles trataram de Geometria Analitica, um utilizando os
registros de representagdo semidtica e a plataforma SIENA e outro investigou os
conhecimentos dos estudantes em uma disciplina de Geometria Analitica para verificar a
prontidao para o Célculo. Um dos trabalhos focou na formagao geométrica dos alunos de uma
licenciatura em Matemadtica; outro investigou sobre visualizagdo em geometria espacial com
o uso do Cabri 3D e o ultimo sobre geodésicas e triangulos esféricos na esfera tridimensional,
indicando aspectos de Geometria Esférica.

Com relacdo as pesquisas apresentadas nos SIPEMAT, um trabalho abordou
Geometria Fractal; outro confrontou conhecimentos geométricos entre um curso de Pedagogia
e uma Licenciatura em Matematica. A contribuicdo do Desenho Geométrico para a Geometria
foi tratada em um artigo bem como dois delinearam mapeamento de pesquisas no
conhecimento geométrico em dois programas de pds-graduacdo. A Histéria da Matematica
como recurso didatico para o ensino de Geometria foi investigado em um dos trabalhos e a
Geometria Analitica constante de dois deles, sendo que no primeiro foi investigado o processo

de demonstragdo e, no segundo, o uso do software Régua e Compasso. Por fim, os trés
seguintes abordaram aspectos relacionados a Geometria Hiperbdlica, sendo um deles sobre os
aspectos filosoficos de Kant na aceitacao dessas geometrias.

Por sua vez, inexistiram pesquisas abordando outras tendéncias para o ensino de
Geometria como por exemplo, a Teoria de Van Hiele, a Modelagem Matematica ou a

Resolu¢ao de Problemas.

Considerando o universo analisado consideramos que muito ainda ha a se investigar

em termos de outras geometrias que ndo somente a euclidiana no ensino superior.
Consideramos a importancia dada por Piaget e Inhelder (1993) quanto a natureza topologica

para a compreensdo geométrica preceder as euclidianas, uma vez que as primeiras independem
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das medidas. Para os autores, a constru¢do do espagco comega no plano perceptivo e parte para

o representativo, algo que ¢é, usualmente, invertido no ensino de Geometria. Por sua vez,

indicam que a intuicdo espacial em sua ordem representativa equivale a compreender a
passagem do plano perceptivo para o representativo.

Para finalizar, retomamos o escrito por Freudenthal (1973, p. 402): “Uma vez, a
geometria ndo foi somente uma pega avassaladora da ciéncia dedutiva, ela foi o exemplo mais
antigo e declarado de didatica.”

Esperamos que, a partir destas consideragdes, o debate possa fluir com novas

consideragdes pelos componentes da mesa e pelos participantes.
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