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Resumo

O principal objetivo de um educador ¢ transmitir com clareza e méaxima compreensdo o
conhecimento para o educando, para que o ensino do professor resulte em uma aprendizagem
significativa para o aluno. O jogo, com seu carater ludico, atua como uma ferramenta de facil
acesso ao interesse das criangas e jovens, por esse motivo, criar situagdes que envolvam o
ensino da matematica e o uso de jogos educativos ¢ atingir o prazer, o desafio e o melhor
desempenho daqueles que estdo em pleno processo de formacdo. Isto posto, elegeu-se como
objeto de estudo o jogo “Torre de Hanoi” para explorar o ludico e a imaginag¢do dos alunos,
tornando as aulas mais agradaveis tanto para o professor, quanto para os proprios alunos. A
Torre como uso de nova pratica pedagodgica, despertard mais o interesse do educando, o
estimulando a criar estratégias e contribuindo com seu raciocinio logico.
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1. Introduciao

Professores da Educacdo Basica, e de quaisquer outros niveis de ensino, devem buscar
o melhor método de repassar conhecimento aos seus alunos. Podendo variar, de educador para
educador, a maneira que esta metodologia ¢ aplicada, contudo, mantendo uma caracteristica
tinica e exclusiva: uma aprendizagem significativa com a compreensio do educando. E fato que
a Matematica ¢ uma disciplina na qual muitos alunos apresentam baixo nivel de proficiéncia.
O que nos faz questionar: o que ha de particular nessa disciplina que a torna algo tdo complexo?
Essa complexidade pode ndo partir do nivel de dificuldade propriamente dita, ou até mesmo
com o fato de a maioria das pessoas ndo se identificarem com ela, mas sim pela escassez de
métodos pedagogicos eficientes obtidos no inicio da vida académica e a falta de estimulo e

criatividade para com as criangas € 0s jovens.
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E comum de um aluno, comentar que “ndo estd compreendendo o assunto” ou que “essa
matéria ¢ muito complicada”. Perguntam o objetivo de tal conhecimento e qual a aplicacdo que
lhes ¢ proposta em suas vidas. Conforme destaca Medeiros (2005, p.20):

No ensino tradicional da matematica ndo tem havido, em geral, um respeito pela
criatividade do aluno. Na pratica de ensino de um grande nimero de professores,
alheios a preocupacéo com a criatividade matematica, ha um desencontro entre esta e

a forma metodica como as ideias parecem surgir aqueles em suas exposigdes de sala
de aula.

O ensino por meio de ferramentas ludicas mostra o quanto a matematica atua desde
situacdes mais simples até as mais complexas. Os jogos matematicos possuem particularidades
que os ressaltam diante de qualquer outra maneira de aprendizagem, sdo elas: desenvolvimento
sensorial e motor, ampliagdo do pensamento dedutivo, evolucdo cognitiva, elaboracdo de
estratégias, entre outras. O que torna a disciplina algo prazeroso aos alunos, bem diferente das
aulas que estdo acostumados a assistir. S0 métodos consideravelmente diferentes, contudo,
levando consigo o mesmo aprendizado, com a particularidade de que o aluno absorve o

conhecimento com um grau de facilidade significativo.

O jogo em questdo pode ser explorado da educacdo basica até o ensino superior, como
uma forma de resolver problemas que se sucedem de casos simples, e tornam-se bem mais
complexos. Para Machado (1995), a Torre de Hanoi € um jogo muito simples que envolve
desafios com grau crescente de dificuldade, que podem ser explorados até mesmo com o auxilio

de computadores.

Essa ferramenta ludica, muitas vezes, ¢ encontrada com sete discos, empilhados do
maior ao menor em um dos trés pinos, formando uma torre. O objetivo do jogo ¢ empilhar todos
os discos no terceiro pino no menor numero de passos, sem nunca colocar um disco maior em
cima de um menor. Para chegar aos questionamentos, primeiramente analisa-se 0 jogo com um,
dois, trés e quatro discos, a fim de descobrir o menor nimero de movimentos para transferir a
torre inicial para o terceiro pino, atentando-se para a repeticdo de movimentos e assim, chegar

proximo de desvendar a lei que rege esse jogo.
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2. Historia

Este jogo foi criado por Edouard Lucas, matematico francés, que se inspirou em uma
lenda Hindu, em 1883. O nome do jogo partiu de um simbolo da Cidade de Handi, no Vietna.
Existem varias lendas sobre a origem do jogo, Lucas anexou ao seu brinquedo a seguinte lenda

romantica (FERRERO, 1991; MACHADO, 1992):

No tempo de Benares, cidade santa da india, sob a ciipula que marcava o centro do
mundo, existia uma bandeja de bronze com trés agulhas de diamantes, cada uma de
um palmo de altura e da grossura do corpo de uma abelha. Durante a Criagdo, Deus
colocou 64 discos de ouro puro em uma das agulhas, o maior deles imediatamente
acima da bandeja e os demais, cada vez menores, por cima. Esta torre foi chamada de
Torre de Brahma. Dia e noite os sacerdotes trocavam os discos de uma agulha para
outra, de acordo com as leis imutaveis de Brahma. Essa lei dizia que o sacerdote do
turno ndo poderia mover mais de um disco por vez, e que o disco fosse colocado na
outra agulha, de maneira que o debaixo nunca fosse menor do que o de cima. Quando
todos os 64 discos tivessem sido transferidos da agulha colocada por Deus no dia da
Criagdo para outra agulha, o mundo deixaria de existir. Dizem os sabios que o mundo
foi criado ha 4 bilhdes de anos aproximadamente e os monges, desde a criagdo, estdo
movendo os discos na razdo de 1 disco por segundo.

Para desvendar uma Torre de Hanoi de 64 discos, como diz a lenda, sdo necessarios no
minimo 18.446.744.073.709.551.615 movimentos, levando os monges durante bilhdes de anos

a completar a tarefa.

Figura 1 — Torre de Hanoi

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3. O Jogo

Constitui-se em uma base com trés pinos, na posicao vertical em relacdo a base. No pino
de uma das extremidades, ha uma sequéncia de discos de ordem crescente de didmetro, de cima
para baixo. O objetivo do jogo ¢ passar todos os discos para o terceiro pino, conseguindo
completar a transferéncia com o nimero minimo possivel de movimentos, com o detalhe de
que no momento da passagem, os discos que possuem maior didmetro, nunca fiquem sobre os
de menor didmetro. Normalmente, esse jogo encontra-se contendo trés discos, mas a quantidade
pode aumentar, tornando o grau de dificuldade mais elevado de acordo com o niimero de discos
utilizados. Para completar tal desafio, € preciso tanto do pino que est4 sendo ocupado pela torre

inicial, quanto dos que ndo estao.

A partir das informagdes dadas, temos o seguinte questionamento: Qual o numero
minimo de movimentos que precisaremos fazer para alcangar o objetivo? Se o jogo fosse
composto por apenas um disco, seria facil mové-lo, de acordo com as regras, para isso
precisariamos de apenas um movimento. Se fossem dois discos, claramente seriam necessarios
3 movimentos. O que queremos, de fato, ¢ 0 menor nimero de movimentos necessarios para
solucionar uma Torre de Handi com n discos. A ilustracdo a seguir apresenta uma possibilidade

para os 7 movimentos necessarios para resolver o jogo para n=3:

Figura 2 - Transferéncia da torre real do pino da esquerda para o pino da direita
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Fonte: http://www.realidadevirtual.com.br/cmsimple-
rv/?%26nbsp%3B_APLICA%C7%DSES: Torre de Hanoi:O Problema
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E se n=4? Vejamos: para mover 4 discos - que estdo no pino que chamaremos de pino
1 - para outro pino, precisamos liberar o disco maior didmetro, de baixo. Para tanto, precisamos
mover os 3 discos acima dele para um outro pino, que chamaremos de pino 2, o que se faz com
7 movimentos, como na figura anterior e, claro, usando também os pinos 1 e 3 quando
necessario. Uma vez instalados os 3 discos menores no pino 2, movemos o disco grande,
solitario no pino 1, para o pino solitario que chamaremos de pino 3, com apenas 1 movimento.
Finalmente, com novos 7 movimentos, movemos os 3 discos do pino 2 para o pino 3, encima
do disco grande, como no exemplo anterior e o problema estd resolvido: os discos foram
transferidos do pino 1 para o pino 3. Assim, o total de movimentos para resolver o problema de
4 discos ¢ 7+1+7=15. Observe que ndo sabemos exatamente quais sdo esses 15 movimentos,
mas sabemos que, se sdo necessdrios 7 movimentos para moverem 3 discos, entdo serdo

necessarios 15 movimentos para mover 4 discos.

E se n=5? Raciocinamos exatamente como no caso anterior: movemos os 4 discos que
estdo encima do maior para o pino 2, com 15 movimentos, depois movemos o disco grande
para o pino 3 com 1 movimento e, finalmente, movemos os 4 discos do pino 2 para o pino 3,
encima do disco grande, com 15 movimentos. Esta resolvido o jogo da Torre com 15+1+15=31
movimentos. Novamente, observamos que ndo sabemos exatamente quais sdo esses 31
movimentos, mas sabemos que, se sdo necessarios 15 movimentos para moverem 4 discos,

entdo serdo necessarios 31 movimentos para mover 5 discos.

Esses exemplos permitem concluir que se o problema com n discos se resolve com N
movimentos, entdo o problema com n+1 discos se resolve com N+1+N = 2N+1 movimentos,
pois € necessario liberar o disco maior, de baixo, sempre, com o deslocamento dos n discos
acima dele através de N movimentos. Depois, colocamos esse disco grande no pino vazio com
I movimento e, finalmente, movemos os n discos para cima desse grande com mais N
movimentos. Esses casos particulares e essa conclusdo geral, permitem que montemos a

seguinte tabela e fagamos a conjectura que dela segue:
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n = numero de discos

N = nimero minimo de movimentos
necessarios para resolver o problema da
Torre de Hanoi

1

3

7

15

31

63

127

R[N N | WL~

255

Bem, para encontrarmos a proxima linha da tabela, ¢ facil: quando n=9, entdo N serd

255.2+1=511. Mas se quisermos N quando n for 26? Chegariamos a resposta apenas depois de

termos passado por n=10, 11, 12, ..., 23, 24 e 25, um trabalho consideravel.

Seria, portanto, interessante que obtivéssemos uma féormula para N em fungdo de n, que

nos permitisse encontrar diretamente N quando n fosse 26 ou qualquer outro numero natural.

Como obter uma tal formula, se ¢ que ela existe? Comecemos analisando novamente os casos

particulares acima. Observe que se somarmos 1 aos nimeros da segunda coluna, obteriamos as

poténcias sucessivas de 2: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 e 256.

N = ntimero de discos

N = numero minimo de movimentos
necessarios parar resolver o problema da
Torre de Hanoi

1=21-1

3=22-1

7=2"-1

15=2%_1

31=2°—1

63=2°-1

127=2"-1

R (AN N || W —

255=2%_1

O que, entdo, a tabela acima representa? Esses casos nos mostram que N= 2"n -1, para

n sendo um numero natural qualquer. Portanto, podemos calcular qualquer N em funcdo de um

dado n, por exemplo, se n=12, entdo N= 2"12 -1=5095, sem passar pelon=9, 10 e 11.
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4. Metodologia

O objetivo ¢ apresentar, o jogo da Torre de Handi, um pouco de sua historia, a lenda
que a ele se refere, bem como as regras do jogo e seus recursos metodoldgicos. Este método
permite ao aluno, o descobrimento das relagdes entre as pegas e as jogadas, identificando o
conceito de func¢do e analisando graficos. Do mesmo modo, consiste na tentativa de descobrir
formulas para essas fungdes, explorando o pensamento investigativo, dedutivo e recursivo. E,
por fim, nos proporciona vdrias possibilidades de aplicagdo em sala de aula. Possivelmente,
uma aula mais criativa, com uso de novas praticas pedagdgicas, ira despertar mais o interesse
do aluno do que aquelas aulas tradicionais, baseadas no livro didatico e na resolu¢do de alguns

exercicios.

Assim, despertard nos educandos a criacdo de estratégias para mudar os discos com
menor nimero de movimentos. A procura pela compreensdo do jogo, ndo apenas pelas suas
regras implicitas, mas também pelo seu aspecto misterioso, possibilitard uma reflexdo sobre os
movimentos estabelecidos pelo jogo. Resultando no desenvolvimento do raciocinio logico e
entendimento cognitivo diante de jogos ludicos. Machado (1995) diz que:

Na pré-escola, a Torre pode ser utilizada como jogo livre, com regras simples para
separacdo de cores ou tamanhos. A partir da 4* ou da 5% série, pode-se jogar segundo

as duas regras basicas e 0 jogo possibilita uma série de exploragdes interessantes, no
caminho para a descoberta da estratégia 6tima para alcangar o fim almejado. (p.45)

Através do jogo da Torre de Handi, pode-se chegar ao Principio da Indugdo Finita,
quando se quer validar matematicamente as generalizacdes. Para Machado (1995), esse
procedimento pode ser utilizado em classes de Ensino Médio. No entanto, ¢ no Ensino Superior

que se usa o referido Principio como um método de demonstragdo de teoremas.

5. Consideracoes Finais

E perceptivel que os padrdes de ensino da matemética ndo vém alcancando o objetivo
com a mesma eficicia. E necessario buscar outros meios. O que nos leva ao uso de jogos em
sala de aula. Este método, facilitara a interagdo com a turma, tornando o ensino mais atraente ¢
instigando o aluno a discussdo, ocasionando em uma aprendizagem significativa. Com essa

forma de ensino, o aluno cria conceitos, de forma dindmica, desafiadora e motivadora.

Sdo muitos os objetivos que a utilizacdo de ferramentas ludicas pode alcancar: a

interagdo entre os companheiros de classe, as projecdes de definicdo que se constroi, o estimulo
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do raciocinio e desenvolvimento do senso critico, a disposi¢@o para aprender e descobrir coisas
novas. A Torre de Handi pode ser associada a questdes de coordenagdo motora, identificagao
de formas, ordem crescente e decrescente, entre outras. O jogo pode ser usado para o
estabelecimento de estratégias de transferéncia das pegas, como a contagem dos movimentos e
raciocinio indutivo. Iniciando com um nimero menor de pecas, ou seja, resolvendo um
problema mais simples, seguindo assim, um caminho que dara oportunidade a se experimentar

uma das mais importantes formas de raciocinio matematico.
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