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Resumo:

Este artigo ¢ um recorte do trabalho de Dissertacao de Mestrado que desenvolvemos em torno
do processo de ensino-aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral (CDI), com foco nas
Integrais Duplas (ID), onde identificamos, a partir de pesquisas desenvolvidas no GPEMAC',
a necessidade da visualizacdo de objetos matematicos no registro grafico na realizagdo de
tarefas de ID. Para contribuir com estes tipos de tarefas, propomos elaborar Projeto de
Constru¢do de Objeto Concreto (PCOC) implementados no software Cubify Invent e
materializados na impressora 3D durante a pesquisa interna. O objetivo deste artigo ¢
apresentar os resultados obtidos na pesquisa externa desenvolvida no ambito de uma
Sequéncia Didéatica utilizando um PCOC como instrumento auxiliar na realizacdo das tarefas
propostas num dispositivo experimental organizado com base na praxeologia de ID. Com
efeito, encontramos uma fundamentacdo nas Teorias Antropoldgica do Didético, nas nogdes
de registros e na Abordagem Instrumental. Os referidos resultados mostram que a utiliza¢ao
de um PCOC inverte a praxeologia de ID, contribuindo na aprendizagem de estudantes que
sdo confrontados com novo tipo de tarefas que exigem a descoberta e a utilizagdo de fungdes
ou equacdes necessarias na resolugdo dos problemas propostos.

Palavras-chave: Integrais Duplas; Impressora 3D; Ensino-Aprendizagem.

1. Introduciao

O Calculo Diferencial e Integral ¢ uma das disciplinas da drea de Matematica que esta
presente em varios cursos das Instituicdes do Ensino Superior (IES) e, as Integrais Duplas
como objeto de estudo revelam o seu habitat nesta disciplina. Alguns estudos realizados no
GPEMAC tém mostrado que muitos estudantes tém apresentado diversas dificuldades na
aprendizagem deste objeto, bem como na aplicacdo e utilizagdo de seus conceito na resolugao
de problemas que requerem a visualizacdo de superficies e de sélidos no registro grafico.

Baseados nisso, nos propomos elaborar Projeto de Construcdo de Objetos Concretos
(PCOC), visando o tratamento de tarefas que exigem a visualiza¢do no registro grafico como
estratégia de realizagdo.

Um PCOC ¢ um modelo matemadtico descritivo idealizado a partir de analise de uma

situacdo-problema, tarefa, exercicio ou um exemplo institucional que resulta em um objeto

! Grupo de Pesquisa em Ensino e Aprendizagem da Matematica em Ambiente Computacional.
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construido com materiais concretos e/ou com auxilio de um ambiente computacional de
aprendizagem (HENRIQUES, 2014, p.220).

Segundo o autor, um PCOC permite a inversdo da praxeologia usual (Henriques,
2013) de ID, colocando em pratica, a praxeologia modelada (Henriques, 2013). Assim,
acreditamos que a utilizagdo de um modelo de PCOC previamente elaborado com base na
praxeologia de ID, implementado no Cubify Invent e, materializado com uma impressora 3D
pode favorecer a investigacdo da sua operacionalidade na aprendizagem de Integrais Duplas.
Com efeito, consideramos o percurso metodoldgico proposto por Henriques (2014), nas

Pesquisas Interna e Externa” (Figura 1).
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Figura 1: Percurso metodologico do desenvolvimento e aplicagdo de PCOC
Fonte: Henriques (2014)

Neste artigo nos restringimos na Pesquisa Externa percorrendo os niveis (05), (06) e
(07), questionando-nos: Quais as vantagens e desvantagens da utilizagdo de um PCOC como
instrumento auxiliar na realizacdo de tarefas de ID que exige a visualizagdo no registro
grafico como estratégia de realizagdo? Buscando elementos tedricos para a andlise desta
questdo, nos limitamos neste artigo na vertente Praxeologica da Teoria Antropoldgica do

Didatico proposta por Chevallard (1992) que resumimos a seguir.

2. Quadro Tedrico

Henriques, Attie, Farias (2007) sublinham, que “as referéncias teodricas constituem
ferramentas necessarias no desenvolvimento de pesquisas, em particular, em Didatica da
Matematica, com o objetivo de fundamentar, compreender e interpretar os fendmenos que
emergem no processo ensino-aprendizagem”.

A Abordagem Praxeoldgica da TAD ¢ uma referéncia, que consiste em um modelo,

para analise da acdo humana institucional, descrito por quatro nogdes:

% O leitor podera encontrar os conceitos de Pesquisa Interna e Externa em Henriques (2014).
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e TAREFA: denotada por 7, consiste num tipo de tarefa
identificado na praxeologia de um objeto do saber, contendo ao
menos uma tarefa ¢.

TAREFA e TECNICA: denotada por T é uma maneira de fazer ou realizar

um tipo de tarefa 7.

TECNOLOGIA e TECNOLOGIA: representada por € ¢ um discurso racional que
tem por objetivo de justificar a técnica T, garantindo que esta

permita realizar as tarefas do tipo 7.

TEORIA L
e TEORIA: representada por @ que tem como fungéo justificar e

Figura 2: Modelo Praxeolégico tornar compreensivel uma tecnologia 6.

Fonte: Nossa organizagdo

As quatro nogdes descrevem o que Chevallard (1992) denomina de organizacio

praxeologica completa, denotada por [ s s ] e, permite a modelizagdo das praticas sociais

em geral e das atividades matematicas. Segundo Henriques (2006), “produzir, ensinar e
aprender matemadtica sdo agdes humanas institucionais que podem descrever-se conforme o
modelo praxeoldgico”. Assim, baseando-nos neste modelo, procuramos entender as técnicas e
os discursos  colocados em pratica pelos estudantes na realizacdo de tarefas T que compdem

a sequéncia didatica que organizamos com base na analise institucional em torno de ID.

3. Sequéncia Didatica (SD)

Entendendo a SD como um dos aspectos da Engenharia Didatica (Artigue, 1989),
Henriques (2001) apresenta uma SD como um esquema experimental formado por situacdes,
ou tarefas, realizadas com um determinado fim, desenvolvido por sessdes de aplicacdo a partir
de um estudo preliminar [andlise institucional] em torno de um objeto do saber e de uma
analise matematica/didatica, caracterizando os objetivos especificos de cada situacao,
problema ou tarefa [constituinte de uma praxeologia].

Para o autor, as analises matemadtica/didatica destacam as resolugdes possiveis, a
forma de controle e os resultados esperados em cada situagdo, pré-requisitos € competéncias
e, sdo partes da andlise a priori e se desenvolvem com base na praxeologia de referéncia do
objeto de estudo, no nosso caso, as Integrais Duplas. As sessdes que o autor se refere sao
modeladores de encontros na aplicagdo de uma SD, organizadas por dispositivos
experimentais contendo um numero finito de tarefas propostas ao publico investigado.
Henriques (2011) considera cinco momentos fundamentais no desenvolvimento de uma SD:
analise preliminar (analise institucional), organizacdo do dispositivo experimental, analise a
priori, aplicagdo da Sequéncia Didatica, analise a posteriori e validagao.

A nossa pesquisa percorre os cinco momentos. Contudo, neste artigo nos restringimos
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aos trés ultimos, apresentando a analise de uma das tarefas da SD, visando-se a utilizagao de
um PCOC (cf. Figura 3) construido na Pesquisa Interna com auxilio do software Cubify

Invent, ¢ materializado por prototipagem rapida na impressora CubeX DUO 3D no L@VIM’.

3.1 Dispositivo Experimental da SD

O dispositivo apresentado aos estudantes ¢ acompanhado com o modelo da Figura 3.

Figura 3: Modelo de um PCOC
A tarefa que nos referimos, extraida do dispositivo da SD aplicada aos estudantes do

curso de Engenharia de Produgdo, traz o seguinte enunciado.

t5. | Utilizar uma integral dupla para determinar o volume do sélido deste modelo.

Objetivo t5: O objetivo desta tarefa consiste na mobilizagdo de conceitos de ID que
favorecem a determinagdo do volume do sélido correspondente ao PCOC,
utilizando os resultados obtidos nas tarefas que precedem esta.

Andlise a priori de t5:
Para alcangar o objetivo de t5, podemos recorrer as estratégias de realizacao deste tipo

de tarefa, consideradas por Henriques (2011), bem como as técnicas que apresentamos no

Quadrol e do Crivo-Geométrico: “Conservacdo unica de partes de uma curva ou de uma

superficie necessaria na representacdo do objeto matematico correspondente no registro
grafico” (HENRIQUES, 2015). As referidas estratégias sdo: Analitico-algébrico que consiste
na realizacdo da tarefa sem recorrer ao registro grafico e a Grafico-geométrico que consiste na
realizagdo da tarefa recorrendo ao registro grafico com a mobilizacdo de conhecimentos
geométricos.

Quadro 1: Técnicas de realizacdo de t5 de DE

| | Representagéo da proje¢do PCOC no plano-xy no registro grafico

, | Representagdo analitica da proje¢do do PCOC no registro algebrico

3 | Identificagdo da fungédo a integrar

4 | Representagdo da integral dupla no registro algébrico em coordenadas polares

s | Aplicagdo de integrag¢do sucessiva

% no Laboratério de Visualizagdo Matematica (L@VIM) da UESC.
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A tecnologia ( )que justifica estas técnicas consiste nas defini¢oes, propriedades, e
teoremas de Integral Dupla, tendo como teoria () as Integrais Multiplas, reconhecidas

institucionalmente. Assim, esta subtarefa revela uma praxeologia completa [T, , , ]

Com base na estratégia Grafico-geométrico e na técnica | podemos recorrer a Figura

4, pois, a sua projecdo no plano-xy ¢ uma regido circular R composta de dois discos

concéntricos R; e R, conforme se mostra na Figura 5.

w Z

¥

Figura 4: Modelo de PCOC na Estratégia Figura 5: Proje¢do do PCOC no plano-xy

Fonte: Nossa produgéo (2016)
Vale salientar que R, é a proje¢do do crivo da superficie conica do PCOC sobre o

plano-xy. Sendo R; ¢ a proje¢do do crivo do plano superior do PCOC sobre o plano-xy.

Utilizando a técnica , ¢ possivel representar R; analiticamente em coordenadas cartesianas, o

que ndo ¢ evidente para R,. Assim, para simplificar os céalculos utilizamos a técnica , em
coordenadas polares. Ora, R; ¢ um disco de raio 1. Com efeito, a sua representagdo analitica

no registro algébrico pode ser dada por: R ={r, ) R/0 r 10 2}

Ao passo que, R, € um anel de raio 3-1(raio de circunferéncia externa menos raio da

circunferéncia interna), cuja representacdo analitica no registro algébrico ¢ dado por:
R={r,) RIMr 30 2}
Segue-se, portanto, que a regido R ¢ a unido de R; e R,. Ou seja:
R=R R={r) RIOr 10 2} {r) RN r30 2}

Para determinar o volume do PCOC por meio da técnica 4, € necessario

inicialmente utilizarmos a técnica 5. Ou seja, identificar a fungdo a integrar sobre cada uma

das regides que compdem R. Assim, retomando a Figura 4, e observando unicamente o
representante do PCOC, ¢ possivel ver, conforme a Figura 5, que R; ¢ de fato a projecdo do

crivo do plano de equagdo z =8, cuja fungdo correspondente a esta equagdo € f (x,y)=8,
que em coordenadas polares € dada por f(rcos ,rsen ) =8, ousimplesmente, f (- )=8,

pois neste caso f; ¢ uma fun¢do de varidveis r ¢  em coordenadas polares.
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Além disso, R, ¢ de fato a projecdo do crivo da superficie conica de equacao
z=12 4yx*+)*, cuja fun¢lo correspondente a esta equagdo ¢ f,(x,y)=12 4x*+)7,
que em coordenadas polares ¢é dada por  f(rcos ,rsen )=12 4r, ou

simplesmente £ =12 4r, pois conforme f;, a funcdo f> ¢ também de varidveis r ¢ em
coordenadas polares.

Com base nesta analise e utilizando a técnica 4, a integral dupla de uma fun¢ao f'que

consiste no calculo do volume do PCOC ¢ representada no registro algébrico como a soma da
integral da f; sobre a regido R; com a de f, sobre a regido Ry, pois tanto a f; quanto a f> €
positiva sobre as regides (dominios integracdo) correspondentes. Assim, procedendo esta

forma temos:

Vecooo = f(r, ddA= fi(r, YdA+ f,(r, )dA

R3 Rl RZ
A titulo de aplicacdo da técnica 5 procedemos tratando inicialmente a integral

referente a f; em seguida o calculo da integral referente a f> e finalmente realizamos a soma de

ambas. Assim, relativamente a f; temos:

12 1 2
fi(r, YdA= 8rd dr=16 rdr=16 % b =16 % =8 om’

R 00 0

Relativamente ao célculo da integral de f> sobre R,, temos:

32 ’ 12r* 4°
for, YdAd= (12 4ryd dr=2 (12r 4r’)dr=2 —
R, 10 1 2 3
2 3 2 3
5 12.3° 43 12.1° 4.1 5 [54 36] 6 4
2 3 2 3
=2 ? =&cm3

Assim, concluimos que o volume do PCOC resulta no calculo da integral:

12 32
f(r, YdA= 8rd dr+ (12 4ryd dr=8 +%=10; cm’

R 00 10

VPCOC =

3.2 A aplicacido da SD
A SD foi aplicada aos estudantes do curso de Engenharia de Produg¢do da UESC,
utilizando o PCOC da Figura 3. Apresentamos a seguir a andlise a posteriori da SD sobre as

praticas efetivas dos estudantes desta institui¢ao.
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3.2.1 Anélise a posteriori
O objetivo desta analise ¢ conhecermos de perto as praticas efetivas dos estudantes na
realizag@o do tipo de tarefas propostas na SD, identificar as técnicas que eles mobilizam e as

estratégias utilizadas, além de, confrontar tais praticas com a analise a priori.

Para andlise da subtarefa t5 do DE, consideramos os seguintes critérios que
elaboramos com base nos conhecimentos visados, identificados por C; onde 1 ¢ um nimero

inteiro de identifica¢do de um critério:

C;: o estudante apresenta corretamente, no registro grafico, a projecdo do PCOC no plano-xy.

C,: o estudante representa analiticamente, no registro algébrico, a projecdo do crivo (R;) do
plano superior do PCOC no plano-xy.

C;: o estudante apresenta analiticamente, no registro algébrico, a projecdo do crivo (R;) da
superficie conica do PCOC no plano-xy.

C4: o estudante identifica corretamente a fungdo a integrar sobre a regido R;.

Cs: o estudante identifica corretamente a fungdo a integrar sobre a regido R,.

Cs: o estudante utiliza uma integral dupla, no registro algébrico, em coordenadas polares ( 4 )
como soma da integral das fun¢des identificadas em C,4 e em Cs.

C7: o estudante utiliza uma integral dupla, no registro algébrico, em coordenadas polares ( 4)
como diferenca de duas integrais de fun¢des ndo esperadas sobre R; e a R,.

Cs: o estudante estabelece a integral esperada e determina o volume do PCOC.

Cy: 0 estudante estabelece uma integral ndo esperada e ndo encontra o volume do PCOC.

Com base nestes critérios, apresentamos na Tabela 1, os dados brutos obtidos na

leitura das praticas efetivas dos estudantes em torno da realizacao de t5 de T1.

Tabela 1 - Dados obtidos na realizagdo da subtarefa t5 de T1 do PCOC

Q.M.P.E Quantidades de Manuscritos das Praticas Efetivas analisadas.
% Praticas Efetivas em porcentagem
Fonte: Dados da pesquisa (2016)

Observando a Tabela 1, podemos perceber que cerca de 50% dos 10 estudantes
apresenta corretamente, no registro grafico, a projecdo do PCOC no plano-xy para tentar
determinar o volume do PCOC, enquadrando-se assim no critério C;. Podemos, com este
resultado, inferir que estes estudantes tém uma percepcao visual da geometria do PCOC que
eles tiveram acesso e manipulagdo. Além destes observamos também que 50% dos 10
estudantes fornece a representag@o analitica, no registro algébrico, da projecao do crivo (R;)

do plano superior do PCOC no plano-xy, enquadrando-se assim no critério C,. A titulo de
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ilustracao destes resultados, apresentamos no Quadro 2 alguns recortes dos manuscritos destes

estudantes.

Quadro 2: Recortes dos Manuscritos dos estudantes que se enquadram no critério C,

Recorte do manuscrito de E;

Recorte do manuscrito de E,

Recorte do manuscrito de E;

Recorte do manuscrito de E4

Recorte do manuscrito de Es
Fonte: Dados da pesquisa (2016)
Os dados brutos revelam ainda que os critérios de C3 a Cg, ndo foram contemplados

nas praticas institucionais dos estudantes envolvidos na pesquisa. Com isso se mostra que: 0s
estudantes ndo chegam a identificar corretamente a fun¢do a integrar sobre a regido R; e Ry, e

consequentemente, ndo conseguem utilizar a integral dupla, como soma das integrais de

funcdes esperadas. Isto ¢, as técnicas 3, 4 e 5ndo sdo mobilizadas pelos estudantes.

Nas suas praticas, eles recorreram a estratégia de reproducdo do modelo PCOC,
fornecido a mao livre, como representante de um cone truncado no espago tridimensional e a
estratégia de prolongamento do crivo da superficie lateral deste modelo em busca do vértice
do cone correspondente, obtendo, assim, um modelo cuja base coincide com a do PCOC. O
objetivo deles ¢ visualizar dois cones por semelhanga, sendo um cone menor (Cy,) € um cone
maior (Cy), ambos com o mesmo vértice. Sublinhamos que a estratégia de prolongamento,
ndo foi prevista na analise a priori. Contudo, esta ¢ viavel, se for utilizada convenientemente,
0 que ndo acontece nas praticas institucionais destes estudantes. A titulo de ilustracao
apresentamos na Figura 6(a), um recorte do manuscrito de um destes estudantes que se

enquadra no critério Cg e que reproduzimos na Figura 6(b).

(a) Recorte do manuscrito do estudante E, (b) Reprodugao da pratica do estudante E4

Figura 6: Recorte do manuscrito do estudante E, para t5 do PCOC
Fonte: Dados da pesquisa (2016)
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Com base nesta estratégia verificamos que os estudantes inicialmente estabelecem
duas integrais duplas, considerando a semelhanca do Cone menor (C,,) com o Cone Maior
(Cm). A primeira integral € estabelecida a partir da representagdo analitica da base do cone
correspondente, assim como a segunda, utilizando as funcdes identificadas de forma
equivocada, no sentido de que ndo mobilizam nenhuma técnica capaz de lhes favorecer a
obtencdo do valor da varidvel ¢ que multiplica a raiz quadrada na expressdo da fungdo a
integrar, conforme destacado na andlise a priori. Com auséncia desta técnica (determinagao
da varidvel c a partir da equagdo geral de um cone), as integrais que eles apresentam, nao
correspondem com os resultados esperados, apresentados na andlise a priori. Para ilustrar as

suas praticas, apresentamos no Quadro 3 o recorte do manuscrito deste estudante.

Quadro 3:Recorte do manuscrito do estudante E,4

Fonte: Dados as pesquisa (2016)

Como se pode notar, o estudante E4 estabelece uma integral corretamente, procede
com os célculos de forma correta, contudo ndo alcanga o resultado esperado, pelo fato de nao
mobilizar os conhecimentos necessarios para identificar as fungdes a integrar sobre os
respectivos dominios, de forma correta.

Insistimos, entdo a inferir que estes estudantes mostram certas competéncias sobre o

calculo de integrais duplas, com base nas praticas institucionais em torno da praxeologia deste
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objeto de estudo (ID). Contudo, apresentam dificuldades que se manifestam na auséncia de
conhecimentos suficientes sobre a praxeologia de fungdes de duas varidveis e seus dominios,
da Geometria Analitica e da GEOESPACO que se constituem em uma das ecologias que
alimentam a praxeologia de integrais duplas (ID).

Além da estratégia de prolongamento do crivo da superficie lateral do PCOC,
encontramos a estratégia de reproducdo e visualizacdo dos planos cujos crivos compdem as
bases (superior e inferior) do modelo do PCOC. Na Figura 7 apresenta-se um recorte de

manuscritos dos estudantes que utilizaram esta estratégia.

Recorte do manuscrito de Eg Recorte do manuscrito de E-

Figura 7: Recorte dos manuscritos dos estudantes Eq ¢ E; referente a t5
Fonte: Dados da Pesquisa (2016)

Para favorecer uma visualizagdo agradavel, reproduzimos na Figura 8, os recortes dos

manuscritos dos dois estudantes apontados na Figura 7.

Figura 8: Reproducdo da pratica dos Estudantes E¢ e E;

Fonte: Dados da Pesquisa (2016)

Apoiados nesta estratégia os estudantes fornecem a representacdo analitica da base
maior que em seguida ¢ utilizada para estabelecer a integral dupla de uma fun¢do de duas
variaveis em coordenadas polares, que conforme a pratica do estudante E, também nao revela
a fun¢do esperada. Consequentemente o procedimento de calculos ou tratamento da integral

mobilizado, pelos estudantes conduz a um resultado que ndo corresponde ao esperado.

4. Consideracoes Finais

Com base na andlise que acabamos de apresentar, podemos concluir que existem

algumas vantagens na utilizacdo do modelo de PCOC como instrumento auxiliar na realizagao

ISSN 2178-034X

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica



b =] Educacdo Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades

/

=N S@o Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016 \i\*\\

: i : A
Socedade. COMUNICAGAO CIENTIFICA W

Educagao Encontro Nacional de Educagéo Matematica
Matematica

das tarefas propostas no DE. Dentre elas, destacamos as seguintes: manipulando o modelo, o
estudante ndo tem mais a preocupagdo de imaginar como 0 objeto em jogo se comporta no
espago tridimensional, ou seja, encontrar a representagcdo o objeto no registro grafico a partir
das equagdes geralmente fornecidas; com a possibilidade de manipular o modelo o estudante
visualizar os crivos das superficies envolvidas no problema; com o PCOC em maos torna-se
facil a reproducao do solido correspondente no espago tridimensional utilizando as técnicas de
representacdo no ambiente papel/lapis; o material concreto como o PCOC contribui na
visualizacao global da tarefa; a possibilidade de utilizar os conceitos de Geometria Analitica e
de Geometria Espacial para realizar as tarefas propostas.

Além das vantagens, destacamos também as seguintes desvantagens: a necessidade do
estudante dominar os conceitos e propriedades da Geometria Analitica para determinar as
equacdes de superficies cujos crivos delimitam o modelo do PCOC, caso contrario, a
realizagdo correta das tarefas subsequentes torna-se inviavel.

Acreditamos, contudo que a utilizagdo de um modelo PCOC como instrumento
auxiliar no processo heuristico de resolugdo de um problema de Integrais Duplas que requer a
visualizagdo correspondente, no registro grafico, contribui de forma significativa neste
processo, pois os estudantes tém uma visdo ampla do problema neste registro. Todavia, esta
visualizacdo ndo ¢ suficiente, ao passo que deve-se mobilizar os demais conhecimentos que

alimentam a praxeologia do célculo de volume por integrais duplas.
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