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Resumo:

Este artigo apresenta uma abordagem historica epistemoldgica, com base nos trabalhos de
Euler e Gauss, envolvendo o conceito de Grupos, que analisamos sob a luz das ideias de
Bachelard (1995, 2005), a respeito do conhecimento cientifico, ¢ Anna Sfard (1991), a qual
argumenta que qualquer conteudo matematico possui dois aspectos: o operacional e o
estrutural; destacando a existéncia de etapas tais como interioriza¢do, condensagdo e
reificagdo no processo de constru¢cdo do conceito de Grupos, com intuito de promover uma
aprendizagem significativa e contextualizada deste conceito.

Palavras-Chave: educacdo matematica; conceito de grupos; constru¢do do conceito,
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1. Introduciao

Acreditamos, em acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998),
que o professor ao apresentar a seus estudantes as motivagdes para o surgimento da
matematica, as necessidades e problemas de diferentes povos, em diferentes épocas, permite
que estes estudantes desenvolvam atitudes e valores significativos para a aprendizagem do

conhecimento matematico.

Para Brandemberg (2010), um maior conhecimento sobre a origem e o
desenvolvimento das estruturas algébricas colabora para o ensino da Algebra em especial nos
cursos de Licenciatura em Matemadtica. Assim, uma andlise histdrico-epistemologica de
estruturas algébricas pode contribuir e ser um elemento motivador da aprendizagem, bem
como mudar as perspectivas, quando se tem o primeiro contato com esses conceitos. Segundo
Bachelard (1995), a producdao do conhecimento matematico se d4 por meio de uma
perspectiva historica de forma ndo linear e ndo previsivel contrariando a forma estatica como

os conceitos sdo apresentados na maioria dos livros, assim, a realizacdo de estudos criticos
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destas produgdes pode ser significativa para entender os caminhos que levam a construgao

deste conhecimento.

Desta forma, neste trabalho, apresentamos alguns aportes historicos e tedricos a
respeito do conceito de Grupos, o qual € evidenciado em varios momentos nao s6 do curso de
Matematica (Ensino Superior), mas também da Educagdo Bésica, pois os professores, ao
trabalharem com os conjuntos numéricos, matrizes e suas operagdes, ou com permutacdes,

estdo intuitivamente/inconscientemente trabalhando com Grupos.

2. Abordagem tedrica das concepcoes de Sfard e Bachelard na teoria de Grupos

Livros didaticos que abordam o conceito de Grupos, em sua maioria, apresentam esse
contetido de forma estatica, ou seja, sem relaciond-lo com outros topicos € em momento
algum fazem referéncia aos aspectos historicos deste. Apresentam-no como um objeto e nao
como um processo, como diria Sfard (1991), que argumenta que as nogdes abstratas podem
ser classificadas como: estruturais (como um objeto) ou operacionais (COmo um processo).
Na concepgao estrutural, um conceito matematico ¢ concebido a partir do momento em que o
estudante comega a tratar este conceito como um objeto, olhando-o como um todo sem se
prender a detalhes. J4 a concepcdo operacional ocorre na execugdo do conceito, ou seja, ¢
vista como um processo. Pode-se inferir que a concepgao estrutural € estatica, instantanea e

integradora e a operacional ¢ dindmica, sequencial e detalhada.

Sob uma perspectiva historica Sfard (1991) afirma:

Parece, portanto, que a abordagem estrutural deve ser considerada como o estagio
mais avangado de desenvolvimento do conceito. Em outras palavras, temos boas
razdes para esperar que no processo de formagdo de conceitos, concepgdes
operacionais precedem a estrutural (SFARD, 1991, p.10, traducdo nossa).

Ainda na mesma perspectiva, Dreyfus (1991) argumenta que estes processos sao
importantes para o avango do pensamento matematico, pois € por meio destes que se pode

fazer vérias conexdes, como descobertas, intui¢des, verificagdes, provas, defini¢cdes e outros.

Sendo assim, entendemos que a definicdo de Grupos seria estrutural, pois se apresenta
estatica e instantdnea e a concepcao operacional aparece no desenvolvimento desse conceito,
advindo da busca de solucdes para equagdes algébricas, de permutagdes e de trabalhos com

conjuntos numéricos. Neste sentido, Sfard (1991) afirma ainda que:
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As representagdes algébricas podem ser facilmente interpretadas de ambas as
maneiras: podem ser explicadas operacionalmente, como uma descrigdo concisa de
alguns calculos, ou estruturalmente, como uma relagdo estatica entre duas
magnitudes. (SFARD, 1991, p.6, tradugdo nossa).

Nesta perspectiva, o conceito de Grupos pode apresentar essas duas concepcdes. Por
exemplo, na atividade de verificar se o conjunto dos niimeros reais munido da operacdo x*y
= x+y — 7, ¢ um grupo, pode-se interpretar a operagdo dada como uma identidade entre duas
magnitudes (estrutural), mas também pode-se entender como um comando (computacional)

necessario para executar operagdes (operacional).

Stard (1991) afirma que as concepgdes estrutural e operacional podem ser percebidas
no desenvolvimento historico do conceito, e ainda argumenta que a concepg¢do operacional,
em muitos casos, ocorre antes da estrutural, sendo que a historia apresenta algumas situagdes

em que se percebe tal evento.

A mesma autora acredita que alguns destes desenvolvimentos histdricos se deram em
um processo ciclico, e que a cada ciclo surgia algo novo. Da mesma forma, segundo registros
historicos, deu-se o desenvolvimento do conceito de Grupos, ou seja, da atividade de se

resolver equacgdes algébricas cada vez mais complexas.

Assim como Sfard, Bachelard propde que a construcao do conhecimento ndo ¢ linear e
tampouco previsivel, dedutivel de uma légica interna de funcionamento, remetendo que o
processo histdrico constitui-se como um elo fundamental entre o conhecimento antigo e o
novo. Esse processo ciclico ndo linear pode evidenciar alteragdes do operacional para
estrutural, e ainda contribuir para identificarmos em que momento histérico se deu esta
mudanga. Isso pode ser significativo na formacao de professores, pois o futuro professor pode
entender como determinados contetdos sdo apresentados e porque sdo abordados de tal

maneira, ¢ ainda, de acordo com os parametros curriculares nacionais:

O conhecimento da historia dos conceitos matematicos precisa fazer parte da
formagdo dos professores para que tenham elementos que lhes permitam mostrar aos
alunos a Matematica como ciéncia que ndo trata de verdades eternas, infaliveis e
imutaveis, mas como ciéncia dindmica, sempre aberta a incorporacdo de novos
conhecimentos (BRASIL, 1997, p. 30).

Nesse aspecto, Sfard (1991) acredita que alguns desenvolvimentos histéricos de

conteudos matematicos se deram como:
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[...] um longa corrente de transi¢do do operacional para estrutural: e vice-versa, os
processos executados em objetos abstratos, foram convertidos e compactados ou
reificados (do latim a palavra rei — uma coisa) para se transformar em um novo tipo
de construcdo estatica e auto-suficiente. (SFARD, 1991, p.14, tradugdo nossa).

Apesar de toda esta discussdo de transicdo do operacional para o estrutural, esta pode
configurar-se lenta, tornando-se um processo dificil. No entanto, na maioria das vezes a
concepgdo operacional € a primeira que se evidencia quando do aprendizado estudantil. Desta
forma, “... o esquema que foi desenvolvido historicamente pode ser usado na descri¢do dos
processos de aprendizagem” (SFARD, 1991, p. 16), e remetendo a trabalhos de Piaget, temos

que:

[...] a abstragdo [matematica] deriva-se ndo do objeto sobre qual se atua, mas da
propria acdo. Parece-me que esta ¢ a base da abstragdo logica e matematica.
(PIAGET, 1978, p.50)

Sendo assim, podemos assegurar que um determinado contetido, em certo nivel, é

operacional, no entanto, este mesmo conceito podera ser concebido de maneira estrutural em

um nivel superior.

A partir desta discussdo ¢ que Sfard (1991) afirma existirem trés fases na formagao do
conceito, denominadas como “degraus de estruturacdo” definidos como: interiorizagdo,

condensagdo e reifica¢do. Apresentaremos uma breve explanagdo de cada uma destas fases.

Interiorizagdo € o estagio no qual o estudante adquire uma familiaridade com o novo
contetido. Os processos que sdo executados nesta fase, com os objetos matematicos, sdo de
um grau de dificuldade inferior, pois assim o novo conceito pode ser organizado de maneira

mais facil.

Condensagdo, neste estagio o estudante comega a pensar sobre o processo como um
todo, sem ficar preso a detalhes que no processo de interiorizagdo sdo importantes, ou seja, € o
momento em que ele comeca a fazer compactagdes das sequéncias de operacdes. Acreditamos
que ¢ nesta fase que nasce um conceito. Nesse momento, torna-se mais “facil” elaborar

generalizagdes, comparagdes € combinagdes com outros processos.

Reificagdo acontece no momento em que se torna possivel identificar um conceito
como um objeto, entendemos reificagdo como sendo a transformacdo de um conceito num

objeto; ¢ a partir desse momento que o estudante deixa de ver um conjunto numérico por meio
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de uma operacdo usual e suas propriedades e passa a observa-lo como uma estrutura que pode

ser aplicada em outros entes. Assim,

[...] enquanto interiorizagdo e condensagdo sdo mudangas graduais mais
quantitativas do que qualitativas, a reificagdo ¢ um salto quantico instantdneo: um
processo que se solidifica num objeto, numa estrutura estatica. Varias representacdes
do conceito se tornam semanticamente unificadas por esta construgdo abstrata,
puramente imaginaria. O novo conceito é logo separado do processo que o produziu
e comeca a formular seu significado: de ser membro de uma determinada categoria.
Em algum momento, esta categoria mais que qualquer tipo de construgdo concreta
se torna a mais nova base para sustentar a existéncia de um novo objeto. (SFARD,

1991, p.19-20, tradugdo nossa).

No caso do conceito de Grupos, identificamos as fases de interiorizagdo, condensa¢ao

e reificacdo como sendo:

Interiorizagdo ¢ a manipulacdo de objetos familiares, no caso, conjuntos numéricos,
resolucdo de equacgdes algébricas, propriedade associativa, elemento neutro e simétrico, mas

sem a obrigatoriedade de ter uma ordem estabelecida.

Condensagdo busca resolver problemas envolvendo o conceito de Grupos e suas

propriedades, mas agora respeitando a ordem de como o conceito ¢ apresentado.

Reificagdo ¢ um tratamento isolado do objeto, ou seja, ndo ha necessidade de um
exemplo, o estudante comeca a enxergar o conjunto com determinada operagdo como sendo

uma estrutura de Grupos.

Ainda sob a perspectiva historica, Sfard (1991) argumenta que em determinando
momento historico os matemadticos e filésofos estavam cientes que muitas das descrigdes
surgiram de forma intuitiva, mas que todas estas necessitavam de uma definicdo que
justificasse a sua utilizagdo. Sob o nosso entendimento estes estavam em busca de uma
reifica¢do, no entanto a autora argumenta que este ndo ¢ um processo facil de fazer, ou seja,

encontrar uma versao estrutural de um determinado conceito.

Assim como Sfard, Bachelard acredita que a formagao do conhecimento também passa
por trés fases denominadas por ele como sendo: o estado concreto, o concreto abstrato e o

abstrato.
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No estado concreto, o individuo comega a gerar as primeiras imagens e a partir disto
se iniciam as primeiras concepg¢des sobre um determinado assunto. Ja4 no estado concreto
abstrato, o individuo inicia um processo de generalizacdo de um determinado assunto e no

estado abstrato ja consegue fazer determinadas problematizagdes e a partir de suas

experiéncias, gerar novos conhecimentos.

J& nos atos que o autor denomina como obstaculos, estes fazem com que haja uma
estagnacdo e uma regressao no processo de evolugao da ciéncia. “E no amago do proprio ato
de conhecer que aparecem, por uma série de imperativo funcional, lentidoes e conflitos”

(BACHELARD, 1995, p.24).
De acordo com Kummer (1999),

[...] a teoria bachelardiana prevé que todo o saber cientifico deve ser reformulado,
pois assim a ciéncia se mostrara viva, pois se reconstroi através de retificagdes.
Quando os erros sdo corrigidos ou retificados ¢ que chegamos a verdade. (In:
Dominguini e Silva p.3).

Com esta breve apresentagdo de ambas as teorias podemos perceber que existem
algumas similaridades entre elas, Sfard comenta sobre a questdo da interiorizagdo como sendo
um primeiro contato, uma familiarizacdo com determinado contetdo, Bachelard o identifica
como sendo um estado concreto, neste caso, para ambos 0s autores seria um primeiro contato

com uma determinada teoria.

Tanto na condensacdo como no estado concreto abstrato o estudante comega
estabelecer algumas compactagdes e generalizagcdes sobre um conceito bem como construir
sequéncias de operagdes, sem se prender a determinados fatos que sdo importantes no
processo de interiorizagdo denominado por Sfard e no estado concreto, denominado por

Bachelard.

O que na reificacdo a autora denomina como a possibilidade de ver a transformagao de
um conceito em um objeto, Bachelard entende em seu estado abstrato como sendo a

construcao de uma problematizagdo e a partir desta a constru¢do de novos conhecimentos.

Nesta parte do processo pode haver algumas diferencia¢des, pois no processo de
reificacdo o conceito ja estd bem claro para o estudante e este ndo se prende a determinados
pontos, enquanto que para Bachelard este estado permite a constru¢do de novos

conhecimentos. Nesta perspectiva, também ¢ possivel inferir que existe algo em comum, pois
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para que haja a construgdo de um novo conceito existe a necessidade de que um conceito

anterior esteja bem claro, que seja como um objeto estatico.

Com base nesta breve apresentacdo de ambas as teorias e suas similaridades
discutiremos como estas concepcdes se mostraram no desenvolvimento histdrico do conceito

de Grupos.

3. Nocoes historicas e os desenvolvimentos operacional e estrutural do conceito de

Grupos nos trabalhos de Euler e Gauss

Sempre que nos referimos ao conceito de Grupos, um dos icones ¢ Evariste Galois
com seu trabalho sobre permutacdes na tentativa de resolver equacdes algébricas por radicais,
bem como Augustin Cauchy, em seus estudos notamos a importancia do conceito de Grupos

pela propria ideia do conceito; e de Arthur Cayley, com a nogdo abstrata de Grupos.

Contudo, as primeiras ideias sobre o conceito de Grupos, segundo Milies (1992),
aparecem nos trabalhos de Leonhard Euler, Karl F. Gauss, Joseph L. Lagrange e Niels H.
Abel. Nesse desenvolvimento histérico encontramos dois objetos que consideramos
fundamentais para o surgimento do conceito de Grupos, sendo um deles, segundo Milies
(1992), o Teorema de Fermat estudado na teoria dos nimeros, e o outro a resolucdo de
equacdes algébricas. Destacamos que o Teorema de Fermat foi estudado por Euler e Gauss,
enquanto a resolucdo de equagdes algébricas foi abordada por Lagrange, Cauchy, Abel e

Galois.

E neste sentido que enfatizamos os estudos de Bachelard a respeito da questdo da néo
linearidade, pois notamos que Euler e Gauss estavam preocupados com a demonstragdo do
Teorema de Fermat enquanto que Lagrange, Cauchy, Abel e Galois estavam interessados na
resolucdo de equagdes algébricas, e a partir de objetivos/interesses diferentes foi delineando-
se a teoria de Grupos. Historicamente, isso evidencia que o processo de constituicdo do

conhecimento ¢ ciclico e que ha uma transi¢ao do conceito operacional para o estrutural.

Na tentativa de demonstrar o Teorema de Fermat, Euler trabalhou com a teoria dos
nameros e, segundo Katz (1998), acredita-se que por volta de 1750, comegou a escrever o
Tractarus de numerorum doctrina (Tratado da doutrina dos nimeros). Neste trabalho, a parte

mais importante, segundo Katz (1998), esta no conceito de congruéncia médulo, Euler define
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o residuo de um niimero a por um nimero d como sendo 7 na divisdo de a por d, ou seja, a =
md + r, e nota que existem “d” possibilidades para o residuo e que estes podem ser separados

em classes de restos ou classes de congruéncia.

[...] as ideias basicas da teoria de Grupos sdo evidentes na discussdo de residuos,
desenvolvidos por Euler, de uma série em uma progressdo aritmética 0, b, 2b, ...,
Euler mostra que o médulo d e o nimero b sdo primos entre si, entdo a série contém
elementos de cada uma das d diferentes classes de residuos. Consequentemente, b
tem um “inverso” com relagdo a d, um numero p tanto que o residuo de pb ¢ igual a
1. Por outro lado, se a maioria dos divisores comuns de d e b sdo g > 1, entdo

somente em ﬂque aparece diferentes residuos tais que ndo existe inverso (KATZ,
g

1998, p. 618, tradugdo nossa).

Fica evidente que neste trabalho ha indicios do conceito de Grupos, pois seria o inicio
dos estudos das classes de restos modulo um inteiro positivo m. Além disso, na prova do
Teorema de Fermat, ¢ possivel inferir que ocorrem as trés fases citadas por Sfard (1991) e por
Bachelard (1995), pois durante o estudo do referido teorema estava sendo feita a
interioriza¢do ou estava se construindo um estado concreto; enquanto que na tentativa de
provar o teorema, acreditamos que houve o entendimento sobre o mesmo, mas ainda
necessitava-se de algum objeto mental, sendo assim estava ocorrendo a condensagdo ou
também a evolugdo para um estado concreto-abstrato. Finalmente, quando se iniciam os
estudos dos residuos nas séries aritméticas ocorre a reificacdo bem como o desenvolvimento
de um estado abstrato.

Segundo Brandemberg (2010):

[...] Euler usou o resultado em uma demonstra¢do do “pequeno Teorema de Fermat”,
essa prova era superior a uma prova anterior baseada na expansdo da série (a + b)
no sentido em que estabelece um resultado “numérico-tedrico”, a partir de um
método “numérico-tedrico”. Nesse sentido, a prova ¢ para Euler mais natural
(BRANDEMBERG, 2010, p. 56).

Assim, transfere-se de uma concepg¢do operacional, na qual aparecem todas as fases

de Sfard, a uma concepcao estrutural.

Ainda de acordo Brandemberg (2010), a teoria das poténcias residuais estava avangada
para seu tempo, aparecendo somente trés anos depois no trabalho de Gauss intitulado
Disquisitones Aritmeticae em 1801, e, segundo Milies (1992), foi parte essencial das
inovagdes contidas neste. Neste trabalho encontramos a defini¢do de congruéncia de inteiros

com respeito a um modulo m e sua notacdo, sendo esta utilizada ainda hoje.
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Gauss utilizou a mesma estrutura que Euler para separacdo de termos da sequencia a ,

1 2 . N . . .
a,a’, .., contudo, por meio da congruéncia, foi mais sucinto que Euler:

Se p é um primo que ndo divide a, e a' é a menor poténcia de a congruente com 1
moddulo p, entdo t € igual a p — 1 ou um divisor deste nimero (BRANDENBERG,
apud WUSSING, p. 57)

Gauss investigou a congruéncia x" = a mod m com (a, m) = 1, se referindo ao termo
‘a’ como sendo a n — ésima poténcia residual ou ndo residual. Provou que se (a, m) =1, entdo
existe um expoente t tal que a' = 1 mod m. Ainda demonstrou um teorema: se d ¢ um divisor
de p — 1, entdo existem exatamente ¢(d) numeros que pertencem a d.

Brandenberg (2010) complementa ainda que:

[...] isso implica em uma raiz primitiva modulo p, isto ¢, um numero g tal que g* ' =
2

1 mod p e segue independentemente da ordem, que os restos das potencias g°, g, g°,
oy @ ?sd0 1,2, .., p— 1. Assim, as poténcias de g formam um grupo abeliano
finito e ciclico. Além disso, para todo a, podemos sempre encontrar um o, tal que a
= g" mod p. Em termos de “grupos — tedricos” isso é simplesmente uma
representacdo basica de um grupo abeliano ciclico. (BRANDENBERG, 2010, p. 58)

Notemos que, com esse trabalho, Gauss apresentou as caracteristicas de Grupos, pois
temos um conjunto, uma operacdo, ¢ esta goza das propriedades de Grupos. Além disso,
apresentou a comutatividade, ou seja, construiu um Grupo abeliano e dois exemplos de

Grupos: o Grupo aditivo dos inteiros e o multiplicativo dos racionais nao nulos.

Assim, as categorias apresentadas por Sfard (1991) e por Bachelard (1995) sdo
evidenciadas no trabalho de Gauss: necessitou de um “objeto real” (no caso o residuo) e assim
temos tanto a interiorizagdo como o estado concreto, ao apresentar as ideias de congruéncia,
acreditamos que foi feita a condensag@o ou de acordo com Bachelard o desenvolvimento do

estado concreto-abstrato.

Para Katz (1998), Gauss considerava o seu trabalho tdo importante que apresentou seis

. . . o 1 . r r
diferentes provas para o teorema da reciprocidade quadratica’, nessa perspectiva, ¢ provavel
que tenha sido realizada a reificacdo, ou seja, a utilizagdo do conceito de congruéncia em

outra situa¢do que ndo era a de congruéncia.

A lei de Gauss sobre a reciprocidade quadratica fornece um algoritmo que permite se a quadrado mddulo p onde a ¢ um
inteiro € p um numero primo. |
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4. Consideragoes Finais

Texto Como podemos notar a constru¢cdo do conhecimento cientifico, e no caso deste
estudo, do conceito de Grupos, ¢ ndo linear e ocorre de forma ciclica, como defendido tanto

por Bachalerd como por Sfard e evidenciado em nossas analises.

A abordagem descontextualizada que encontramos nos livros didaticos que tratam do
assunto ndo contempla aspectos historicos essenciais que estdo por traz do conceito de
Grupos. Dessa forma a aprendizagem foca no processo estatico do conceito, ou seja, na
concepgdo estrutural. No entanto, notamos que do ponto de vista histdrico este
desenvolvimento surgiu de uma situacdo operacional, passando por todas as fases de

interiorizag¢do, condensacao e reificagcdo até chegar a um contexto estrutural.

Acreditamos que o professor ao fazer uma analise historica epistemologica do
conceito de Grupos, evidenciando os processos de interiorizagdo e condensacdo, contribui
dando significado a aprendizagem deste conteudo, permitindo assim que os estudantes

avancem nos niveis de pensamento e cheguem a uma reifica¢do do contetdo abordado.
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