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Resumo:

Este trabalho objetiva apresentar e discutir alguns aspectos ligados ao ensino do Teorema
Fundamental do Calculo (TFC), especificamente sobre o papel e a importancia do pensamento
intuitivo e visual na constru¢do do conhecimento matematico, buscando elucidar e trazer a tona
elementos essenciais para a compreensao do referido teorema. A partir dos resultados obtidos
em nossa tese de doutoramento sobre um estudo epistemologico do TFC voltado ao seu ensino,
analisaremos uma sequéncia didatica por nds elaborada evidenciando os principais conceitos
envolvidos no seu estudo. Como referencial tedrico, foram empregadas as ideias ligadas ao uso
da intui¢@o na génese e no desenvolvimento dos conceitos matematicos defendidas por Henri
Poincaré (1995), bem como a importancia da visualiza¢do no ensino do Calculo segundo David
Tall (2002). Como resultados, podemos inferir que uma abordagem que leva em consideragao
elementos predominantemente intuitivos e visuais pode colaborar em grande medida no
entendimento da esséncia do TFC.

Palavras-chave: Teorema Fundamental do Calculo; Visualizagdo; Intui¢do; Rigor.

1. Introduciao

O ensino e a aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral (CDI) vém apresentando
nos ultimos anos alguns temas e questdes norteadores que alavancaram sobremaneira o
desenvolvimento de diversas pesquisas em Educa¢do Matematica voltadas ao Ensino Superior.

Essas pesquisas sdo embasadas e justificadas pelas dificuldades e pela incompreensao
por parte dos estudantes dos conceitos basicos do CDI tais como: funcdo, limite, derivada,
integral e continuidade, dentre outros. Tais problemas ligados ao ensino e aprendizagem desses
conceitos envolvem questdes que merecem uma maior reflexdo por parte de professores e
educadores matematicos, com o intuito de procurar entender quais sdo os elementos envolvidos
nesse contexto no sentido de procurar minimizar esses problemas.

Dentre os temas abordados num curso de CDI, destacamos o Teorema Fundamental do
Célculo (TFC), que estabelece a relagdo existente entre as operagdes de derivacdo e integragao
como inversas uma da outra. Essa relacdo pode ser entendida da seguinte maneira: dada uma

funcdo continua f definida num intervalo [a, b], pode-se determinar uma fun¢ao F definida no

mesmo intervalo pela expressao F(x) = fax f(t)dt, com x€[a, b], que é derivavel e F'(x) = f(x).
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A integral fundamenta-se no céalculo do limite da soma de quantidades infinitamente
pequenas, enquanto a derivada esta ligada basicamente ao estudo de taxas de varia¢dao para

valores também infinitamente pequenos.

Pode-se efetuar uma comparaciao de que a operagdo de integragdo esta para a adigdo,
visto que apresenta em sua génese o conceito da soma de parcelas infinitamente pequenas,
assim como a derivagdo estd para a subtragdo, por tratar de problemas que envolvem taxas de
variacdo, sendo a relacdo mutua e reciproca entre essas operagdes dada por um teorema.

Portanto, a integragdo e derivagao sdo operagdes inversas uma da outra.

A génese do estudo dos problemas ligados as operacdes de integracdo e derivagao pode
ser encontrada desde o periodo da antiguidade, nos trabalhos de Arquimedes (século III a. C.),
na resolucdo do célculo de areas e do tracado de tangentes em um determinado ponto de uma
curva. Pode-se creditar em grande medida a importancia da concepc¢ao que Newton e Leibniz,
de maneira independente, tiveram de relacionar derivacdo e integragdo como processos inversos

entre si.

Todavia, de um modo geral, para os estudantes de CDI a relag@o entre as operagdes de
integracdo e derivacdo passa despercebida ou pouco compreendida. Isso ¢ evidenciado em
pesquisas na area de Educagdo Matematica voltada ao Ensino Superior, em que se observa a
incompreensdo por parte de alunos desse teorema, com o indicio da pouca exploracdo desses

elementos por parte dos professores.

Essa constatagdo ¢ enfatizada na pesquisa de Segadas Vianna (1998), por exemplo, que
investigou a compreensdo dos alunos sobre o TFC, com o objetivo de procurar identificar as
dificuldades que eles manifestaram no tocante aos conceitos envolvidos no teorema, como
continuidade de uma fun¢do, que interferem segundo a autora em sua compreensao de maneira
explicita ou implicita. Essa constatag¢do sucinta a discussao da questdo da visualizag¢do grafica

do teorema.

Thompson (1994) procurou descrever o conhecimento produzido pelos alunos nos
aspectos relacionados ao TFC por meio de um ensino experimental, assim como Carlson et al.
(2007), ao investigarem a eficiéncia dos estudantes do primeiro ano de um curso na area de
ciéncias exatas em uma universidade norte-americana sobre a compreensdo do significado do

TFC. Os autores, por meio de um ensino experimental sobre o significado e a utilizagdo do
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teorema, sugerem uma abordagem do curso de Calculo com énfase na questdo de acumulagao

e a taxa de variagdo dessa acumulacio.

Em minha pratica docente percebi que ndo somente o TFC, mas também outros temas
abordados num curso de Calculo, como limite e continuidade de uma fun¢do, ndo sdo
interpretados graficamente pelos alunos, e que essa pratica pode auxiliar sobremaneira a

compreensdo de tais assuntos.

Motivados por essas questdes, realizamos em nossa tese de doutoramento um estudo
epistemologico do TFC voltado ao seu ensino. A proposta da mesma foi desenvolver uma
sequéncia de ensino com o intuito de explorar situagdes-problema que auxiliassem na
compreensdo da relagc@o existente entre as operagdes de integragdo e derivagdo, que constitui a
esséncia do teorema. Tal intervencdo de ensino privilegiou, por meio da resolucdo de algumas
questdes propostas, a exploracdo de aspectos ligados ao raciocinio intuitivo e do pensamento

visual dos estudantes, como a elaboragao de conjecturas, hipoteses e analogias.

Neste artigo apresentaremos algumas reflexdes sobre os principais resultados
encontrados em nossa pesquisa dessa intervencdo de ensino e suas possiveis implicagdes,
procurando elucidar aspectos ligados ao ensino do Teorema Fundamental do Célculo (TFC),
bem como o papel e a importancia do pensamento intuitivo e visual na construcdo do
conhecimento matematico, buscando emergir elementos essenciais para a compreensao do

teorema.

2. Alguns elementos envolvidos no ensino do Teorema Fundamental do Calculo

O estudo do TFC engloba muitos outros assuntos a ele relacionados, tais como os
conceitos de continuidade, integrabilidade e diferenciabilidade de uma funcao.

O conceito de integral, por exemplo, traz no seu bojo a no¢do de acumulacdo ou de
somar quantidades infinitamente pequenas, assim como o conceito de derivada esté relacionado
com o calculo de variagdes dessas quantidades.

Pode-se efetuar uma comparagdo de que a operagdo de integragdo estd para a adigdo,
visto que apresenta em sua génese o conceito da soma de parcelas infinitamente pequenas,
assim como a derivagdo estd para a subtragdo, por tratar de problemas que envolvem taxas de
variagdo. Nesse sentido, pode-se conjecturar que as operagdes de integracdao e derivagdo sao

inversas entre si. Porém essa hipotese parece ndo ser tdo natural assim para os estudantes, pois
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muitas vezes a operagdo de integracdo, por exemplo, ¢ definida a priori como a inversa da
derivagdo, ndo se enfatizando a funcdo F(x) = fax f(t)dt com a nogdo de acumulagio.

Ressaltamos que no ensino do TFC seria plausivel destacar quais sdo as condi¢des que
devem ser satisfeitas para que seja estabelecida pelo teorema a relagdo em que se F(x) =
fax f(t) dt, entdo F'(x) = f(x).Para que isso seja possivel, a fun¢do f deve ser continua ¢
limitada (portanto integravel) num intervalo [a, b]; essa condi¢@o ¢ primordial para a existéncia
de uma funcgéo primitiva F definida no mesmo intervalo ¢ dada pela expressdo F(x) = fax f(t)dt,
com x€(a, b], tal que F'(x) = f(x) e, consequentemente, a diferenciabilidade da fungao F.

Além disso, alertamos que a expressao f: f(x)dx = F(b) — F(a), com F'(x) = f(x)
¢ uma consequéncia da esséncia do teorema exposta anteriormente, ou seja, da relagdo inversa
e reciproca entre as operagdes de derivacdo e integracdo e que a mesma nao deve se limitar a
uma ferramenta para se calcular integrais definidas.

Destacamos também que a compreensao do significado e a utilizagdo do TFC requer a
manipulacdo de algumas habilidades envolvidas em questdo, tais como a nog¢ao de acumulagao
e da taxa de variagcdo dessa acumulagdo, privilegiando o raciocinio intuitivo € o pensamento
visual, por meio de representagdes graficas e ndo se limitando apenas as técnicas algébricas.
Essa abordagem do teorema enaltecendo tais elementos visa também auxiliar um melhor
entendimento na notagdo e simbologia utilizadas, sobretudo no significado da expressao
F(x) = f; f(t) dt como acumulagdo de uma fungdo, e que sem divida nenhuma ¢ uma das
ideias centrais para a compreensao do teorema.

Sendo assim, apresentaremos a seguir algumas ideias sobre a importancia da intuicdo e
da visualizacdo na constru¢do do conhecimento matematico, particularmente no ensino e

aprendizagem do Célculo.

3. O papel do pensamento intuitivo e visual

Apesar de diversas concepgdes, pontos de vista e interpretagcdes, o uso da intuigdo,
imaginacdo, o raciocinio dedutivo e a visualizagdo geométrica no processo de ensino e

aprendizagem da Matematica vém sendo defendido e estudado por muitos pesquisadores.

Para o matematico e filosofo francés Henri Poincaré (1854 — 1912) a intuigdo ¢ uma
ideia ou interpretagdo antecipada daquilo que se estda procurando, constituindo-se de um

sentimento que possibilita gerar hipoteses na constitui¢do do conhecimento. O autor faz criticas
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a ciéncia concebida como absoluta e inquestionavel, e discute em suas principais obras, como

A Ciéncia e a Hipotese (1984), O Valor da Ciéncia (1995) e Ciéncia e Metodo (2004), a

importancia da intui¢do e da logica nesse processo de construgdo do conhecimento matematico.

Poincaré considerava a Matematica como uma constru¢ao mental em que os objetos sdo
elaborados; o homem tem uma intui¢ao particular que lhe permite construgdes mentais a partir
de uma percep¢ao imediata, uma intui¢do, sendo que ha uma participacdo do sujeito na

construgdo do conhecimento.

No tocante as caracteristicas do raciocinio intuitivo, o autor classifica a intui¢cdo

basicamente em dois tipos: a sensivel ou geométrica € a intuicdo ao numero puro.

A intuigdo sensivel ou geométrica estd ligada ao apelo aos sentidos e a imaginagdo e ao
uso de representacdes geométricas, por exemplo. Esse tipo de intui¢do, segundo o autor, ndo
pode nos dar a certeza, entretanto ela possui a propriedade de instrumento da invengdo do
conhecimento matematico. Para Poincaré (1995), a intuicdo ndo se baseia apenas na imagem
geométrica, mas também fisica. A analogia fisica, segundo o autor, permite obter a solucio que
um matematico ndo poderia estabelecer pelo raciocinio dedutivo na busca de uma solugdo. A
intuicdo fisica, portanto, ndo pressente a solugdo, mas sugere o raciocinio necessario para

encontra-la.

J& para a intui¢do ao numero puro, Poincaré (1995) pondera que o numero ¢ desprovido
de qualquer caracteristica geométrica, de onde se origina a generalizacdo por inducdo e pode-
se encontrar de forma explicita nas ciéncias experimentais. Esse tipo de intuicdo apresenta a
propriedade de invencdo em menor grau, sendo o instrumento da légica formal, da

demonstragao.

O cuidado, segundo o autor, que se deve tomar reside no fato de que o uso da intuicao
pode trazer resultados inesperados, pois algumas afirmagdes podem ser consideradas
verdadeiras por uma simples ideia ou esquema mental criado na tentativa de provar tal
afirmacdo e que nem sempre condiz com a demonstragdo. Isso acaba criando um conflito
cognitivo com aquilo que se acredita intuitivamente por meio de representagdes geométricas,

ou o apelo aos sentidos e a visualizacdo para a sua demonstragao formal.

Sobre a questdo da visualizagdo observamos que a mesma esta ligada, por exemplo, com

a ideia do uso da intui¢@o e do rigor na descoberta e constru¢do do conhecimento matematico.
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Para Davis e Hersh (1989, p. 487), o intuitivo significa visual, sendo que a abordagem intuitiva
possui um correspondente no dominio das curvas e superficies visualizadas, que estd excluido

da versao rigorosa (isto €, formal ou abstrata).

A importancia do pensamento visual no ensino do Célculo e as possiveis inter-relagdes
com a intuicdo e o rigor sdo discutidas e apresentadas nos trabalhos de David Tall (2002). Para
o autor, refutar a importancia da visualiza¢do ¢ negar as raizes de muitas das mais profundas
ideias matemadticas, pois nas fases iniciais do desenvolvimento da teoria das fungdes, limite e
continuidade, o pensamento visual se tornou uma fonte essencial de ideias e que o mesmo
associado ao raciocinio intuitivo foi responsavel pela elaboracdo de muitos conceitos que
contribuiram em grande medida para diversas descobertas, assim como levou os matematicos

a resultados enganadores. Para o autor:

Ao introduzir as visualiza¢cdes adequadamente complexas de ideias matematicas, é
possivel fornecer uma visdo muito mais geral dos modos possiveis de aprender os
conceitos, fornecendo intuigdes muito mais poderosas do que através de uma
linguagem tradicional (TALL, 2002, p. 20 — tradugdo nossa).

Segundo o autor, os alunos apresentam uma compreensao tipicamente algébrica dos
principais conceitos relacionados ao TFC, pois eles se utilizam apenas de algoritmos e técnicas
memorizaveis, ¢ quando necessitam de uma interpretagdo ou visualizagdo geométrica sao
utilizados esquemas ou imagens interiorizadas pelos mesmo que nem sempre correspondem

com a defini¢do formal de um conceito.

Podemos considerar que a visualizagdo, em linhas gerais no ensino e aprendizagem do
Calculo, permite interpretar informagdes por meio da construcdo de representagdes visuais
utilizando, por exemplo, softwares dentre outros recursos didaticos. Esses elementos foram
levados em consideragdo e utilizados na elaboragdo de uma sequéncia de ensino objetivando

emergir as principais ideias ligadas ao TFC, como sera descrito a seguir.

4. Uma sequéncia de ensino do Teorema Fundamental do Calculo

Para a elaboracdo da interveng@o de ensino, a questdo que colocamos inicialmente foi:
qual situacdo-problema pode ser criada e quais conceitos devem ser explorados inicialmente

nessa situagao para auxiliar a compreensdo das relagdes presentes no TFC?
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A utilizagdo de s6lidos geométricos nos pareceu ser mais “intuitivo” para os alunos, por

isso empregou-se para a exploragdo das nogdes de acumulagdo e variagdo os conceitos de

volume e area da secdo transversal de um solido geométrico.

Deve-se refletir que as nog¢des de acumular e variar sdo consideradas “dindmicas” e ndo
estaticas, sendo que uma manipulagdo dinamica e interativa por parte dos alunos com o objeto
de estudo pode facilitar sua compreensdo. Esse fato nos fez refletir sobre a utilizagdo da
representacdo grafica para explorar os conceitos de acumulagdo e variacdo de duas grandezas,
pois acreditamos que essa representacdo nos parece mais intuitiva no estabelecimento da

relacdo existente entre as operacdes de integracdo e derivagao.

Além disso, a questdo da continuidade de uma fung¢do se revelou um elemento
importante na compreensao do TFC e, consequentemente, foi analisada nessa sequéncia a forma
como os estudantes interpretam esse conceito, assim como outros elementos tais como,
variaveis dependentes e independentes de uma relagdo ou fungdo, além da questio da

continuidade destas.

Utilizou-se nessa tarefa um software como recurso auxiliar no intuito de observar, por
meio da manipulagdo dindmica a variagdo das grandezas envolvidas adotando-se
simultaneamente dois ou mais registros de representacdo do objeto matematico como, por

exemplo, o geométrico, grafico ou o algébrico.

Sendo assim, selecionou-se o sofiware GeoGebra para a exploracao das propriedades
graficas e geométricas dos objetos matematicos, visando trabalhar com os alunos a ideia
intuitiva de variacdo e acumulagdo por meio da Geometria Dindmica, o que pode contribuir

para o aluno formular conjecturas e testar hipoteses sobre alguns resultados.

Participaram da pesquisa 14 estudantes de um curso de gradua¢do em Tecnologia de
uma faculdade publica de Sao Paulo, que cursavam a disciplina de Calculo na referida
instituicao e que ndo haviam até entdo estudado o TFC. Esses alunos responderam as questdes
propostas em duplas, que foram formadas de maneira aleatoria, para que justamente pudessem
ser observadas as discussdes geradas pelos estudantes sobre os conceitos envolvidos na

intervengdo de ensino.

Como proposta, foram entregues tarefas por escrito em que se solicitou construir o

grafico que representasse o volume de um solido em fun¢do da altura de um plano que o
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secciona, assim como o grafico da drea da sec¢do transversal obtida no s6lido em fungdo da
altura desse plano. O intuito ¢ estabelecer a relacdo entre o volume como a acumulagdo das
infinitas areas de seccdo transversal e a variagdo dessa acumulagdo, que no caso ¢ igual a area

da seccao transversal.

O sélido, denominado de S, compde-se de um cilindro circular reto cuja base se encontra
apoiado na base de um cone, sendo essas bases concéntricas, porém de raios distintos, conforme

a representacdo de seu modelo em 2D construido no software GeoGebra a seguir:
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Figura 1 — Solido S e sua representag@o geométrica em 2D no GeoGebra
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Figura 2 — Graficos Area x h ¢ Volume x h no GeoGebra

Os alunos receberam arquivos contendo as tarefas do solido no software GeoGebra, em

que os mesmos poderiam manipular de maneira dindmica as propriedades do so6lido em questao.
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A representagdo em 2D do s6lido no software ja remetia os alunos a uma intuigao e visualizagao

geométrica na compreensao das questdes propostas.

A escolha do s6lido S se deve ao fato de que a area da sec¢do varia inicialmente segundo
uma funcdo quadratica, e a seguir conforme uma func¢ao constante, e ha nesse grafico um ponto
de descontinuidade. O volume do so6lido S varia segundo uma func¢ao quadratica e a seguir por

uma fung¢do afim, com a diferenca de que o grafico nesse caso ¢ uma linha continua.

5. Algumas reflexdes sobre os resultados obtidos

Destacamos inicialmente que as duplas por meio manipulagcdo dindmica dos objetos
representados no GeoGebra da possibilitou elaborar conjecturas, hipoteses sobre a relagdo entre
a area da secdo transversal do sélido e o volume do mesmo, o que se configurou como um

rompimento dos alunos com o “ensino tradicional”.

Quanto a construgdo dos graficos, uma resolugdo inusitada foi apresentada por uma das
duplas, com relacdo a descontinuidade do grafico da area da se¢do transversal. Por considerar
o grafico uma linha continua, o grafico foi elaborado de maneira separada, para respeitar a

continuidade, conforme representacao a seguir:

e

Figura 3 — Questdo da continuidade do gréfico
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Essa resolucdo apresentada por uma das duplas nos remete a refletir sobre uma maior
abordagem por parte dos professores do conceito de continuidade de uma fun¢ao, considerada
condi¢do necessaria para o estabelecimento do TFC, no sentido de procurar abordar durante as

aulas exemplos de situagdes que envolvam essa nogao.

Sobre as questdes propostas na intervencao de ensino, as duplas deveriam de um modo
geral redigir de forma resumida uma conclusdo provisoria sobre os resultados inferidos
observando o aspecto acumulativo do volume dado pela soma de camadas “infinitamente

pequenas”, que no caso correspondem a area da se¢do transversal.

Essa conclusdo poderia ser intuida pela relacdo entre os dois graficos construidos em
que para se obter a soma das dreas em um dado intervalo bastava calcular a variacao de volume
nesse mesmo intervalo e vice-versa, € o0 volume poderia ser obtido por uma acumulagdo e a area

da se¢do transversal por uma diferenga dessa acumulagao.

Apb6s a formalizagdo de uma conclusdo proviséria esperava-se que as duplas
elaborassem uma definicdo sobre a relacdo encontrada entre a area da secdo transversal e o

volume do solido S, privilegiando-se o registro algébrico para o estabelecimento dessa relacao.

As duplas poderiam descrever que, se o volume V ¢ obtido pela soma das camadas
(13 b 2 ~ b . . A4 ~
infinitamente pequenas”, entdo um diferencial desse volume corresponderia a area da se¢ao

transversal A, ou seja:

Se V(R) = [ A(x)dx, entdo V' (h) = A(h)

Constatou-se de uma maneira geral que o uso do sofitware GeoGebra tornou-se uma
pratica pedagdgico extremamente 1til, contribuindo de maneira significativa para a exploracao
do pensamento intuitivo e visual dos estudantes possibilitando a formulagdo de conjecturas e

hipoteses, que puderam ser formalizadas numa etapa posterior.

Discutindo-se sobre a questdo da visualizagdo no ensino e aprendizagem do Calculo e
sua relagdo com a intuicdo e o rigor com o desenvolvimento ou a manifestacdo das intuigdes a
partir das exploragdes ou representagdes proporcionadas pela atividade com o GeoGebra,
diagnosticou-se que a utilizacdo deste permitiu explorar muitas situagdes, como a criagdo de

um modelo da situagdo-problema proposta em um ambiente informatizado, tornando esse

Xl Encontro Nacional de Educagao Matematica

ISSN 2178-034X



I = m i Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades

g
!
Sociedads S3o Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016 \\\\\ E N E M
Brasileira de \
acagd COMUNICAGAO CIENTIFICA \\\\N
Encontro Nacional de Educagao Matematic

modelo “concreto” e possibilitando aos alunos acessar, interagir, manipular, e que essas agdes

se tornaram as grandes responsaveis pela exploragdo das cognigdes intuitivas.
6. Consideracoes Finais

Como resultados da intervengdo de ensino, observamos em grande medida uma
mudanca significativa apresentada pelos alunos na compreensao do conceito de integral por
meio de acumulagdo, desprendendo-se da interpretagdo geométrica de integral como sindnimo
de area, e consequentemente sua relagdo com a questdo de variacdo ligada ao conceito de
derivada, fato que permite inferir que esse tipo de abordagem colabora na compreensdo da

esséncia do TFC.

Uma das principais contribui¢des da intervencao de ensino sedimentada no pensamento
intuitivo e visual que observamos foi trazer a tona algumas ideias, esquemas, conceitos
formulados pelos individuos que possam auxiliar na constru¢do dos demais, e colocar essas

ideias sempre em questionamento para que possam ser refinadas ou refutadas.

Diagnosticamos por meio da intervenc¢do de ensino realizada que a visualizacdo no
estagio inicial provou ser uma fonte fundamental na elaboracdo de ideias, conjecturas e
hipoteses. Pode-se até inferir que sem a utilizagdo do software nas tarefas nao seria possivel em
grande medida explorar tantos conceitos e ideias intuitivas no sentido de buscar o formalismo

necessario.

No ensino e aprendizagem do TFC, questdes como fungdo e continuidade podem ser o
ponto incisivo a ser trabalhado com maior énfase inicialmente em um curso de Célculo, pois

esses elementos interferem sobremaneira no entendimento do teorema.

Considera-se que a esséncia do TFC se resume justamente em relacionar a integragao e
a derivacdo como operagdes inversas entre si, € que essa relacdo mutua pode ser demonstrada

a partir do conceito de integral como uma func¢do de acumulagao em que satisfeitas as condi¢des

necessarias, se F(x) = f; f(x)dx entdo F (x) = f(x). Este trabalho propiciou perceber esse

cerne ¢ ndo ficou arraigado com o resultado de teorema f; f(x)dx = F(b) — F(a) que permite

calcular integral definida.

Procuramos por meio desse artigo levantar alguns pontos pertinentes sobre o ensino € a

aprendizagem do TFC no intuito de promover uma reflexao melhor por parte de professores e
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educadores matematicos sobre a importancia do pensamento intuitivo e visual na construcao do
conhecimento matematico, tendo como expectativas futuras a sugestdo de outros temas
matematicos, como continuidade de uma fun¢ao, por exemplo, serem abordados nos cursos de
Célculo visando o uso de um recurso computacional que possa explorar cognig¢des intuitivas e

visuais por parte dos estudantes.
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