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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo levar o aluno a justificar, intuitivamente,
a validade de férmulas para somas finitas - soma dos n primeiros niumeros
naturais, soma dos quadrados dos n primeiros nameros naturais, etc. -
utilizando as propriedades elementares de objetos geométricos. Isto €,
utilizaremos a geometria para justificar alguns resultados da algebra.

A faixa etaria a que se destinam estas atividades, € a de alunos com
cerca de 13 anos. E os pré-requisitos necessarios que estamos admitindo
como dominados s&o o calculo de areas e de volumes.

As atividades foram configuradas tendo como alicerce 0os numeros
figurados. Com isso, no inicio de cada atividade levamos o aluno a desenvolver
a visualizacao através da observacado e da montagem de configuracfes destes
nameros. E, no decorrer de cada atividade, o aluno é levado a analisar os
atributos e as caracteristicas destes nameros, para alcancar o objetivo de cada
atividade. Desta forma, pode-se afirmar que este trabalho tem como
fundamentacéo tedrica o0 modelo de van Hiele.

A seguir serdo apresentas quatro atividades. As trés primeiras justificam a
soma dos n primeiros nimeros naturais impares, a soma dos n primeiros
nameros naturais pares, e a soma dos n primeiros nimeros naturais. Para
tanto, sera utilizado folha de papel quadriculado e l4pis de cor para o
desenvolvimento destas atividades. A quarta atividade justifica a soma dos
quadrados dos n primeiros numeros naturais. Para esta atividade recorreremos
a pequenos cubos de isopor - considerando cada um como a representacao de

uma unidade de volume - para montarmos configura¢des de alguns nameros



guadrangulares espaciais e para justificarmos, intuitivamente, a formula da
soma dos quadrados dos n primeiros nimeros naturais.

Pretende-se que as trés primeiras atividades sejam realizadas pelo

aluno individualmente, devendo a terceira ser realizada em grupo.

Atividade 1: Calcular a soma dos n primeiros niUmeros naturais impares, isto

é, 1+3+5+7+..+n=n’senl &.

Observe as configuracbes dos numeros quadrangulares representados

abaixo.
0000
000 0000
o0 000 0000
® 00 000 0000
Qi Q2 Qs Qa4

Nesta atividade, indicaremos por Q, 0 n - €ésimo numero quadrangular.

Represente estas configuracdes em papel quadriculado, utilizando lapis
de cor. Agora, registre, na Tabela 1 o nimero de "quadradinhos”, utilizados em
cada configuracdo. Este numero é o valor do numero quadrangular
correspondente a cada configuracdo e, também, o valor da area de cada
configuracdo montada.

Oops!! Tem uma coisa interessante acontecendo? Observe a Tabela 1:
a area da configuracdo do 2° nimero quadrangular, por exemplo, e o seu valor;
0 que est4 ocorrendo? O fato que esta ocorrendo, no caso para o 2° nimero
guadrangular, ocorre para todos os demais niumeros quadrangulares que estédo
preenchidos na tabela?

Matou as charadas? Ent&o, essa tarefa vai ser moleza!. Registre na
Tabela 1 a area da configuracdo e o valor do 5° 6° e 8° numeros
guadrangulares.

Agora, numa folha de papel quadriculado, pinte um quadradinho. Este
quadradinho representara a configuracéo do 1" nimero quadrangular. Partindo
deste quadradinho, ja pintado, quantos quadradinhos precisara pintar (para

tanto, utilize uma cor diferente da anterior), para montar a configuracdo do 2’



ndmero quadrangular? Na coluna Soma da Tabela 1, registre 0o 2° nimero
quadrangular como a soma do 1° nimero quadrangular mais o nimero de
guadradinhos que precisa pintar para obter a configuracao deste.

Agora, partindo da configuracdo do 2° nimero quadrangular, que obteve,
guantos quadradinhos precisara pintar (utilize uma cor diferente das anteriores)
para montar a configuracdo do 3’ nimero quadrangular? Registre na Tabela 1,
na coluna Soma, o 3° nimero quadrangular como a soma do 2° ndmero
guadrangular mais o nimero de quadradinhos que precisa pintar para obter a
configuracdo dele. Vocé ja obteve o 2° nimero quadrangular como uma soma,
entdo, escreva o 3° nimero quadrangular como uma soma de trés ndmeros,
registrando-o na Tabela 1, no campo Soma.

Faca 0 mesmo que foi feito para o 3° nimero quadrangular com o 4°
namero quadrangular.

Tem uma coisa interessante nas somas que estamos obtendo. N&o
percebeu, ainda? Entdo, me responda: 0s niUmeros naturais que esta somando
para obter os nUmeros quadrangulares sédo pares ou sdo impares?

Matou a charada? Entdo, agora, escreva o 5, 6 e 8 numeros
guadrangulares como uma soma.

E agora? Serda que Qu;:=121=11*> é igual a soma
1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+217?

Tabela 1
NUmeros Valor do Area da Soma
Quadrangulares namero configuracéo
Quadrangular

Q1 1

Q2

Qs

Q4

Qs 25

Qs 36

Q; 49 7° 36+13=1+3+5+7+9+11+13

Qs

Qo 81 9° 64+17=1+3+5+7+9+11+13+15+17

Q1o 100 10° 81+19=1+3+5+7+9+11+13+15+17+

19




Vocé deve ter observado que cada numero quadrangular resulta de se
elevar ao quadrado um numero natural e que, por isso, representa a area de
uma figura plana quadrada. E, que estes podem ser escritos como uma soma
de nimeros naturais impares.

Entdo saiba que a soma dos n primeiros niameros naturais impares é

igual ao n - ésimo nlmero quadrangular, isto é, 1+3+5+7+...+n = n?

Atividade 2 : Calcular a soma dos n primeiros nmeros naturais pares, isto é

verificar que, 2+4+6+8+...+n =n (n+1),senl &.

Nesta atividade, R, € 0 n - ésimo namero retangular e a soma desejada
€ obtida de modo parecido de como foi obtida a soma da atividade anterior, a
diferenca é que agora trabalhamos com o0s numeros retangulares

(configuracdes mostradas abaixo) ao invés dos numeros quadrangulares.

Assim, para evitar algo repetitivo, deixamos a cargo do leitor o
detalhamento dessa atividade. Apresentamos a tabela que devera ser

considerada.

Tabela 2
NUmeros Valor do Area da Soma
Retangulares namero configuracéo
retangular
Ry 2
R2
Rs
R4
Rs 30
Rs 42
R7 56 7.8 42+14=2+4+6+8+10+12+14
Rs
Ro 90 9.10 72+18=2+4+6+8+10+12+14+16+18
R1o 110 10.11 90+20=2+4+6+8+...+20




Atividade 3 : Calcular a soma dos n primeiros numeros naturais, isto é,
1+2+3+...+n =n(n+1)/2.,senl .

Nesta atividade entenda-se por justapor as figuras planas em forma de
guadrado como organiza-las contiguamente, de modo que possuam um lado
todo em comum.

Nesta atividade, T, € 0 n - €simo numero retangular.

Observe as configuragcdes dos numeros triangulares representados

abaixo.
o
([ ) o0
o o0 000
o 00 000 0000
T T» T3 Ta

Represente estas configuracbes em papel quadriculado, utilizando lapis
de cor. Feito isso, registre na Tabela 3 o valor (nimero de "quadradinhos",
utilizados em cada configuracédo) desses numeros triangulares.

Ainda na folha de papel quadriculado, pinte um quadradinho. Este
quadradinho representara a configuracdo do 1° nimero triangular. Partindo
deste quadradinho, ja pintado, quantos quadradinhos vocé precisara pintar
(para tanto, utilize uma cor diferente da anterior), para montar a configuracéo
do 2° ntimero triangular? Na coluna Soma da Tabela 3, registre o 2" nimero
triangular como a soma do 1° namero triangular mais o ndmero de
guadradinhos que vocé precisa pintar para obter a configuracdo deste.

Agora, partindo da configuracdo do 2’ ntmero triangular, que obteve,
guantos quadradinhos vocé precisara pintar (utilize uma cor diferente das
anteriores) para montar a configuracdo do 3’ numero triangular? Vamos
registrar na Tabela 3, na coluna Soma, o 3° nimero triangular como a soma do
2" nimero triangular mais o nimero de quadradinhos que vocé precisa pintar
para obter a configuracdo dele. Escreva o 3" niimero triangular como uma soma
de trés numeros, registrando-o na Tabela 3, no campo Soma, O.K.?

Agora, escreva o 4 numero triangular, também, como uma soma.

Atencéao!!! Nao esqueca de fazer o registro na Tabela 3.



Agora, escreva o 5,6 e 8 nimeros triangulares como uma soma.

Acabo-se o 1" estagio.

Agora, monte as 4 primeiras configura¢cées dos numeros retangulares e
triangulares com as figuras planas em forma de quadrado. Oops!!! O que o0s
numeros retangulares estdo fazendo aqui? Eles tém alguma relagcdo com os
nameros triangulares?

Sobreponha a configuracéo do 1° nimero triangular na configuracéo do
1" ntmero retangular, a configuracéo do 2" nimero triangular na configuracao
do 2" nimero retangular e assim sucessivamente. Para facilitar use figuras
planas em forma de quadrado para montar as configuracdes dos numeros
triangulares de cor diferente das utilizadas para montar as configuragcées dos
nameros retangulares. Ha uma relacdo entre as areas das configuracdoes dos
nameros retangulares e as dos numeros triangulares. Que relagéo € essa?

Vocé descobriu a relacdo entre numero triangular e retangular, certo?
Entdo, agora, registre na Tabela 3 a area da configuracdo dos 4 primeiros
nameros triangulares. Feito isso, registre na Tabela 3 a area da configuracao
do 5, 6 e 8 numeros triangulares assim como, o valor de cada um deles.

Agora, observe a nossa Tabela 3. Observe a &area da configuracdo do 2°
namero triangular, por exemplo, e 0 seu valor o que vocé observa? O fato que
vocé observa para o 2° ndmero triangular ocorre para todos os demais nimeros
triangulares?

E agora? Serd que T1;=66=11.12/2 €& igual a soma
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+117



Tabela 3

NUmeros Valor do Area da Soma
Triangulares namero configuracéo
triangular
T, 1
T2
T3
Ty
Ts 15
Te 21
T, 28 7.y 21+7=1+2+3+4+5+6+7
2
Ts
To 45 91% 36+9=1+2+3+4+5+6+7+8+9
T10 55 45+10=1+2+3+...+10

101%

Vocé ja deve ter concluido a atividade, né? Entdo saiba que a soma dos

n primeiros numeros naturais é igual ao n - ésimo ndamero triangular, isto é,
1+2+3+4+...+n = n(n+1)/2.

Atividade 4: Mostrar gue a soma dos quadrados dos n primeiros numeros
naturais é 1%+2%+3%+...+n° = n(n+1)(2n+1)/6.

Nesta atividade, QE, é o n - ésimo numero retangular.

Observe as configura¢cdes dos numeros quadrangulares espaciais.

- LD

QE:

QE:

QEs




Com os cubinhos de isopor, monte as configuracbes dos 5 primeiros
nameros quadrangulares espaciais, organizando os cubinhos conforme

esquema abaixo. Registre na Tabela 4 seus valores.

Partindo da configuracdo do 1° nimero quadrangular espacial, quantos
cubinhos vocé necessita para montar a configuracdo do 2° namero
quadrangular espacial? Registre na Tabela 4 o 2 nimero quadrangular
espacial como a soma do 1’ nimero quadrangular espacial mais o nimero que
obtivemos na resposta da pergunta anterior. E, partindo da configuracdo do 2°
namero quadrangular espacial, quantos cubinhos vocé necessita para montar
a configuracdo do 3° nimero quadrangular espacial? Nao esqueca de registrar
na Tabela 4 o 3° nimero quadrangular espacial como a soma do 2" nimero
guadrangular espacial mais o nimero de cubinhos que vocé utilizou para obter
o 3° nUmero quadrangular espacial. Escreva o 3’ nimero quadrangular
espacial como uma soma de trés niumeros.

Agora, escreva 0s 4° e 5° numeros quadrangulares espaciais como uma
soma. Nao esqueca de fazer o registro na Tabela 4.

Partindo da configuracdo do 5° nimero quadrangular espacial, quantos
cubinhos vocé necessita para montar a configuracdo do 6 nGmero
quadrangular espacial? Registre na Tabela 4 o 6 numero quadrangular
espacial como a soma do 5 ndmero quadrangular espacial mais o nimero de
cubinhos utilizados para obté-lo. Lembre-se que vocé pode obter o 6" nimero
guadrangular espacial como uma soma de seis numeros.

Esperal! Esperal!l Veja se vocé obteve os seguintes resultados. Vamos

la.

QE;=1 = 12
QE,=5 = 1+4 = 1%+22
QE3=14 = 5+9 = 1%+2%+3?



QE4=30 = 14+16 = 1°+2%+3%+42
QEs=55 = 30+25 = 1%+2%+3%+4%+5%
QE¢=91 = 25+36 = 1%+2%+3%+4°+5°+6°

E agora, serd que vocé é capaz de escrever o 7. nimero quadrangular
espacial como uma soma? E 0 9° ? N&o esqueca de fazer o registro na tabela
4.

Preparado? Vamos para a proxima etapa?

Monte com os cubinhos 3 configuracdes do 5 nimero quadrangular

espacial. Com essas 3 configuracdes, construa o sélido abaixo?

Dificil, ndo foi? Mas nédo acabou. A partir do solido obtido tente obter um
paralelepipedo retangulo?

Conseguiu? Eis 0 esquema de tudo o que aconteceu:

P ¢

N\

5+142

el

.h




Agora, responda: Qual a relacdo entre o volume do paralelepipedo e o
volume do sélido que representa a configuracdo do 5 numero quadrangular
espacial, sabendo que cada cubinho equivale a uma unidade de volume?

Entdo, quanto vale o volume da configuracdo do 1°, 2°, 3", 4°, 5 nimeros
guadrangulares espaciais. Registrar na Tabela 4 as nossas respostas. Qual
relacdo que h& entre o valor do numero quadrangular espacial e o volume de
sua configuragao?

Agora, registre na Tabela 4 o valor do 7° e 9" nimeros quadrangulares
espaciais assim como, o volume de suas configuragoes.

Ser& que o 10 nUmero quadrangular espacial é igual a:

ig(lo +1f40+ 1803 = 1[@o +1)2.10 +1)10]>
39 e 2(', u 6

Tabela 4
NUmeros Valor do Volume da Soma
Quadrangulares namero configuragéo
Espaciais quadrangular
Espacial
QE; 1°
QE;
QEs
QE4
QEs
QEs 91 6(6+1)(2.6+1)/6 1°4+2°+3°+4°+5°+67
QE;
QEs 204 8(8+1)(2.8+1)/6 1°+2°+3%+4°+5°+6°+7°+87
QEy

Vocé ja deve ter finalizado essa atividade, certo? Logo, vocé deve ter

percebido que 1%+2%+...+n% = %[n(n +1)n +1/2)] = n(n+1)(2n+1)/ 6.




CONCLUINDO

Esperamos que este trabalho seja uma ferramenta para motivar os
alunos a enfrentarem situacdes algébricas de uma forma mais prazerosa e que
possa tornar o ensino de Matematica mais compreensivel. Com estas
atividades buscamos mostrar que idéias geométricas podem enriquecer o
ensino de certos topicos da algebra, derrubando, assim, o mito de que
geometria e algebra sdo areas da Matematica que devem ser tratadas

separadas por ndo terem nenhum elo de ligagéo.
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