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Fundamentacéo e Justificativas

Em nossas atividades em ensino superior de matematica, nos cursos iniciais de
calculo, tivemos oportunidade de observar, por diversas vezes, os procedimentos de
alunos recém egressos do nivel médio em relacdo as conexdes entre as trés principais
representacbes de fungcBes reais de uma varidvel: graficos, tabelas e formulas.
Constatamos que, quase que invariavelmente, estes procedimentos se restringem ao

seguinte:

1. substituir valores (em geral escolhidos arbitrariamente) na expressao algébrica
de uma funcao dada;
2. marcar 0s pontos correspondentes no plano cartesiano;

3. interpolar esses pontos por meio de curvas ou segmentos de retas.

Desta forma, verifica-se que a conexao entre as trés representacfes se da

somente da seguinte forma:

formula <abela <$rafico

Neste trabalho, propomos uma série de atividades, utilizando computadores ou
calculadoras graficas, planejadas com o objetivo de “completar” o diagrama acima, isto €,
estabelecer as demais conexdes, particularmente a ligacado direta entre grafico e férmula.
Na concepcdo das atividades, destacamos inicialmente a comparacdo entre dois

aspectos fundamentais:



propriedades quantitativas: aquelas que dizem respeito aos valores de uma
funcdo em um subconjunto finito de pontos do dominio;

propriedades qualitativas: relativas a analise do comportamento de uma funcéo
globalmente no dominio, num intervalo, ou, de forma geral, num subconjunto

infinito do dominio.

Por exemplo, a existéncia de maximos e minimos de funcao seriam propriedades
qualitativas, ja os seus valores nestes pontos, propriedades quantitativas.

A estratégia empregada por alunos para tracar graficos, conforme o descrito
acima, lanca mao somente de propriedades quantitativas da funcao, isto é, de seus
valores em pontos. Da mesma forma, os algoritmos computacionais para gerar graficos
se baseiam na determinacdo de uma quantidade finita de pontos. A diferenca aqui, €
claro, esta no fato de que, como a capacidade de céalculos da maquina é imensamente
maior que a humana, os pontos gerados ficam suficientemente proximos para que se crie
a seguinte ilusdo: o que se vé na tela parece ser uma curva, quando na verdade se trata
de um conjunto discreto’.

Em contrapartida, a nocdo de infinito é inatingivel pela maquina. Portanto, as
propriedades qualitativas que um individuo pode usar para esbocar graficos ndo séo
acessiveis aos computadores. Por exemplo, do ponto de vista de um algoritmo
computacional é indiferente tracar uma pardbola ou qualquer outra curva, enquanto que
um ser humano dispde da informacéo qualitativa de que o grafico de uma funcdo € uma
parabola se e soO se esta é do segundo grau.

Essas limitacBes da maquina podem dar origem a situacdes onde a representacao
computacional ndo corresponde ao modelo matematico.

Consideremos, por exemplo, as figuras mostradas a seguir, que representam
respectivamente os graficos das funces f(x)=1/(x-1) e g(x)=1/(x-1)?, gerados pelo
aplicativo Maple, ambos no intervalo —1<x<3 e —2<y<2. Ambas as curvas admitem
assintotas verticais em x=1, no entanto somente no grafico de f a reta aparece. Na

verdade, a ocorréncia desta reta se deve a um erro computacional. O software nao

! Na verdade, a questdo aqui é ainda mais delicada, ja que h4 uma fundamental diferenca entre um ponto que aparece na
tela do computador e um ponto no sentido matematico.



detecta a descontinuidade e trata o grafico como se este fosse conexo, interpolando
pontos indiscriminadamente e gerando assim a aparente assintota vertical. O grafico de
g é tratado da mesma forma, mas a reta ndo aparece apenas por que neste caso 0S

limites laterais em x=1 sdo ambos positivos.
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A partir destas consideracdes, procuramos formular atividades nas quais sejam
confrontadas as diferengas entre os procedimentos humanos (qualitativos e quantitativos)
e o0s algoritmos computacionais (somente quantitativos) para tracado de graficos. A Unica
conexao entre as trés representacdes de funcdes possivel para a maquina é exatamente
férmula > tabela - gréfico. Assim, através deste confronto, com a eventual ocorréncia
de erros e limitacBes computacionais, buscamos chamar a atencéo para a possibilidade —
mais do que isso, a necessidade — da andlise de propriedades qualitativas e do
estabelecimento das demais conexdes.

Exemplos de Atividades

Nesta oficina, organizamos as atividades em torno de dois objetivos principais:
escolha da janela gréfica;
escolha das escalas nos eixos cartesianos.
Passemos agora a alguns exemplos de atividades integrantes da oficina. Uma
mesma curva, tracada no computador em diferentes janelas graficas, apresenta muitas
vezes aspectos inesperados. Estes aspectos sdo determinados fundamentalmente pelas

escalas dos eixos e pelas limitagcdes computacionais do software utilizado. As atividades



sdo conduzidas de forma a buscar a explicacdo matematica dessas visualizacdes
computacionais.

Esta oficina se destina principalmente a professores de ensino médio e alunos de
licenciatura em Matematica. As atividades sdo apresentadas com os aplicativos
Graphmat e Maple, no entanto foram concebidas de forma a poderem ser desenvolvidas

em qualquer software simples que trace de graficos de funcdes.

Atividade 1: Ao lado, vemos o gréfico
de f(x)=1/(x°+100), com -1<x<l e
O<y<1.

O valor maximo atingido por f & .
y=0.01, para x=0. O intervalo escolhido

para y € portanto muito maior que 0s .

valores a funcédo, logo esta se i

assemelha a uma reta horizontal muito S
préxima do eixo X.

A seguir, mudamos o intervalo de
y para 0<y<0.02. Os valores da funcéo

nao sdo mais muito menores que os do

intervalo escolhido, no entanto, o

intervalo no eixo x foi mantido. Para ﬁﬁ
valores de x entre —1 e 1, o termo x° é iz
muito pequeno, portanto os valores de y o B u;;r;g __________ N
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Atividade 2: Vemos abaixo o ramo de hipérbole y=(x*+1)*?, representado primeiramente

para —2<x<2 e 0<y<2 e, a seguir, para —100<x<100 e 0<y<100.

Para valores grandes de x, os valores de x*+1 ficam relativamente préximos a x°.
Por esta raz&o, para estes valores, podemos considerar que (x*+1)*? é aproximadamente

(x*)Y2=|x|, logo grafico se assemelha ao da funcdo médulo.

Atividade 3: As figuras abaixo representam o gréfico da funcdo, f(x)=x>+100x?, tracado

para —0.1<x<0.1 e para -1000<x<1000, respectivamente.
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Na figura da esquerda, como os valores de x sdo pequenos, a parcela x> é muito
menor que a parcela 100x% tornando-se imperceptivel a escala do computador, e o
gréfico de f fica parecido com a curva y=x°. Ja na figura da direita, o contrario ocorre: para

esses valores de x, 100x? é muito menor que x°, portanto o grafico se confunde com y=x>.



Atividade 4: Observamos aqui o grafico do polindmio f(x)=(x*-2) (5x-7).

O polinémio tem como raizes os 1 i
nimeros —2Y2, 2Y2 e 7/5. As raizes
positivas sdo portanto muito préximas, : o H“._‘ _f
diferindo apenas na casa decimal dos i
ertgsmos . ........ B S R p

A visualizacdo do grafico no I
computador da a impressdao de que
este é tangente ao eixo X, 0 que estaria IE o
associado a ocorréncia de uma raiz
mdltipla. Sabemos no entanto, da k-:h 1
expressao algébrica de f (que ja é dada .F.;;‘é :
na forma fatorada) que isto nao ocorre. ‘” "* J
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Para conseguir enxergar as duas raizes positivas simultaneamente, devemos
aproximar a janela gréfica. No caso, na segunda figura acima, vemos o mesmo gréfico
tracado para 1.3<x<1.5 e —0.001<y<0.001.

Atividade 5: Observamos abaixo o grafico da funcéo racional f(x)=(x*+1)/(x-1), tracado
primeiro numa janela grafica com valores relativamente pequenos para as variaveis e, a
seguir, num com valores grandes.

Podemos observar que, na segunda janela, a curva adquire a aparéncia de uma

parabola. Isto ocorre por que, para valores grandes de X, os termos independentes do



numerador e denominador se tornam despreziveis. Portanto, os valores de y se tornam

muito préximos a x°.
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De forma analoga, o gréafico de f(x)=(x*+1)/(x-1) fica parecido com uma cubica para

valores grandes das variaveis, como podemos observar nas figuras abaixo.
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A partir da discussdo teorica motivada por esta atividade, podemos colocar a
seguinte questao:

Consideremos uma funcéo racional na forma f(x)=p(x)/q(x), onde p e g sé&o polinémios
com coeficientes reais, com o grau de p maior que o de q. O que determina o aspecto do

gréafico de f quando visualizado em janelas com valores grandes das variaveis?



A observacao destes e de mais alguns exemplos ira sugerir que sempre vemos um
polinbmio cujo grau é diferenca entre os graus do numerador e do denominador. De fato,
se aumentamos os valores de x, todos as parcelas de graus menores vao se tornando
despreziveis em relacdo aquelas de maior grau em p e em . Neste ponto, a discusséo
deve ser conduzida para a verificagao tedrica desta conjectura.

Do algoritmo da divisdo para polindbmios, temos que existem polinbmios g e r

(quociente e resto da diviséo de p por q), sendo o grau de r menor que o de g, tais que:

pP(x) = q(x).g(x) + r(x)
Portanto:
f(x) = p(x)/a(x) = g(x) + r(x)/a(x)
Logo:
f(x)-9(x) = r(x)/q(x)

Como o grau de r € menor que o de g, temos que r(x)/q(x), e portanto a diferenca
f(x)-g(x), tendem a zero quando x tende a infinito. Por esta razdo, o grafico da fungéo
racional f(x)=p(x)/q(x) adquire o aspecto do polinbmio quociente g(x) para valores grandes
de x.

Consideramos esta atividade um bom exemplo de como uma exploracao
computacional, onde aproximagdes e limitacdes de precisdo determinam os resultados

produzidos pela maquina, pode conduzir a uma concluséo teorica.
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