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Este trabalho tem uma dupla finalidade:

a) Mostrar como é possivel desenvolver pesquisa original em nivel de Iniciacéo
Cientifica em Matematica, tanto no Bacharelado como na Licenciatura.

A originalidade numa pesquisa pode manifestar-se na elaboracdo de
conhecimentos novos ou na apresentacdo de conhecimentos velhos a partir de
novos enfoques, neste Ultimo caso com consequéncias pedagdgicas
relevantes.

b) Desenvolver, através de um exemplo concreto, uma metodologia de ensino
da matematica, em nivel de terceiro grau, baseado no raciocinio por
analogia como técnica de descoberta, visando a educacdo da intuicdo
matematica.

E bem sabido que a demonstracdo matematica, baseada no raciocinio
l6gico-dedutivo, ndo € o Unico meio de atingir o conhecimento matematico. De
fato, ela ndo é um mecanismo de descobertas.

Por outro lado, a analogia ndo € um meio de prova, mas é um fator de
invencdo e tem valor de argumento enquanto permite a formulacdo de
hipoteses.

A analogia, segundo Perelman, é uma similitude de estruturas do tipo: A
estd para B como C esta para D. E uma espécie de proporcédo, ndo entre
ndmeros sendo entre conceitos.

A parte conhecida “C esta para D” ser4 chamada de foro, enquanto que a

parte desconhecida “A esta para B” de tema.



Em situacbes andalogas aparecem termos homodlogos que permitirdo a
formulacdo de hipdteses no tema por analogia com o que acontece no foro.
Nesse trabalho foi escolhido, como exemplo ilustrativo, um problema no
ambito da trigonometria plana, mais ainda, no ambito dos fundamentos da
trigonometria.
O Problema

O problema consiste em esclarecer a relacdo de analogia que existe entre as

funcbes trigonométricas, que chamaremos de circulares, e as funcdes

hiperbdlicas, e achar para estas ultimas o sistema de nameros, 0os numeros
perplexos, correspondente aos numeros complexos do caso trigonométrico.

Em termos de tema e foro, o nosso problema consiste em:

descobrir 0 sistema de numeros que esta para as
funcdes hiperbolicas como 0s nimeros complexos
estdo para as funcdes trigonométricas circulares.

Veremos que 0 novo sistema de numeros, 0s numeros perplexos,
representam uma nova estrutura algébrica do plano, que ndo serd mais
euclidiano, onde as fun¢des hiperbdlicas constituem a sua “trigonometria”.
Portanto, a trigonometria do plano dependera de sua estrutura algébrica.

Etapas da Pesquisa

O processo da andlise e solugcdo do nosso problema tem varias etapas:

1. Adiscusséao do foro, no nosso caso, a discussdo dos numeros complexos e
sua relagcédo com as fung¢des circulares.

2. A definicdo do contexto no qual o tema serd desenvolvido, através da
explicitacdo das analogias, e a criacdo de termos homologos.

3. A descoberta por analogia de novos fenbmenos, ou novos enfoques, em
ambos os contextos analogos (por vezes, devido a acao do tema sobre o
foro, certos elementos deste sdo modificados).

4. Ageneralizagéo e a descoberta de novos casos.

Podemos caracterizar duas situacdes como analogas se elas tiverem

uma generalizagcdo comum, a qual explicara a simetria entre tema e foro.



Para Perelman, a superacao da analogia sera feita ao se mostrar que tema
e foro dependem de um principio comum, o qual podera ser concebido como
uma esséncia da qual tema e foro seriam manifestacfes. Mais ainda, € sempre
possivel que esse principio comum tenha outras manifestacbes néao
contempladas originalmente.

5. A procura de aplicacdes.

Veremos que 0S numeros perplexos permitirdo uma interpretacdo
interessante das transformacdes de Lorentz da teoria da relatividade em
Fisica.

Discussédo do Foro: Os numeros Complexos

e as Funcdes Circulares
Os Numeros Complexos
Numa reconstrucéo racional dos numeros complexos, podemos pensar que
foram criados com o intuito de dar solugdo a equagcdes como x>+ 1 =0 ou, em
geral, AX + Bx+C=0comA,B, CnGmeros reaise Al 0, guando nao as
tinham no campo real R (o fato historico é outro). Eles aparecem, segundo a
férmula de Bhaskara, na forma

X = — B/2A = i(4AC — B)™ J2A,
gquando B? - 4AC < 0, sendo i um “objeto” tal que i=-1,isto &, i é solucéo de
¢ + 1 = 0. Assim, 0S nimeros complexos sao objetos da forma z=a + ib com a
e b nimeros reais e i* = 1.
O Plano de Gauss

Um fato importante, do ponto de vista geométrico, € que os nimeros complexos
nao podem ser colocados sobre a reta numérica de forma a amplia-la.

Os numeros complexos sdo bidimensionais, isto é, s6 podem ser
colocados no plano, pois eles se comportam como pares ordenados. Vejamos:
a+ib=c+id 0 a-c=-i(b-d) 0 (@-c)’=—( -d)?* 0
(@a-c)’+(b-d?=00 a=ceb=d U0 (a,b)=(,d).

Denota-se com C o plano dos numeros complexos, o qual é chamado
também de Plano Complexo ou Plano de Gauss.
Surge uma Questéao
Sera que 0s numeros complexos permitem também encontrar as solu¢cées de
equacdes da forma AXX +Bx+C=0comA,B,C1 CeAl 0?

Para que a formula de Bhaskara possa ser aplicada nesse caso, €&

necessario que 0s numeros complexos possam ser somados subtraidos,



multiplicados e divididos, e também tenham uma raiz quadrada em C. A
condicao de ser At 0 é para garantir que se possa dividir por A, o que equivale
a multiplicar pelo inverso Al de A.

As operacdes elementares em C séao definidas da seguinte maneira:

(@a+ib)t(c+id)=(@=xc)+i(b xd)

(a +ib)(c +id) = (ac — bd) +i(ad + bc)

(a +ib)/(c +id) = (a + ib)(c +id) " onde

(c +id)™ = (c —id)/(c? + d?).

De fato, a forma de (c +id) ™ resulta de exigir que (¢ +id)(c +id)™ = 1.

E conveniente, do ponto de vista metodoldgico, definir os conceitos de
conjugado e norma de um numero complexo z = a + ib sugeridos pela forma do
seu inverso:

z*=a—ib e n(2) = |z|°=zz*=a°+b’
de modo que z ' = z*/n(z). Observa-se que z " existe se e s6 se h(z) 1 0 o qual
ocorre se e s se z1! 0. Além disso, h(z) 3 0 para todo z.
Existéncia da Raiz Quadrada
Se a + ib € um niumero complexo, entdo, uma raiz quadrada dele é um outro
complexo x + iy tal que (x + iy)’ = a + ib. Donde resulta que (x> —y?) + 2xyi = a + ib,
isto &,
X -y’ =a
e
2xy =D.

Por argumentos de geometria analitica prova-se que essas curvas
(hipérboles, se a e b forem ndo nulos) sempre tém interse¢do. Portanto,
sempre existe a raiz quadrada em C, o que implica que equacdes de grau 2 com
coeficientes complexos sempre tém solugcdo complexa.

Relacdes com a Trigonometria

Se pretendermos obter a raiz cubica de um numero complexo a + ib,
deveremos solucionar a equacao (x + iy)3 =a+ib, isto &, (x3— 3xy2) + i(3x2y — y3) =
a + ib, ou seja:

x3—3xy2=a



e
3y —y®=b.

Ndo é facil saber se esse sistema de equacbes tem solucdo para
guaisquer valores a e b, no entanto, uma observacdo importante pode ser feita:
0 membro esquerdo dessas equacoes tem a forma da expresséo do cosseno e
seno do angulo triplo. Vejamos:

cos 3q = cos® q—3cos q sen? q
e
sen 39 = 3cos? gsen q- sen® q.

Portanto, a menos de uma “normalizacdo” dos valores de a e b, existe um
angulo qtalque x=cosgey=senq.

Observa-se que as equacdes que permitem obter a raiz quadrada tem a
forma do cosseno e seno do angulo duplo. Em geral, pode-se intuir que a
obtencéo da raiz n-ésima de um numero complexo esta relacionada com as
férmulas do cosseno e seno do angulo maltiplo nq.

Forma Polar de um Numero Complexo
A discussao anterior pode ser fundamentada teoricamente a partir da discusséao
da parametrizacao da circunferéncia:
Dadoz=a+ib! 0,isto é com h(z)* 0, existe uma Unica circunferéncia centrada
na origem e de raio r = h(z)”2 passando por z. Os pontos w dessa circunferéncia
podem ser parametrizados mediante:

w =r (Cos 6 +isen 0),
sendo r’ = h(w) = h(z) e g 0 angulo de w a respeito do eixo X positivo.

Chamando de E(0) = cos 6 +i sen 6, temos as seguintes férmulas de De

Moivre:

E(0)* = E(-0) e E(0)" = E(nB) para todo n 3 0.
Observa-se, também, que h(E(q)) = 1 para qualquer g.
Forma Exponencial e Formulas de Euler
Usando noc8es de calculo diferencial e integral pode-se deduzir que dE(qg)/dqg =
iE(q), donde dE(g)/E(g)= idq, portanto, odE(q)/E(q) = idlq, isto &, In E(q) = iq + kK,
dai, E(q) = e'*¥ Finalmente, como E(0) = 1, temos que k = 0, donde E(6) = e".

Podemos expressar, entdo, qualquer nimero complexo w em forma
exponencial da seguinte maneira: _

w=re"
sendo r’ = h(w) e g o angulo de w a respeito do eixo x positivo.

Resumindo, temos e'%= cos g+isen ge e 9= cos q—isen g, donde
resultam as chamadas formulas de Euler: _ _

cosf=(e"+e™ /2 e senb=("—e™)/2i

Essas formulas permitem expressar as funcdes circulares reais cosseno
e seno em termos de numeros complexos permitindo uma grande sintese.

As Funcdes Hiperbdlicas e Explicitacdo das Analogias
As funcdes cosseno e seno hiperbdlicas sédo definidas classicamente a partir

da funcao exponencial real da seguinte maneira:



coshx=@€"+e™)/2(>0) e senhx=(€"-e7)/2

Observa-se imediatamente a analogia com as formulas de Euler para o
cosseno e seno circulares. De fato, as formulas de Euler permitem estender as
funcdes circulares reais para valores complexos da variavel independente: e” =
e’(cosy +iseny).

Assim, da comparacédo entre 0s casos circular e hiperbdlico resultam as
seguintes identidades:

cosh x =cosix e senh x =—isen ix.

A partir dai podem ser demonstradas muitas propriedades dessas
funcbes, e a seguir mostraremos algumas dessas propriedades em
comparacdo com o caso das funcbGes circulares, explicitando algumas
analogias, as quais manifestam-se apenas numa diferenca de sinal, como
veremos.

Identidade Fundamental
cos?x — [—1]sen2x =1 e cosh’x— [1]senh2x =1.
Paridade
cos (—x) =cos x e cosh (—x) = cosh x,
sen (—X) =—senx e senh (—x) =—senh x.
Formulas da Adicéo
cos (x +y)=cos xcosy + [-1]sen x senYy,
cosh (x +y) = cosh x cosh y + [1]senh x senh y;
sen (X +y)=senxcosy+cosxseny,
senh (x +y) = senh x cosh y + cosh x senh y.
Formulas do “Angulo” Duplo
COS 2X = COS® X + [—1]sen2 x e cosh 2x = cosh?x + [1]senh2 X,
sen 2x = 2sen x cos X e senh 2x = 2senh x cosh x.
Derivadas
Dcos x = [-1]sen x e Dcosh x = [1]senh X,
Dsen x =cos x e Dsenh x = cosh x.
Outras Fungdes

tanx=sen x/cos x e tanh x =senh x/cosh x;



tan (x +y) = (tanx + tany) / (1 + [-1]tan x tan y)

tanh(x +y) = (tanh x + tanh y) / (1 + [1]tanh x tanh y).
Rumo aos Numeros Perplexos
A analogia dada pelas formulas cosh x = cos ix e senh x = —isen ix parece
explicar a diferenca de sinal nas expressdes dadas acima. No entanto, as
féormulas de Euler e as definicbes das funcbes hiperbdlicas sugerem uma
analogia mais profunda: a existéncia de uma *“trigonometria” diferente da
circular euclidiana relacionada com um sistema de numeros analogo aos
complexos.

Como definir esse novo sistema de niumeros?

Sabe-se que i é a unidade imaginaria dos numeros complexos cujo
guadrado é i= —1. Essa observacao e o aparecimento de 1, ao invés de -1,
nas formulas hiperbdlicas anteriores sugere “redefinir’ o plano complexo C
tomando como unidade imaginaria um elemento j cujo quadrado seja j2 =1.0
novo plano, que chamaremos de plano perplexo ou hiperbdlico H, tem
elementos da forma z = x + jy com j2 = 1 e, portanto, a seguinte multiplicacao:

(a0 + Y1) (e +jy2) = (XX + [1]y1y2) +j(xay2 + XoYi).

Tais elementos serdo chamados de numeros perplexos. Observa-se

gue a multiplicacéo do plano complexo pode ser expressa como:

(a+iyD) (%tiy2) = (X + [-1]y1y2) + i(Xay2 + Xay1).

Plano Complexo x Plano Perplexo
A partir dai se faz um estudo do plano hiperbélico H por analogia com o plano
complexo C traduzindo diversos conceitos ou definindo o0s respectivos
homoélogos, como conjugado, (X + jy)* = X — jy, € norma, h(x + jy) = zz* = x* — y*.

Nesse estudo comparativo obtemos os seguintes resultados, dentre
outros:

1. O novo produto, em analogia com o produto complexo, é associativo,
comutativo e distributivo a respeito da soma de R%. No entanto, o produto de H
admite divisores de zero, isto €, elementos nao nulos tais que o produto com

algum outro elemento néao nulo € nulo. Por exemplo, (1 + j)(1 — j) = 0. Isso



implica que nem todo elemento ndo-nulo tem inverso, ou seja, nem sempre é
possivel dividir por um elemento néo nulo. Portanto, H ndo é um corpo, nem
mesmo um dominio de integridade.

Em H, em completa analogia com o caso de C (substituindo conjugado e
norma correspondentes), temos
2.zteminverso U h(z)! 0, nesse caso, z~ = z*/h(2).

z é divisor de zero U h(z) = 0.

Observe que h(x +jy) = 0 representa, no plano H, as duas retas diagonais
y=Xey=-x.

3. Lei do Paralelogramo:

h(z1 + 25) + h(z1 - 2) = 2(h(z) + h(z)).

4. Como no caso complexo, n(zw) = n(z) n(w). Portanto, se z é divisor de zero,
entdo, zw também o seré para qualquer w em H.

5. Do ponto de vista algébrico, como ja vimos, o plano H ndo é um corpo,
portanto, o anel de polinbmios com coeficientes em H ndo tem de ser de
fatoracdo Unica nem tem de satisfazer o teorema fundamental da Algebra.

Por outro lado, como o corpo dos numeros reais R pode ser considerado
comum tanto a Ccomo a H, podem ser estudados em ambos os planos o
comportamento dos polinbmios com coeficientes reais. De fato, observam-se
0s seguintes fenbmenos: por exemplo, o polindmio x*— 1 tem, em H, as raizes
1,-1, j e —j, no entanto, ele ndo se fatora, como seria de esperar, da seguinte
maneira (x — 1)(x + 1)(x — j)(x + j); ele admite duas fatoracdes diferentes: (x — 1)(x
t1)e (x=]Xx+]).

6. Equacdes de 1 grau ja apresentam diferencas na sua solucéo. Assim, por
exemplo, se Ax=B,com A, B 1 H, e Ateminverso, isto € h(A) * 0, entdo, a
equacdao tem solucao Unica dada por x = B/A. No entanto, se A é divisor de zero,
isto €, h(A) = 0, entdo, a equacao so tera solucdo se B for divisor de zero e,

nesse caso, tera infinitas.



Em geral, uma equacio de 2° grau da forma AX + Bx+C=0comA,B,C
reais e A1 0, admite as seguintes raizes: definindo o discriminante D = B —
4AC,

i) se D <0, entdo, a equacdo tem, em C, as duas raizes complexas conjugadas
usuais, dadas pela férmula de Bhaskara,
i) se D =0, entdo, a equacao tem uma unica raiz real dupla, como usual,
iii) se D > 0, entdo, a equacao tem as duas raizes reais distintas usuais, dadas
pela férmula de Bhaskara, mais duas raizes perplexas dadas por

X =[-B = (B*-—4AC)"q | 2A,
a que chamaremos de formula modificada de Bhaskaral!

Por exemplo, a equacao x? — 4x + 3 = 0 tem como solucbesem H: x=(4 =
2)/2=2+t1lex=@4+2)/2=24+]j,istoé,x=1,3,2+je2—].

No caso de termos uma equacéao de 2° grau cujos coeficientes A, B, e C
sdo numeros perplexos, podemos proceder da seguinte maneira: multiplicando
por A expressamos a equacao na forma

(AX)* + B(AX) + AC = 0.

As propriedades algébricas de H nos permitem, como no caso complexo,
obter Ax = [-B * (B — 4AC)"?/ 2.

Se o segundo membro € um numero perplexo, entdo, a equacao fica
reduzida a uma de 1’ grau, onde a solucéo definitiva dependera de A ser ou nao
um divisor de zero. Porém, para garantir que o segundo membro € um nimero
perplexo falta analisar a possibilidade de o termo B — 4AC ter raiz quadrada em
H.

Como no caso complexo, vejamos se a equacgao (x + jy)2 = a+ jb tem
solucdo. Isso equivale a (x2 + yz) +2xyj =a +jb, ou seja,

X +y'=a
e

2xy=b.



Do ponto de vista da geometria analitica, dependendo dos valores de a e
b, o problema consiste em encontrar a intersecdo de uma circunferéncia com
uma hipérbole, a qual nem sempre existe.

Sea<Ooua=0eb?!0,ndoh&solucdo. Se a3 0e b =0, entdo, as
solucbes sdo +0a e +jOa. Finalmente, se a> 0 e b ! 0, entdo, havera quatro,
duas ou nenhuma raiz quadrada dependendo das intersecdes possiveis.

Por exemplo, para a equacéo z°— (2 + 2))z + (3 + 2j) = 0, o discriminante é
D = -4, logo, a equacao nao tem solucdo (nem em C!!). Para a equacao 72 + (2 +
3))z+ (3+2))=0,D=1+4j, logo, como ndo ha intersecéo entre a circunferéncia
X +y2 = 1 e a hipérbole 2xy = 4, D ndo tem raiz quadrada e a equacéo dada néo
tem solucdo.

Forma Hiperbdlica de um Numero Perplexo

Em analogia com o caso complexo, podemos obter uma representacao
hiperbdlica dos numeros perplexos a partir da discussdo da parametrizacao da
hipérbole:

Dadoz=a+jb com h(z)! 0, existe uma Unica hipérbole equilatera, isto é,
cujas assintotas sao as retas diagonais, centrada na origem, de raio (vértice) r =
6h(z)61’2e passando por z.

A diferenca do caso complexo, a parametrizacdo dessa hipérbole deve
ser analisada em quatro casos, determinando quatro regides.

Casol: h(z)>0ex>0.

Nesse caso, 0s pontos w desse ramo de hipérbole podem ser
parametrizados mediante:

w =r (cosh 6 +jsenh 0),
sendo r = (“)h(w)(“)”2 = (“)h(z)f)”2 e gum “angulo” hiperbdlico cuja interpretacao
veremos depois.

Chamando de H(6) = cosh 6 +] senh 6, temos que, no caso I, w = rH(0).

Por outro lado, as seguintes férmulas de De Moivre, em analogia com o
caso complexo, sdo também validas:

H(6)* = H(-6) e H(A)" = H(no) para todo n 3 0.
Observa-se, também, que h(H(q)) = 1 para qualquer q.

Caso ll: h(z) >0ex<0.

Nesse caso, w = r(—cosh g+ j senh q) = —r(cosh q—- j senh @) = —rH(g)* =
—rH(-q), isto é, w = —rH(-0).
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Caso lll: h(z)<0ey>0.

Nesse caso, w = r(senh g +j cosh q) =jr(cosh q + j senh @) = jrH(q), isto é,
w =jrH(6).

Caso IV:h(z)<0ey<D0.

Nesse caso, w = r(senh q—j cosh q) = —r(cosh g—j senh g) =—jrH(Q)* =
—jrH(=q), isto €, w = —jrH(-0).

Forma Exponencial e Formulas de Euler

Como no caso complexo, podemos deduzir: dH(g)/dq = jH(q), donde dH(g)/H(q)=
jdg, portanto, 0dH(g)/H(q) = jalqg, isto €, In H(g) = jg + k, dai, H(q) = gla * K
Finalmente, como H(0) = 1, temos que k = 0, donde H(0) = €.

Podemos expressar, entdo, qualquer numero perplexo w em forma

exponencial da seguinte maneira: _
Regido I: w =re
Regido Il: w = —re™
Regido IIl: w = jre’
Regi&o IV: w = —jre™
Temos também: .
e'%= cosh g +jsenh ge e™=cosh g—jsenh q,
donde resultam as que chamaremos de férmulas de Euler perplexas:
cosho=€"+e™) /2 e senho=(E"-e)7/2.
Interpretacdo do “Angulo” 8 e “Rotac&o” Hiperbodlica
O angulo hiperbdlico g que aparece nas formulas de representacédo hiperbdlica
ndo € um angulo no sentido geométrico, mas adquire um significado,
concretizando uma verdadeira acdo do tema sobre o foro, através da
reinterpretacdo de um conceito para adapta-lo ao novo contexto.

No caso complexo, o angulo q pode ser reinterpretado da seguinte
maneira: se z=r(cos g+ isen g comrt 0,e Aé aareaque faz z com o eixo x
positivo dentro do circulo de raio r, entéo,

q=2A/r%

No caso perplexo temos exatamente a mesma situagdo: demonstra-se
por integracdo que o termo q que aparece na representacdo hiperbdlica de z,
com h(z)! 0, éigual a 2A /1% sendo A a area gue forma z com o eixo x positivo e
a hipérbole equilatera de raio r = éh(z)éma gual z pertence.

Uma rotagdo no plano complexo de angulo g no sentido antihorario, pode
ser expressa mediante a multiplicacdo por e". Isto é, se z € néo nulo, entéo,
rotar z por um tal angulo q significa deslocar z através da circunferéncia de
raio r = h(z)"? nesse angulo.

Isso nos permite definir, por analogia, uma rotagao hiperbolica como a
multiplicacdo por €". Portanto, se h(z) * 0, entdo, €z é um deslocamento de z ao
longo da hipérbole de raio r = dh(z)6" & qual z pertence.

) Generalizagéo
E possivel fazer uma andlise de todas as estruturas algébricas do plano

tomando como unidade imaginaria um elemento ¢ tal que = a + ebcomae b
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numeros reais fixos. Nesse caso, a partir de uma analise da existéncia de
inversos, consegue-se definir, para z = x + ey:
zZ*=(x+by)—cy e
h(z) = zz* = (x + (b/2)y)’ — Dy*
onde D = (b/2)* + a, de modo que o inverso de z, no caso de existir, tenha a
forma z™' = 2%/h(2).

Encontra-se que, a menos de isomorfismo, sO existem trés estruturas
possiveis do plano: o plano complexo, correspondendo ao caso D < 0, o plano
perplexo ou hiperbdlico, correspondendo ao caso D > 0, e um terceiro plano,
gue chamaremos de plano parabdlico (ou paraplexo?), que resultade D =0, e
para o qual pode-se tomar como unidade imaginaria um elemento k com
quadrado k?=0.

No plano parabdlico, a analogia for¢ca construir uma nova trigonometria
definindo as funcbes cosseno parabdlico e seno parabdlico da seguinte
maneira:

cospx=1 e senpx=x.

Elas resultam da seguinte argumentacdo analogica: se no plano
parabdlico devemos ter uma exponencial analoga as dos planos C e H, entéo,
ela deve satisfazer:

e =cosp x + k senp x,
portanto, chamando de f(x) = cosp x e g(x) = senp x e derivando obtemos: ke =
f(x) + kg'(x), isto &, k(f(x) + kg(x)) = f(x) + kg’(x), donde f(x) = 0 e g'(x) = f(x), dai f(x)
= ¢, e g(X) = c1X + C,o. Finalmente, como para x = 0 devemos ter e’=1, resulta que
cosp x =f(x) =1 e senp x = g(x) = x.

Para as funcdes parabolicas obtemos, dentre outras as seguintes

identidades, revelando-se uma completa analogia!:
cosp2 X — [O]senp2 x=1,
cosp (x +y) =cosp x cospy — [O]senp x senp y,
senp (X +y) = senp x cosp y + cosp X senp'y,

Dcosp x = [0O]senp x e Dsenp x = cosp X.
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Aplicacbes a Fisica
Se estendemos o plano hiperbélico a R* como os quatérnios de Hamilton
estendem o plano complexo, obtemos uma nova versdao do espaco de
Minkowski, suporte matematico da teoria da relatividade. De fato, ja em H
podemos obter uma interpretacdo das transformacdes de Lorentz que
fundamentam a teoria da relatividade de Einstein:

Se re-escrevemos o plano Hcomo {z = ct + jx / t é a variavel tempo, x é a
variavel espaco e ¢ € uma constante positiva que tem as dimensfes de uma
velocidade}, entdo, se uma particula se move ao longo do eixo X com uma
velocidade v qualquer, as transformacfes de Lorentz seguintes, a respeito dos
sistemas de coordenadas do observador e da particula,

tt=g(t+ (v/cz)x) e x¢=g(vt+Xx),
onde g= (1 — v¥c)™?, adotam a forma de uma rotacdo hiperbdlica z¢= €'z, no
plano hiperbdlico H, sendo g = arctanh (v/c).

Ja no plano parabdlico, uma rotacéo parabdlica pelo nUmero e’ onde q

=v/c, produz as transformacgdes de Galileu da mecénica classica.

E um maravilhoso ponto de contato entre Matematica e Fisical

Departamento de Matematica
Universidade Federal do Parana
Caixa Postal 19081

81531-990 Curitiba, Pr — Brasil

E-mail: jccifa@gauss.mat.ufpr.br
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