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3.0 — Introducéo

Das varias ferramentas mateméticas utilizadas em Computacdo Gréfica, a
maioria delas sdo abordadas em textos basicos; os quatérnios nao.

A Teoria dos Quatérnios nos fornece uma ferramenta poderosa que vem
sendo utilizada em varios ramos da ciéncia, em especial na Animacao
Computacional pelo fato de diminuir custos e aumentar a eficiéncia dos algoritmos.

Quatérnios, embora ndo muito conhecidos, fornece uma base forte e
fundamental para descrever orientacbes de um objeto ou de um vetor. Eles sdo
eficientes e também convenientes para resolver problemas com orientacfes,
rotacbes em Computacdo Grafica e em Animacdo Computacional.

2.0 — Historico

Quatérnios foram descobertos por Sir William Rowan Hamilton em outubro
de 1843, enquanto tentava estender o plano complexo para o0 espaco
tridimensional. Ele definiu a adicdo e a multiplicacdo dos quatérnios verificando as
propriedades associativa e comutativa da adicdo e associativa e distributiva em
relacdo a multiplicacdo, mas que néo valia a lei comutativa da multiplicagéo. Este
€, historicamente, o primeiro exemplo de uma algebra ndo comutativa que nasceu
subitamente e abriu as portas da Algebra Abstrata.

Estudos afirmam que o produto interno e o produto vetorial foram
descobertos como parte do produto de quatérnios.

Em 1845, 2 Cayley mostrou que quatérnios podiam representar orientaces.
James Clerk Maxwell, no classico “Treatise on Eletricity and Magnetism” usou a
diferenciacédo de quatérnios.

Como podemos perceber, quatérnios sdo tdo surpreendentemente velhos
guanto desconhecidos. Por dezenas de anos eles foram largamente divulgados e
requentemente utilizados, mas por alguma razao misteriosa, eles desapareceram
da histéria, sendo redescoberto had pouco tempo no mundo da Engenharia
Espacial e da Robdtica.

Shoemake em 1985, introduziu o uso de quatérnios na Computacao Grafica
com o intuito de facilitar a animacao rotacional.Ele discutiu vantagens da sua
utilizacdo na obtencdo de interpolacbes suaves de rotacbes e descreveu
algoritmos de conversdes entre matrizes, angulos de Euler e quatérnios. Desde
entdo, interpolar orientacbes vem sendo objeto de estudo de varios trabalhos
publicados



3.0 — Definigbes e Propriedades

Em geral, elementos quatérnios serdo denotados pelas letras minusculas p,
g ou r. Denotaremos o conjunto dos quatérnios por H (em homenagem a
Hamilton).

Definicdo : Sejami2 = j2 =k2 =ijk =-Lij=- ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=].
Entdo um elementoq & H é definido como sendo um elemento da seguinte forma :
q Yqdw,v] Y4w, (X, y,z)] Yaw +ix + jy +kz, w,X,y,z€ R;

ondei, j,k representa a base ortonormal do R3

3.1 - Propriedades

No conjunto dos numeros quatérnios sao preservadas todas as
propriedades dos numeros reais e a dos complexos, exceto a comutatividade na
multiplicagdo. Descreveremos a seguir, estas propriedades utilizando dois
ndmeros quatérnios q e ¢

1.0 - Igualdade: q¥%Qq 0 w=w' e v=V
2.0 - Adicéo: g+q Y4w+w'v+Vv']
3.0 - Multiplicacdo : g.q'¥dw.w'- v.v',v « V'+W.v'+W'v]

4.0 - Conjugado : q* Yaw, v]* Yw,- V]
5.0- Norma : ol = \/q.q*

6.0 - Inverso: q " =—=

3.2 - Quatérnios Unitarios
Definigéo : Seja g & H. Se |q|| =1 entdo g é dito um quatérnio unitario
Denotaremos por H1 como sendo o conjunto dos quatérnios unitarios, os quais formam uma

hiper - esfera unitaria no espaco quadridimensional R4,

Proposicdo 1 : Seja q =[w,v] € Hq. Entdo existe v'é R3e6 €]- m,m]taisque q =[cosb,v'seno].

3.3 - Quatérnios e Rotacdes

Hamilton procurou descrever rotacées no espaco da mesma forma que o0s
nameros complexos descreviam rotacées no plano. Assim, podemos fazer uma
analogia entre os quatérnios unitarios e as matrizes de rotagdo. Ambos formam
um grupo multiplicativo ndo-comutativo. Além disso, sdo facilmente convertidos
um no outro.



Embora similar, a composicdo (multiplicacdo) de quatérnios € muito mais
eficiente do que a composi¢cdo de matrizes de rotacdo. Isso decorre do fato dos
quatérnios serem um maneira ndo redundante de descrever rotagBes ( com
pontos contendo 4 pontos de numeros flutuantes) enquanto as rotacdes com
matrizes sdo redundantes ( com 9 numeros de pontos flutuantes).

Como os quatérnios unitarios formam um grupo multiplicativo, o produto de dois
destes quatérnios também pertence a este grupo, isto €, a multiplicacdo de
guatérnios preserva a norma. Um quatérnio unitario descreve a rotacdo que um
objeto faz a partir de sua orientacao inicial até a sua nova orientacao

Definicéo : Sejaqé H,qquatérnio puro;istoé, g =[0,v], definimos o operador rotacional

quatérnio Lq (associado ao quatérnio g e aplicado ao vetorvé R3) como sendo a aplicacao
.p3- p3
Lq 'R R
Ly () =ava” !
Com isso, fazendo uma relacdo entre os quatérniose o espago das rotacdes, temos 0S
seguintes resultados :

Teorema 1: Seja p um ponto no espaco tridimensional (projetivo), representado como um
quatérnio em coordenadas homogéneas, isto € :
p=(w:x:y:z)@w,(x,Yy,z)] =[w,V]
e seja g um quatérnio puro nao - nulo. Entdo :
i) O produto qpq'l leva p=[w,v] em p'=[w,v']com|v|=|v];
ii) Qualquer multiplo real de g, diferenente de zero produz a mesma acao.

Teorema 2 : Uma rotacdo de um angulo® em torno de um eixo definido por um vetor unitario

1

1) € representado por Lq (v)=qvg” ~,onde q = cos% +n sen%

4.0 - Representacao Matricial dos Quatérnios
Uma sequéncia de rotagdo quatérnia ¢; seguida de g, édadapor g =d,.qy, pois

Ay (GyPg )y = (A0 P(dpty) =apq -
Como a multiplicagdo de quatérnios é distributiva em relacdoa soma, podemos expressar
esta operacdo na forma matricial, de dois modos diferentes.
Assim, dados q =[(x,Y,2),w] =[v,w]e p =[(a,b,c),d] temos duas transformacdes line -
ares associadas ao produto dos dois quatérnios dados:
Lo@=pa e Ry(p)=pqg



Para determinarmos as matrizes associadasa estas transformacdes, devemos efetuar o
produto de quatérnios e escreveros vetorescomo sendo vetores colunas.
Assim, podemos escrever as matrizes correspondentes a multiplicacdo de quatérnios
pela direita e pela esquerda, respectivamente, como :
é/4d -c b a%x% g/4w z -y x%ae)
L (q):C’C -a b@yod . R(p):g_z w o x y@ho
P ¢pb a d c%;9 q Cy -x w 2%cQ

g-a-b-c d%wé}8 é—x-y-z W%dé}8

Uma rotacdo T é representada usando quatérnios por :

- — -1
TW) = Lq(v) -ava - 5.0 - Quatérnios e os
s -1 * . ~ Outros Meétodos de
Como ¢ é unitério, temos queq ~ =q ,edaisegueque: Rotac&o
T(v) = L(@)R(Q (V). Concluidas estas

nocoes sobre 0s
guatérnios e tendo conhecimentos sobre os outros métodos de rotacdo, somos
capazes agora, de relacionar vantagens e desvantagens do uso dos quatérnios
como um operador rotacional.

5.1 - Vantagens:

-Menor espago de armazenamento — 0 quatérnio tem 4 componentes e uma
matriz de rotagdo possui 9 ou 16 em coordenadas homogéneas;

-Temos uma parametrizacdo global, o que facilita fazer interpolacéo de rotacdes —
interpolamos na hiper-esfera S* em R*;

-A multiplicacdo de quatérnios pode ser efetuada de modo mais eficiente do que a
multiplicacdo de matrizes;

-Quatérnios ndo possui singularidades do tipo “gimbal lock™;

-Possui uma boa interpretacdo geomética.

5.2 - Desvantagens

-Quatérnios representa somente rotagoes;

-A matemética quatérnia, por ndo ser incluida no curriculo padrao, pode parecer
complicada
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