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1.0 - Introducéo

Animar em Computacdo Grafica significa “trazer a vida”. Assim, podemos
dizer que a animagdo computacional € uma demonstracdo visual de uma mudanca
de posicdo (deslocamento). Tradicionalmente isto vem sendo usado nos negdécios
relacionados ao entretenimento, como por exemplo o movimento do Pato Donald
em um desenho animado.

Este trabalho trata de uma pequena parte do mundo da animacdo —
animacao rotacional. Iremos limitad-lo ao estudo de um método de representacéo
rotacional através de Curvas Cubicas de Hermite, este baseado em sua maior
parte, nos quatérnios, um tipo de nimero quadridimensional

2.0 - NocOes Basicas
Para o entendimento desse trabalho é necesséario o conhecimento dos
conceitos e resultados basicos sobre:
-Produto Interno e Produto Vetorial no R3;
-Transformacdes Lineares;
-Coordenadas Homogéneas;
-Matrizes de rotagao do tipo 2x2;
-Matrizes de rotacédo do tipo 3x3;
-Translagéo;
Além disso, é preciso estudar outros métodos de rotacdo do espaco
tridimensional, tais como:
-Angulos de Euler; e
-Quatérnios. e alguns métodos de interpolacdes

2.1- Quatérnios

Denotaremos 0 conjunto dos quatérnios por H (em homenagem a
Hamilton). Em geral, elementos dos quatérnios serdo denotados pelas letras
minusculas p,q ou r.



Definicdo : Sejam i2= j2=k2=-1ij=- ji =k jk =-kj =i, ki =- ik = j.
Entdo um elemento q & H é definido como sendo um elemento da seguinte forma :
q valw, v]va [w, (y.2)] Yaw+ix+ jy+kz  wxy,zé R;

ondel, j,k éa base ortonormal do R3

2.3 - Matematica Quatérnia
Usando a defini¢do de quatérnios encontramos 0s seguintes resultados :

-Adicdo:q+q' = [w+w', v+v'];
- Multiplicagéo : qq' = [ww - VL VeV Hwy +w'v];

-Conjugado : g =[w,- v];

- Norma :|q| = \/q.q* = \/W2 +V.V;
*

- Inverso :q'1 =9

.
Jal

2.4- Quatérnios Unitérios
Definicéo : Seja q & H. Se|jq| =1, entdo qé dito um quatérnio unitario.

Adotaremos por H; como sendo o conjunto dos quatérnios unitarios, os quais formam

uma hiper - esfera unitaria noespaco 4D (R4).

Proposicao : Sejaq = [w, v]é H,. Entdoexiste v' & R3ece ]— a,a] tais que
q= [cosé,v' sené]
3.0 — Outras Funcodes
Definicao : Sejaqé Hy, onde q =[cose,vsene]. A funcao logaritmica € definida por :
logq = [O,ev].
Definicéo : Para um quatérnioda forma g =[0,6v], €€ R evé R3 com |v| =1,a funcado
exponencial é definida por :
expq = [ cose,vsene].

Definicdo : Sejam g & Hy, aé R. Aexponenciacdo q* édefinida por :

q? =exp(4logq)

4.0 - Métodos de Interpolagéo
4.1 - Interpolagéo Entre Duas Rotac¢des
1.0 — Interpolacao Linear de Euler : LinEuler;



2.0 — Interpolacéo Linear Matricial : LinMat;
3.0 — Interpolacéo Linear Quatérnia: Lerp;
4.0 — Interpolacao Linear Esférica Quatérnia: Slerp.
4.1.1 - Slerp

E um método de interpolacdo para duas rotacées de quatérnios unitarios, o qual
é definido da seguinte forma:

A curva Slerp forma um grande arco (geodésica) na esfera quatérnia unitaria.
Além disso, ela conecta os dois quatérnios através de menor caminho.

O vetor posicdo da Slerp tem velocidade angular constante o qual caracteriza a
curva como sendo “otima”.

4.2 - Interpolacéo Entre Uma Série de Rotacfes
Quando interpolamos entre uma série de rotacfes surgem 0s seguintes
problemas:
1.0- A curva nédo € suave nos pontos de controle;
2.0- A velocidade angular ndo € constante; e
3.0- A velocidade néo é continua nos pontos de controle.

Uma forma de contornar estes problemas € pelo uso de uma curva
adequada, e para atender a todas estas especificacdes, estudaremos as Curvas
Cubicas Paramétricas, dentre elas:

Curva de Hermite;
Curva de Bézier;
Curvas Splines,
E suas versfes quatérnias (ou quaternidnicas).

5.0 - Curva de Interpolacdo de Hermite em S®
Considere o seguinte problema :

Dados dois pontos g eq, & s3 edois vetores vievyé s3 tangentes a ¢, e o, respectivamente,

como construir uma curva de interpolagdo de Hermite Q(t)é 83, para0 £ t £1,a qual satisfaca as
seguintes condicdes :

QO =q; QW =gy QO=v e QW)=v,



6.0 - Construcao do Método

ConingBo de uma 2-esfea -'53,_‘, (= &7 I"!J:-:",_h'l
Os passos basicos da construcao desse método séo;

1.0- Uma 3 - esfera S cortada por um hiper plano L3para gerar uma 2 - esfera 82;

2.0-A2-esfera S2 écortada por um plano 2D para gerar duas curvas cirrculares; e
3.0 - Asduas curvas circulares sdo entdo combinadas para juntas gerarem uma curva de interpolacao

de Hermite em 83.

Assim, o problema de Interpolacdo de Hermite em S3 estd essencialmente reduzido
ao de uma dimensdo inferior, ou seja, uma 2-esfera.

7.0 - Interpolacéo de Hermite em S?
Considere o seguinte problema:

Dados dois pontos ¢ e g, € s2¢ dois vetoresvy e v, tangentes a s2 em Gy € do,

respectivamente, como iremos construir uma curva de Interpolacdo de Hermite Q(t) é 52 :
O0E£t£1, a qual satisfagaas seguintes condicdes de limitacOes :

Q0)=q; Q(1)=ap; Q(0)=vy e Q(1)=v, .



8.0 - Combinacao Circular em S?
Paracada O£t £1, considere o menor caminho (geodésica) & € 52 o qual conecta os dois

pontos C1(t) e Co(t)é 52,
O ponto Q(t) é definido como sendo o ponto interior de & o qual subdivide o arco geodésico &

na proporcao det:1- t.E trivial provar a partir da definicio de Q os resultados :
Q0)=c10)=0p e QW)=cil)=a,.
Contudo, ndo é trivial provar o fato de que :

QO)=cr0)=vi e QO=cr@®=vo.

. H""'\-\_\_\_\_ _'____..-""'--.

Cura combinada am

Para resolvermos este problema devemos construir uma curva circular C;(t)é 82, 0EtE£1],
i =12, paraque elas satisfacam :
Ci(0)=q;; Ci(1)=q; eC;(0)=y;
Atravésde uma combinacdo suave das duas curvas circulares C, e C,, podemos construir uma

curva de interpolacdo de Hermite em 82 a qual satisfazas quatro condig¢Oes de limitacOes dadas.



9.0 - Curva de Hermite em S°
A curva de interpolagéo de Hermite Q(t) é construida através da combinagéo suave de dois

grandes arcos circulares C; () e C, (t)com a fungso combinagio f () 0 £t £1.

Sejay ; 0 arco circular geodésico o qual conecta os dois pontos C; (t) e C, () entéo o ponto da
curva circular combinada Q(t)é definido como sendo o ponto interior devy o qual subdivide o
arco geodésicoy na proporgéo de f(¢)1- f(t) Aequacdo da curva de Q) 0£t£1, é
dada por :

Q)= exn(t Eog(c2€)ca(t) H.ca)=exn(@- EMogicrblca(t) Ncat)

A funcdo combinacéo f (t)deve satisfazer as seguintes condicdes de limitagdes :

f0)=0, f@)=1 f'0)=0 e f'@)=0

10.0 - Como Aplicar Velocidade Angular
Uma velocidade angular w; pode ser specificada em termos dos eixos de rotagdo (X;, Yj, zj) &

s2 edo angulo de rotacdo 26; & [O, Zn] por w; = 20;(X;, Y;, Z;)- A rotacao correspondente 3D com
uma velocidade angular constante , w; para alguma unidade de tempo, € representada pelo quatérnio
unitario.

(cosbj,send; (X, ¥j» Zj)) € 83.

Seja g = eosei,senei (q, Vi Zi))qi & 53 entioo quatérnio unitérioqi representa o
resultado do sélido o qual € obtido aplicando a rotagdo (cos;, sen6; (x;, ¥;, ;) no sdlido de
orientacao g;.

O vetor tangente correspondente v; € Ta; (S 3) é calculado através do seguinte resultado :

R 3
Vi =5 UiGi€ Tq; (s°).
O movimento rotacional do solido é obtido pela mudanca de sua orientacdo correspondente

na Curva Quatérniade Hermite Q(t) 0 £t £1, construidaem SO(3)para que ela satisfaca
as quatro condicGes de limitacOes :

Q)= QW)=a,, Q'0)=1; e QQ)=10,



11.0 — Aplicagéo
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Interpolacio de Hermite de um sdlido orientado
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