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RESUMO:

O objetivo dessa oficina é discutir com os participantes a utilizacdo de elementos
da Histoéria da Matemética como recurso didatico para o ensino-aprendizagem da
Matematica. O elemento historico especifico a ser trabalhado é o Principio de Cavalieri
e sua utilizacdo na deducao das férmulas de volume do cilindro, da piramide, do cone e
da esfera. Alguns livros didaticos para o Ensino Médio ndo apresentam justificativas ao
leitor para, por exemplo, a formula do volume da esfera. Mas o Principio de Cavalieri
nos da uma alternativa de justificacdo acessivel a compreenséo dos alunos. Nao ha por

gue nos limitarmos a imposicdo de féormulas aos nossos alunos quando podemos

construi-las junto a eles.

SOBRE BONAVENTURA CAVALIERI (1598-1647):

Ao nascer em Mildo, Italia, por volta de 1598, Bonaventura recebeu o nome de
Francesco Cavalieri. Sua familia era proprietaria de terras em Suna e em Mildo, mas foi
nesta ultima que Cavalieri passou a sua infancia e iniciou seus estudos.

Em 20 de setembro de 1615 ele se juntou a ordem religiosa dos Jesuados (nao
dos Jesuitas) em Mildo, assumindo o nome de Bonaventura (ou Boaventura) Cavalieri.
Em 1616 ele foi transferido para Pisa onde estudou filosofia, teologia e onde conheceu
Benedito Castelli que o introduziu no estudo de geometria. Durante os quatro anos que
esteve em Pisa, Cavalieri tornou-se um matematico famoso e um dos discipulos de
Galileu.

Em 1620 ele voltou para Mildo onde tornou-se didcono do Cardeal Federico

Borrofmeo. L& ele estudou teologia por trés anos. Ainda tornou-se prior (superior em
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algumas ordens monasticas) na igreja de San Pietro em Lodi e em 1626 no monastério
de San Benedetto em Parma. Mas foi a paz e a tranquilidade dos monastérios que o
ajudaram a completar 0 manuscrito dos seis primeiros livros sobre os “indivisiveis” e
envia-los aos Lordes de Bolonha. Assim, ele foi indicado a cadeira de professor em
Bolonha em 1629 e ocupou essa cadeira até sua morte em 1647.

Cavalieri publicou 11 livros de matemética tratando de geometria, trigonometria,
astronomia, 6ptica e logaritmos, mas ele € mais lembrado por seu trabalho sobre os
indivisiveis, publicado como “Geometria indivisibilibus continuorum”, em 1635. Segundo
BOYER(1999, p. 226):

O argumento em que se baseia o livro é essencialmente sugerido por Oresme, Kepler e
Galileu — que uma area pode ser pensada como sendo formada de segmentos ou
“indivisiveis” e que o volume pode ser considerado como composto de areas que sdo
volumes indivisiveis ou quase-atdmicos.(...) Esse € exatamente o tipo de raciocinio que
Arquimedes usou em O Método, entdo perdido. Mas Cavalieri, ao contrario de
Arquimedes, ndo hesitava perante as deficiéncias légicas nas bases de tais processos.

O principio de Cavalieri foi aplicado por ele e por seus contemporaneos a
inimeros problemas relacionados a quadratura de curvas e superficies, a determinacgéo
de volumes e a posicdo de centros de massa. Ele serviu ao mesmo propésito do
método da exaustdo usado pelos gregos, mas a notacdo dos indivisiveis era mais
concisa e conveniente.

O trabalho de Cavalieri foi um importante passo para o desenvolvimento do

célculo, levado adiante no século 17 por outros matematicos como Newton e Leibniz.

UMA NOCAO DE VOLUME:

LIMA et al (1999, p. 251) nos da a seguinte nog¢éao intuitiva de volume: “(...) o
volume de um sdlido é a quantidade de espaco por ele ocupado. Para exprimir essa
“quantidade de espaco” através de um numero, devemos compara-la com uma
unidade; e o resultado dessa comparacédo sera chamado de volume.”

Geralmente toma-se como unidade de volume um cubo cuja aresta tenha uma

unidade de comprimento. Assim, o cubo de aresta um tem volume um, por convencao,



e € chamado de cubo unitario. O volume de um solido qualquer € o niamero que
exprime quantas vezes este solido contém o cubo unitario. No entanto, este sélido pode
ter uma forma téao irregular que n&o deixe claro o numero de vezes que ele contém o
cubo unitario. E preciso, ent&o, obter outros métodos para calcular o volume de sélidos.
Dentre estes métodos esta o Principio de Cavalieri que utilizaremos na determinacao
das formulas para o célculo do volume do prisma, da piramide, do cone, do cilindro e da

esfera.

O PRINCIPIO DE CAVALIERI:
Tendo dois solidos S; e S, apoiados sobre um plano o chamado de plano

horizontal, todo plano p , paralelo a o, determina nos sélidos S; e S, as sec¢fes planas
A: e Ay, respectivamente. Se para todos os planos B as secdes planas A; e Az tém a

mesma area, o Principio de Cavalieri assegura que os sélidos S; e S, tém o mesmo

volume.

APLICANDO O PRINCIPIO DE CAVALIERI:

A utilizacdo do Principio de Cavalieri para o calculo do volume de determinado
sélido, requer uma comparacao desse soélido com algum outro cujo volume seja
conhecido.

Uma sequéncia didatica possivel de ser aplicada em sala de aula, que utiliza
esse Principio, é apresentada por TROTTA et al (1980) e DANTE (1999).

Inicialmente, faz-se a comprovacdo da formula para o célculo do volume do
paralelepipedo retangulo (ou bloco retangular), pela decomposicdo deste em cubos
unitarios (uma unidade de volume). A formula para o calculo do volume de qualquer
prisma decorre da comparacao desse prisma com um bloco retangular de mesma altura
e cuja area da base seja equivalente a area da base do prisma. Da mesma forma se
obtém a formula para o célculo do volume do cilindro. J& a comprovagdo da férmula
para o céalculo do volume de qualquer piramide depende do entendimento inicial de que
pirdmides cujas areas da base sdo equivalentes e que possuem mesma altura, quando
secionadas por planos paralelos ao plano da base, produzem secdes de areas

equivalentes. Assim, pela decomposi¢édo de um prisma reto de base triangular em trés



tetraedros (piramides de base triangular) de volumes equivalentes, chega-se a
comprovacéao de que o volume da piramide equivale a um tergco do volume do prisma de
mesma altura e mesma area da base. Dai, compara-se o0 cone com uma piramide de
mesma altura e area da base equivalente e mostra-se, pelo Principio de Cavalieri, que
possuem volumes equivalentes.

Tendo-se chegado as férmulas para o calculo do volume de cilindros e cones,
pode-se iniciar a determinacdo da formula para o calculo do volume da esfera, pelo
Principio de Cavaliere. No entanto, inicialmente é preciso tecer algumas consideracées
sobre a &rea das secdes da esfera, comparando-as com a area de coroas circulares
gue variam conforme os planos paralelos ao plano no qual se apoia a esfera, vao
secionando a mesma. E possivel visualizar que o solido cujas se¢des sdo essas coroas
circulares de areas equivalentes as das secfes da esfera, € um cilindro circular reto de
altura igual ao didmetro da esfera e de area da base igual ao circulo maximo da esfera,
“escavado” por duas cavidades conicas.

Todas estas comprovagbes serdo discutidas detalhadamente durante a
realizacdo da oficina, na qual nos valeremos de recursos visuais através de
retroprojetor e, dentro dos limites do erro experimental, verificaremos algumas das
conjecturas com material concreto.

LIMA (1991, p. 89) propde trés alternativas para se justificar, em nivel do Ensino
Médio, as féormulas para volumes de soélidos conhecidos: adotar a apresentacdo
classica de Euclides e Arquimedes, usar o calculo infinitesimal ou utilizar o Principio de
Cavalieri. Dentre as trés ele salienta que o Principio de Cavalieri "permite uma
simplificacdo notavel nos argumentos que conduzem as formulas classicas de volume".

Certamente concordamos com ele.
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