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Introducéo

Estudos apontam que os contetdos de &lgebra e fungdes sdo uma das
maiores barreiras em cursos de matematica (Barbosa e Neto, 1995, Vergnaud,
1997). Essas dificuldades podem ser explicadas pela forma como esses conceitos
sdo introduzidos e ensinados na escola, a qual enfatiza apenas as regras para
manipulacdo de simbolos (Gimenez e Lins, 1997). A escola tradicional acredita que
ao introduzir os simbolos e as regras, estd se ensinando o préprio conceito
matematico. Uma corrente mais recente defende que conceitos matemaéticos
considerados complexos devem ser introduzidos desde cedo no curriculo de uma
maneira informal e usando os conhecimentos intuitivos dos alunos (Spinillo, 1993,
Kaput, 1994). Alguns autores, por exemplo, apontam que o conceito de taxa de
variacdo pode ser utilizado como um ponto de entrada para compreender conceitos
de algebra e funcdes (Confrey e Smith, 1994, Kaput, 1994). Taxa de variacao
representa a razao entre duas quantidades, mais especificamente a relagdo entre a
variacdo de uma medida e a variacdo do intervalo de tempo passado durante a
variagdo da medida (Gomes, 1995). Essa nocdo possui importancia para a
compreensado de conceitos como integral e derivada, estudados em calculo, assim
como para compreender conceitos em ciéncia como fluxos ou crescimento
populacional.

Vérios estudos tem mostrado que ferramentas computacionais e tecnoldgicas
geradoras de graficos em tempo-real tais como software de simulagdo ou sensores
acoplados a computadores auxiliam os alunos a desenvolver o conceito de taxa de
variacao e funcdo, em contexto ligados a movimento (Nemirovsky, Tierney, & Wright,
1998, Stroup, 1995).

Apesar dos resultados positivos, muito pouco dessa tecnologia tem chegado a

sala de aula. Uma das razfes € a falta de familiaridade dos professores com essas



abordagens gque enfatizam o uso de tecnologia e o desenvolvimento conceitual ao
invés da manipulacdo simbdlica. Ao mesmo tempo, estudos apontam que
professores do ensino fundamental e médio apresentam dificuldades na
compreensdo de conceitos matematicas subjacentes ao uso de funcdes (Even,
1993, Stein, Baxter, e Leinhardt, 1990). Portanto, o uso de novas tecnologias para o
ensino da matemética também devem possibilitar o desenvolvimento conceitual por
parte do professor. O argumento € que para serem usadas pelos professores de
forma efetiva, os mesmos devem ter a possibilidade de desenvolver suas proprias
nocdes sobre conceitos matematicos.

O presente trabalho discute o uso de duas tecnologias: o sensor de
movimento e o Diagrama Interativo Conta Bancaria, 0os quais objetivam introduzir o
estudo de taxa de variagao respectivamente nos seguintes contextos: movimentos e
transacdes bancarias. Além disso, o trabalho discute como o uso dessas
tecnologias pode ser usada como ferramentas para o desenvolvimento conceitual de
professores de uma forma vinculada ao ensino.

Método

Local e contexto

O estudo foi realizado em uma escola de ensino médio em Austin, EUA. Oito
professores de matematica estavam implementando um curriculo introdutério sobre
fungbes na disciplina Algebra I. A abordagem diferia do método tradicional uma vez
gue os alunos eram introduzidos ao estudo de funcdes a partir de situacdes-
problema e o estudo de gréaficos e sé posteriormente eram iniciados na manipulacao
de equacbes. O uso de tecnologia também era enfatizado no curriculo. Diversas
tecnologias foram utilizadas, mas apenas duas sao discutidas no presente
trabalho?.

Tecnologia: Sensores de Movimento e Diagramas Interativos

Um sensor de movimento é um aparato que coleta informacGes sobre
posicéo, velocidade e aceleracédo de objetos a partir da emisséo e deteccgéo de ultra-

som. Ao ser acoplado a computadores e software, o sensor pode gerar graficos e
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tabelas, que podem ser utilizados para modelar diversos tipos de movimento
utilizando-se func¢des. Sensores de movimentos podem ser utilizados para introduzir
nocodes sobre funcdes. Por exemplo, pode-se estudar a inclinacdo de uma reta como
uma tava de variacdo constante. Outras situacdes podem envolver caminhar a
diferentes velocidades e em diferentes direcfes. Os graficos de velocidade vs. tempo
e posicao vs. tempo podem ser observados simultaneamente. A velocidade pode
entdo ser estudada como a taxa de variacdo da posi¢cdo em relacdo ao tempo.

Diagramas interativos (Confrey & Maloney, 1998) s&o um conjunto de
aplicativos em Java (Java applets) projetados para permitirem a investigacdo de
conceitos em matematica e ciéncias (Confrey, Castro-Filho e Maloney, 1998). O
Diagrama Interativo Conta Bancaria3 (doravante chamado apenas de Conta
Bancaria) objetiva a exploracdo dos conceitos de taxa de variagcdo e acumulacao no
contexto de operacfes bancarias comuns como depdésitos e retiradas. A taxa de
variacao pode ser acumulada para gerar graficos de saldo vs tempo. A Tela do Conta
Bancaria mostrada na figura 1 apresenta dois gréaficos, um de operacfes diarias e
outro do saldo por dia. O gréfico de saldo por dia ndo pode ser produzido
diretamente. Um grafico de operacdes diarias vs. tempo tem de ser produzido a fim
de que o gréafico de saldo vs. tempo possa ser atualizado. Isso permite o estudo da
relacdo entre dois graficos. A taxa de variacado é representada por operacdes diarias
(depésitos ou retiradas), que podem ser atualizados interativamente através de
botbes. O usuario pode investigar idéias intuitivas sobre integral ao acumular
guantidades para produzir graficos de saldo por dia, ou pode analisar graficos de
saldo por dia para produzir graficos de operacdes diarias.

INSERIR FIGURA 1 +/- AQUI

Participantes

O presente estudo reporta resultados relativos a quatro dos professores da
escola, Roberto, Rosa, Teresa e Felipe, ao utilizarem o sensor de movimento e 0
conta bancéaria. Todos os quatro professores ja haviam ensinado Algebra |

anteriormente e ja haviam explorando as tecnologias durante um treinamento com

3Em inglés: Bank Account Interactive Diagram.



todos os professores da escola. No entanto, essa era a primeira vez que eles
estavam trabalhando com essa abordagem e com essas tecnologias para ensinar.

Procedimento e analise dos resultados

Métodos qualitativos de pesquisa foram utilizados. Os dados foram coletados
por meio de entrevistas e observacdes. Todos 0s quatro professores participaram de
entrevistas antes e apos o término das aulas com o Sensor de Movimento e o Conta
Bancaria. Os pesquisadores também realizaram observacdes e anota¢des durante a
aulas. Além das observacdes, as aulas também foram filmadas e posteriormente
transcritas para analise. A analise utilizou um processo de codificacdo e construcéao
de categorias (Strauss & Corbin, 1998). Os principais resultados sao apresentadas
abaixo.

Resultados

Durante as observacfes e entrevistas foram encontrados evidéncias de
algumas dificuldades acerca de taxa de variagao. Essas dificuldades, no entanto, se
constituiram em oportunidades de aprendizagem para os professores. A seguir
apresentamos as descobertas apresentadas pelos professores acerca do conceito
de taxa de variacao e sua relacdo com o estudo de funcdes.

Um fendmeno pode produzir graficos distintos, porém relacionados.

Felipe, um dos professores observados, apresentou inicialmente uma
concepcdao de que os graficos de velocidade vs. tempo produzidos pelo sensor de
movimento sempre se referiam a eventos em que algum objeto estava se movendo.
Da mesma forma, gréficos de posicéo vs. tempo sempre se referiam a objetos em
repouso. Durante uma entrevista para explorar essas nocgdes, Felipe encontrou uma
contradicdo em seu pensamento, ao produzir um movimento em frente ao sensor e
observar o computador produzir simultaneamente graficos de posi¢cao vs. tempo e
velocidade vs. tempo (graficos 1 e 2). Felipe achou confuso que dois gréficos
diferentes estivessem se referindo ao mesmo fenémeno:

Felipe: Eu preciso pensar porque é que nos vamos fazer a mesma
caminhada, uma vez para medir Posicdo vs. tempo e depois fazer a
mesma caminhada para medir Velocidade vs. tempo.

INSERIR GRAFICOS 1 E 2 +/- AQUI



Felipe entendia que a velocidade podia ser obtido a partir do grafico de
posicao vs. tempo, encontrando-se a inclinacéo da reta. De fato, para ele, encontrar a
velocidade nesse gréafico era mais logico do que ter um outro grafico separado.
Felipe comecou a articular que de fato existem duas quantidades diferentes (posi¢éo
e velocidade) as quais estéo representadas em dois gréaficos diferentes. Ele entéo
explicou como encontrar a velocidade num grafico de posigéo vs. tempo.

Felipe: Para cada metro, passa-se um segundo. Outro metro, outro
segundo. E entdo tem-se uma linha e esse é o grafico. E diz-se
posicdo por tempo, que é velocidade. E por isso que eu achava que
esse grafico aqui (grafico 1) mostrava a velocidade. E eu entendo que
esse grafico (grafico 2) apenas mostra a velocidade a cada segundo.
E ela permanece constante.

A confusé@o de Felipe pode ser entendida como uma questao epistemoldgica:
por que dois graficos sdo necessarios para 0 mesmo movimento, especialmente no
caso de um movimento retilineo uniforme? A resposta, de que sdo duas quantidades
diferentes ndo é uma resposta trivial, visto que posicéo e velocidade sdo quantidades
relacionadas. Velocidade e posicdo ndo sdo duas quantidades independentes como
temperatura do ar e altura de uma pessoa.Pode-se encontrar o grafico de velocidade
vs. tempo a partir do gréfico de posicao vs. tempo. No caso de uma velocidade
constante, pode-se argumentar que o grafico de Posicdo vs. tempo seria suficiente.

Ao final da entrevista, Felipe ressaltou que seria importante para os alunos
fazerem a atividade com o sensor, pois ajudaria os alunos a entenderem as
diferentes comparacdes que podem ser feitas, como posicdo vs. tempo e velocidade
Vs. tempo.

Em sala de aula, Felipe enfatizou o trabalho com os dois graficos e a
discusséo da diferenca e relacéo entre os dois. O segmento abaixo ilustra o tipo de
didlogo que Felipe teve com os alunos:

Felipe: Ok. Agora...vocés nao estdo comparando posi¢cdo com tempo.
Agora vocés estdo comparando velocidade com o tempo. O que
acontece se eu andar como vocés estavam fazendo ha pouco tempo

atrds, com um passo constante? Eu estou andando da mesma



forma, entdo, o que eu tenho aqui? [apontando para a tela do
computador] eu ando a uma certa velocidade, mas eu a mantenho,
vamos dizer, 5 milhas por hora.

Estudantel: Permanece horizontal [referindo-se a que o gréfico
continuaria uma linha horizontal]

Felipe: Ok. Muito bem. E por isso que esse grafico é horizontal. Entéo,
0 que vocés acham que vai acontecer, como deve fazer para que o
grafico fique um pouco mais alto. Suba um pouco e depois fique
horizontal de novo?

Estudante2: Andar mais rapido.

Estudantel: Va mais rapido.

Felipe: Ok. Eles estdo dizendo, va mais radpido, mas permaneca no
mesmo passo. Se vocé estava 5 milhas por hora, va a 7 ou 8 milhas
por hora, mas figue na mesma velocidade.

Felipe também analisou um grafico mostrando os estudantes mudando a
velocidade de lento até rapido. No gréafico de posicdo vs. tempo, Felipe explicou como
a posicdo estava sempre aumentando. No grafico de velocidade vs. tempo, Felipe
discutiu com os alunos, como o grafico estava mostrando duas linha horizontais,
uma para cada velocidade constante.

Posteriormente, em entrevistas e reunides, Felipe comentou como ele achava
importante usar ambos os graficos com os alunos.

Felipe: Eu achei interessante fazermos o grafico de posicao vs. tempo
e velocidade vs. tempo simultaneamente. Porque os alunos puderam
comparar e ver as diferengas.

Em uma discussédo posterior com outros professores e os pesquisadores,
Felipe tornou a comentar sobre a importancia de se trabalhar com os dois gréaficos
para desenvolver a compreensao de funcdes lineares. Para ele, o grafico de uma
funcéo linear esta relacionado com o grafico de uma funcédo constante. Esse aspecto
esta ligado a um outro tema que ser& descrito a seguir: o de que a taxa de variacéo

de uma funcéo linear é constante.



Relacionando Conta Bancaria com o conhecimento sobre funcdes do 1lo.
grau
Um aspecto encontrado na andlise de dados foi como os professores
relacionaram o uso do Conta Bancaria com o estudo de funcdes lineares. Em
entrevistas anteriores 0s professores ja haviam demonstrado um sdélido
conhecimento a respeito do uso de equacdes para modelar os tipos mais comuns
de problemas envolvendo func¢fes do 1o. grau. Isso também foi evidenciado durante
0 uso do conta bancaria para modelar problemas com depédsitos ou retiradas
constantes. Durante as licbes, os professores constantemente relacionaram o0s
depdsitos ou retiradas constantes com o coeficiente de inclinagdo da reta, conforme
€ ilustrado no segmento abaixo:
Rosa: [discutindo um grafico de saldo vs. tempo que foi produzido a
partir de um grafico de depdsitos constantes] Ok, vocés véem
algum...
Estudante3: Padrao? [falando ao mesmo tempo que Rosa]
Rosa: Padrédo?
Estudantes: Sim. Estd aumentando diariamente. [referindo-se ao
gréfico de saldo]
Rosa: Sim, estd aumentando. Esse aumento é constante?
Es: Sim.
Rosa: E o que significa essa constante aqui?
[Ap6s alguma discusséao, os alunos afirmam:]
Estudantes: A inclinacéo [Slope, no original].
Rosa: Sim, a inclinacdo. Ela é constante. Nunca muda. Sua inclinagéo
terd uma taxa constante. Para cada dia que vocé se move, seu saldo
aumenta dez [d6lares]. No segundo dia, mais dez [dllares] e assim
por diante.
O segmento acima revela que Rosa procurou guiar os alunos para
estabelecerem conexdes entre 0s depdsitos constantes e a idéia de inclinacao de
uma reta (slope). DiscussbGes semelhantes foram observadas com todos o0s

professores tanto em entrevistas quanto durante as aulas. A Gltima sentenca mostra



um outro aspecto que foi observado em todos os quatro professores: A conexao entre
o0 contexto de operacdes bancarias e o contexto de movimentos retilineos com
velocidade constante. Isso ser& descrito a seguir

Relacionando os conceitos em diferentes contextos

Essa conexdao foi usada por todos os professores em varias ocasioes durante
as entrevistas e aulas. Os segmentos abaixo ilustram esses usos:

Roberto: Eu achei muito interessante o fato do curriculo abordar
inclinacdo de uma reta [slope] de muitas maneiras diferentes. Como
os problemas de velocidade [versus tempo] e posicao [versus tempo].
Ou como no Conta Bancaria.

Teresa: Conta Bancaria é a mesma coisa [que sensores de
movimento] s6 que com dinheiro. Entdo o grafico do saldo é como o
da posicao e o grafico de operacdes € como o de velocidade.

Esses exemplos mostram como os professores interpretaram graficos de
taxas em funcdo do tempo como gréaficos de velocidade vs. tempo ou operacdes
diarias vs. tempo. O mesmo foi observado com graficos de acumulacdo em funcéo
do tempo, os quais foram tratados simultaneamente como graficos de posicéo vs.
tempo ou graficos de saldo vs. tempo. Esses resultados sugerem que 0S
professores desenvolveram um bom conhecimento dos casos envolvendo depositos
ou retiradas constantes e foram capazes de fazer conexfes importantes entre o
conhecimento na licdo especifica com o Conta Bancéria e os objetivos do curriculo.
Sempre que os problemas envolviam esse tipo de transacdo, os professores
descreveram ou desenharam de forma bastante precisa os graficos de transacfes
diarias vs. tempo e saldo vs. tempo. Os professores também escreveram equacdes
para modelar as situacodes.

Discusséo

Os resultados apresentados mostram como o curriculo escolar em geral
direciona os professores e alunos a lidar com uma gama limitada de gréaficos e
situacfes. Ao invés de analisar graficos com relacdo a taxa de variacao, os diferentes

tipos de gréaficos sdo estudados de maneira isolada (func¢des lineares, quadrética,



etc.) e sem estabelecer relacbes entre graficos. Isso limita o desenvolvimento
conceitual ndo s6 de alunos mas também de professores.

Os resultados também sugerem que tecnologia como sensores de
movimento ou o Conta Bancaria podem ser catalisadores para um maior
desenvolvimento conceitual dos professores e um maior uso de computadores e
tecnologia integrada ao curriculo escolar. Ambas séo ferramentas de facil utilizacéo,
0 que possibilitou que os professores o integrassem em seu uso cotidiano. Mesmo
sendo simples, elas permitiram a investigacdo de importantes idéias matemaéticas, e
criaram oportunidades para que os professores refletissem sobre sua compreenséo
de idéias matematicas. Os professores em geral tem poucas oportunidades de
experimentar o conhecimento matematico como aprendizes. Em geral, suas
experiéncias com o conhecimento matemético sdo limitadas e ndo propiciam um
desenvolvimento conceitual.
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Figuras e graficos
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Grafico 1 — Distancia (Posicdo) vs. tempo.
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Gréfico 2 — Velocidade vs. tempo.



