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Neste texto, relatamos o estudo e analise, por nos realizado, de uma proposta
de ensino-aprendizagem de quantificadores, em nivel universitario, cuja formulacao
tedrica se encontra em Dubinsky (1997) e Dubinsky, Elterman e Gong (1988). A
sequéncia de ensino correspondente € apresentada no livro-texto Introduction to
Discrete Mathematics with Isetl de W. Fenton e E. Dubinsky (1996) e esta
fundamentada em uma analise tedrica do que significa compreender o conceito de
quantificacdo e de como essa compreensdo pode ser construida por um aprendiz.
Esta andlise fornece uma descricdo das construgcdes mentais especificas que um
estudante pode fazer a fim de desenvolver a sua compreensao sobre quantificacao e
a sequéncia de ensino tem por objetivo levar um aluno a fazer essas mesmas
construcbes. Uma das estratégias utilizadas consiste em sugerir tarefas que
requerem escrever e revisar programas de computador usando uma linguagem de
programacao matematica, no caso a Isetl (Dubinsky, 1995).

Segundo os proprios autores do livro-texto mencionado, 0S pressupostos
tedricos a seu desenvolvimento ndo estdo explicitados no texto mas implicitos em
sua estrutura e conteudo. Pelas suas caracteristicas - ndo tem problemas resolvidos
nem respostas de exercicios, é concebido para encorajar exploracao, discussodes e
resolucéo de problemas e néo para ser um livro de referencia - o livro ndo é popular
com alunos ou professores. Esses aspectos, aliados a dificuldade de aprendizagem
da linguagem lIsetl por falta de material didatico adequado, dificultam em muito o
prosseguimento de investigacbes nessa linha metodoldgica especifica por outros
pesquisadores.

O estudo e analise que empreendemos procura tratar alguns desses aspectos
de forma a facilitar o prosseguimento de pesquisas nessa linha. Nesse sentido, esse

trabalho incluiu: a organizacdo de material para aprendizagem da linguagem Iselt; a
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resolucdo de todos os problemas? propostos em Fenton e Dubinsky (1996)
constantes do capitulo que aborda o calculo de predicados; e uma analise de
relacbes existentes entre esses problemas e as constru¢gées mentais apontadas pela
analise teérica que orientou o planejamento desse capitulo. No que se segue
discutiremos essa analise e daremos exemplos de exercicios que podem levar,

potencialmente, a certa construcdo mental apontada pela teoria.

Anélise tedrica

A andlise tedrica foi realizada no contexto de uma teoria geral de
aprendizagem baseada nas idéias de Jean Piaget aplicadas a construcdo de
conceitos matematicos de nivel universitario (Asiala,1996). Como resultado dessa
analise obtém-se um conjunto de afirmacdes sobre as constru¢cdes mentais (a¢oes,
processos, objetos) que um estudante pode fazer para adquirir a compreensao de
um conceito. Os mecanismos para realizar estas constru¢des, que Piaget chamou
de abstracoes reflexivas, incluem as interiorizacdes, coordenacdes, generalizacdes e
encapsulacoes.

Para compreender um conceito matematico um sujeito pode comecar com a
manipulacdo de “objetos mentais ou fisicos previamente construidos para realizar
acOes; acdes sao entao interiorizadas para formar processos que sdo encapsulados
para formar objetos. Objetos podem ser de-encapsulados e voltar aos processos dos
guais eles foram formados. Finalmente, processos e objetos podem ser organizados
em esquemas” (Dubinsky, 1995).

Uma transformacdo executada sobre um objeto é considerada uma acao
guando é uma reacdo a estimulos que o sujeito percebe como externos. Neste caso,
ele precisa de instrugcbes completas e compreensiveis que mostram 0S passos
necessarios para realizar a acao.

A acdo é uma parte importante no inicio do entendimento de um conceito. O
trabalho com estudantes deve comecar com atividades planejadas para ajuda-los a
construir agdes. Em parte, a aprendizagem envolve a aquisicdo de novas agdes com

as quais se pode conhecer 0s objetos.

2 Os enunciados dos problemas e suas resolucdes podem ser encontrados em Silva, L.C. (2001).



Quando um estudante faz uma construgao interna correspondendo a uma ou
mais destas acdes dizemos que ele estd realizando uma forma de abstracao
reflexiva chamada de interiorizagcdo cujo resultado é o que entendemos por
processos. Esta interiorizacdo ndo é apenas uma coépia da acdo externa, mas
depende dos objetos, processos e esquemas que 0 aluno ja possui. Assim, embora
a interiorizacdo “represente” uma acao externa também depende do conhecimento
prévio do aprendiz. A interiorizacdo de uma acgéao leva-o a percebé-la como interna e
sob seu controle.

Os objetos sdo construidos pela encapsulacdo de processos. “Quando a
pessoa reflete acerca de operagdes aplicadas sobre um processo particular, entende
0 processo como uma totalidade, percebe que transformacdes podem agir sobre o
processo e pode construir tais transformacdes, entdo esta pessoa esta pensando no
processo como um objeto” (Dubinsky, 1997).

A construcdo de novos processos pode se dar através da coordenacdo de
dois ou mais processos existentes ou por generalizacao.

O ensino-aprendizagem da quantificacdo pode se iniciar com a determinacao
da verdade ou falsidade de proposicOes simples. Estas proposi¢cdes simples podem
ser usadas para formar proposicées mais complexas. Um meio de fazer isto é reunir
vérias proposi¢cdes simples em um conjunto e, usando o esquema de funcao,
introduzir variaveis para obter fun¢des a valores proposicionais®, interpretadas como
processos, isto €, o aluno pode imaginar a acdo de percorrer o dominio da funcgéo,
verificando a verdade ou falsidade da proposicdo para cada valor da variavel. Um
outro modo de obter proposicoes mais complexas consiste em coordenar duas ou
mais proposicdes simples, ligando-as através de conectivos l6gicos. As acles
mentais que sao executadas sobre objetos, necessitam ser interiorizadas para
formar processos mentais.

A partir do momento que esses processos estdo disponiveis, hd uma
prontiddo para a construcédo de quantificagbes simples, que sé&o oracdes com uma

Unica quantificacdo, existencial ou universal, aplicada a uma funcdo a valores

® Adotamos a expressdo “funcdo a valores proposicionais” como traducdo de “proposition-valued
function”. Uma funcdo que aceita um numero inteiro x e retorna o valor l6gico da proposicdo “x é par” é uma

funcéo proposicional.



proposicionais de uma variavel. A transicdo entre proposi¢cdes simples e oragdes
guantificadas pode ser alcancada coordenando os dois processos construidos
anteriormente (conjuncao/disjuncdo de um conjunto de proposi¢des e construcéo de
funcdes a valores proposicionais).

A seguir pode-se trabalhar com quantificacbes duplas, nas quais dois
guantificadores sdo aplicados, em seqiéncia, a uma funcdo a valores
proposicionais de duas variaveis.

E aqui que a encapsulagdo da quantificacdo simples se faz importante. Esta
transicdo € muito dificil para o aluno, pois o resultado desta encapsulacdo é uma
proposicdo que deve ser considerada como um objeto. Para se alcancar isto, pode-
se aplicar aces sobre o processo. Mas, segundo Asila (1996), “a acao néo pode ser
aplicada sobre o processo antes que este tenha sido encapsulado em um objeto. No
entanto, as construgdes mentais ndo ocorrem numa sequéncia logica simples. De
fato, podem estar ocorrendo trés coisas ao mesmo tempo, inicialmente em uma
combinagdo ndo bem conhecida: a necessidade de criar um objeto (de forma a
aplicar uma a¢ao no processo), a encapsulacao do processo para formar o objeto, e
a aplicacdo de uma acéo naquele objeto”.

As aclOes que podem ser aplicadas, nesse contexto, incluem: negar uma
proposicdo quantificada e refletir, raciocinar a respeito dela (por exemplo:
imaginando diferentes universos de discurso para mesma proposicao).

O processo de quantificagdo simples, que foi encapsulado, gera uma
proposicao, que é considerada como objeto mental, logo passivel de transformacao
pelos processos vistos anteriormente. Isto possibilita a eliminacdo de uma variavel
ao se trabalhar com quantificagbes duplas. Ao analisar uma declaracdo duplamente
guantificada, o estudante pode comecar fazendo uma analise sintatica da
declaracdo de forma a identificar as duas quantificacbes envolvidas: uma
guantificacdo interna sobre uma das variaveis e uma quantificacdo externa sobre a
outra variavel. O resultado da coordenacdo destas duas quantificacdes simples € o
processo de quantificacdo dupla que deve novamente ser encapsulado para se obter
um novo objeto.

Resumindo, as construcfes mentais mais importantes para a compreensao

da quantificagcédo sao as seguintes (Dubinsky, 1997):



- Coordenar duas ou mais proposi¢des ligando-as através de conectivos
I6gicos.

- Generalizar o esquema de funcdo para abranger funcbes a valores
proposicionais.

- Interiorizar a acdo de “percorrer” o dominio de uma funcdo a valores
proposicionais, verificando a verdade ou falsidade da proposi¢céo para cada valor da
variavel.

- Coordenar a conjuncao/disjuncao de proposi¢cées com iterar uma funcéo a
valores proposicionais através de seu dominio e aplicar um quantificador.

- Encapsular o processo de quantificacdo simples para obter uma proposi¢cao
guantificada.

- Coordenar duas instanciacbes de quantificagcdo simples para obter o
processo de quantificacédo dupla.

- Encapsular o processo de quantificacdo dupla para obter uma proposicao
duplamente quantificada.

- Coordenar trés ou mais instanciacdes de quantificacdo simples para obter

guantificac6es multiplas.

Articulando teoria e pratica

A seguir vamos dar alguns exemplos de relacdo entre algumas atividades
propostas na sequéncia de ensino do livro de Fenton e Dubinsky (1996) e as

construgdes mentais apontadas pela analise tedrica (Dubinsky, 1997).

I. No esquema da quantificacdo, uma construcao requerida € a generalizacao
do esquema de funcao para abranger funcfes a valores proposicionais e outra é a
interiorizacdo da acdo de “percorrer” o dominio de uma funcdo a valores
proposicionais, verificando a verdade ou falsidade da proposi¢éo para cada valor da
variavel.

Uma atividade que pode contribuir para estas constru¢cées é proposta no

seguinte exercicio:



“Expresse, na linguagem Isetl, a func&o que aceita um conjunto de inteiros,
determina se o conjunto tem algum elemento divisivel simultaneamente por 11 e por
19, retorna o valor logico verdade se o0 conjunto contém tal elemento e retorna o
valor falso caso contrario. Teste seu cédigo para alguns conjuntos”.

Uma resolucao deste exercicio é apresentada abaixo:

f:=func(X);

BV:=false;

for nin X do

if((n mod 11=0)and(n mod 19=0)) then

BV:=true;

end if;

end for;

return BV;

end func;

K:={209,210,305,187,323};

f(K);

true;

K:={10,210,305,13,21};

f(K);

false;

Nesta atividade, o aluno lida com uma funcdo que aceita um conjunto X como
input (entrada) e retorna como output o valor verdade da proposi¢cao “X contem um
elemento divisivel por 11 e 19”. Este tipo de atividade pode ajudar o estudante a
generalizar o seu esquema de funcdo. Por outro lado, o trecho do cédigo que se
refere a avaliacdo de ((n mod 11 = 0) e (n mod 19 = 0)) para cada n em X consiste
em “percorrer” o dominio X da funcdo proposicional que associa a cada n o valor
I6gico de ((n mod 11 = 0) e (n mod 19 = 0)). Esta atividade pode contribuir para a

interiorizagdo desta acao.

Il. Um exercicio que pode levar a coordenar a conjunc¢do/disjuncdo de
proposicdes com percorrer o dominio de uma funcdo a valores proposicionais e

aplicar um quantificador é apresentado abaixo:



“Considere trés propriedades que um numero natural pode ter:

n € um palindromo (um nimero que coincide com o numero obtido invertendo
0s seus digitos, por exemplo 2552),

n é divisivel pela soma de seus digitos,

n div 100 = n mod 100.

E os trés conjuntos de niumeros naturais:

0 conjunto de numeros de quatro digitos que sdo quadrados perfeitos

0 conjunto de numeros de quatro digitos que sao primos e pares

0 conjunto de nameros de quatro digitos que sao multiplos de 90

(a) Expresse, na linguagem Isetl, fungcdes proposicionais P1, P2 e P3
correspondentes as trés propriedades acima.

(b) Expresse, na linguagem lIsetl, os trés conjuntos D1, D2 e D3 dados acima.

(c) Para cada dupla possivel formada por uma fung¢do e um conjunto, use Isetl
para verificar ($n1 D) P(n).

(d) Idem para verificar (* nT D) P(n)".

Parte da resolucéo desse exercicio é apresentada abaixo *

(a)

D:={1000..9999};

P1:= func(n);

return (n div 2000=n mod 10) and((n div 100)-((n div 1000)*10)=(n div 10-((n
div 100)*10);

end func;

P2:=func(n);

if nin D then

y:= (n div 1000)+((n div 100)-((n div 1000)*10))+((n div 10)-((n div 100)*10)+(n
mod 10);

return n mod y=0;

end if;

end func;

P3:=func(n);

4 0 comando “a div b” fornece a parte inteira do quociente de a por b.



return n div 2100=n mod 100:;

end func;

(b)

N:={1..100};

D1:={x: xin D | sqrt(x) in N};
D2:={ };

D3:={x:xin D | x mod 90 =0};
(c)

exists nin D1 | P1(n);

(d)

forallnin D1 | P1(n);

Nesta atividade o aluno pode, por exemplo, coordenar a disjuncdo de todas
as proposicdes “n € um palindromo”, onde n pertence a D1, com iterar a funcado P1
através de D1 e aplicar o quantificador existencial. Este exercicio também pode ser
visto como facilitador da construgcdo do processo correspondente a uma
guantificacdo simples, a partir o momento em que ele propicia a interiorizacdo da
acdo de percorrer o conjunto de proposicées “n € um palindromo”, n em D1, e aplicar

a quantificacdo existencial.

lll. Problemas nos quais € preciso negar expressdes quantificadas podem
ajudar a encapsulagcdo de quantificagcbes, como por exemplo 0s seguintes
exercicios:

“Traduza cada uma das seguintes orac¢des para a linguagem matemética ou
Isetl, depois formule sua negacéo e a traduza para a linguagem natural’.

A equacdo Xx_ — x — 6 = 0 tem uma solucéo inteira.

Toda solugéo da equagédo x_ —Xx — 6 =0 € um inteiro”

“Uma funcéo f tem limite L em c, se para todo niUmero positivo e existe um
namero positivo d tal que se x esta no dominio de f e O<|x—c|<dentdo | f(x) - L |[<e.
(a) Rescreva esta definicdo para a fungédo f(x) = 3x — 5 e c = 4; (b) Negue o
enunciado dado como resposta ao item anterior.”

Como ja foi mencionado, a encapsulacdo do processo de quantificacdo

(simples ou dupla) é uma construcdo que se reveste de muita dificuldade. O objetivo



é fazer com que o aluno entenda a quantificacéo (simples ou dupla) como um objeto
e, para alcancar este objetivo, pode-se propor que o estudante realize a¢cdes sobre 0
processo de quantificacdo. Nos exercicios acima pede-se ao aluno que realize a

acao de negar enunciados quantificados.

Conclusao

Uma descricdo detalhada de uma implementacé&o da proposta de ensino que
foi objeto de estudo deste trabalho, bem como dos instrumentos de avaliacéo
empregados e dos resultados dessa avaliacdo se encontram em Dubinsky (1997).
Neste artigo, o autor conclui que o aluno que vivéncia a abordagem de ensino
sugerida pode desenvolver alguma compreensdo de quantificacdo e a habilidade
para trabalhar com este conceito, mesmo quando os problemas sdo bem mais
dificeis. O nosso estudo, que incluiu a avaliacdo da proposta através da vivéncia da
mesma por uma de suas autoras (Silva, 2001) nos permite também concluir que ela
pode levar o aluno a uma melhor compreenséao da quantificacdo do que a que ocorre
através do ensino tradicional, no qual esta no¢do € apreendida quase que sem
nenhuma sistematizacéo, ao longo do trabalho com outros conceitos.

Frequentemente o professor ndo destina um tempo necessario para a
compreensao do conceito de quantificacédo; possivelmente, por considera-lo facil ou
intuitivo para o aluno. Quando o estudante se depara com definicbes ou teoremas e
tem dificuldade em compreendé-los, € possivel que esta dificuldade seja devida a
pouca compreensdo acerca da quantificacdo. Um trabalho especifico com oragfes
guantificadas que definem conceitos matematicos, como o de limite de funcao,
funcdo continua, supremo de um conjunto e outros, na forma como € sugerido na
sequéncia aqui estudada, pode levar o aluno a compreender a idéia de quantificacao
e de conceitos matematicos que dependem de quantificacdo, quase que
simultaneamente.

A proposta pode parecer, a primeira vista, bastante dificil de ser
implementada, devido ao uso da linguagem Isetl. No entanto, pelo que observamos,
a dificuldade inicial com a sintaxe dessa linguagem € logo superada, mesmo em se

tratando de um aluno sem nenhuma pratica anterior com linguagens de



programacao. Isto se deve possivelmente ao fato da sintaxe Isetl ser bastante
semelhante a notacdo matematica padrao.

A organizacdo das atividades, em “espiral’”, € uma das caracteristicas
importantes da sequéncia didatica estudada. Esta organizacdo € um reflexo do
reconhecimento de que ndo podemos esperar que 0s alunos aprendam matematica
na ordem logica segundo a qual ela pode ser apresentada. O desenvolvimento da
compreensao € altamente nao linear, repleto de idas e vindas; o aluno desenvolve
uma compreensdo parcial, repetidamente retorna a um mesmo aspecto do
conhecimento de um tema, e periodicamente sintetiza e correlaciona idéias (Asiala,
1996). Assim o trabalho com um determinado conceito ndo se esgota em um
exercicio, no decorrer da sequéncia de atividades retorna-se a ele varias vezes, com
enfoques diferentes e novos aprofundamentos. Isto faz com que o conhecimento se
aperfeicoe, pois analisar uma mesma idéia de formas diferentes possibilita ao aluno
estabelecer relagcdes entre seus diversos significados.

Dubinsky (1997) aponta a necessidade de mais estudos sistematicos sobre o
efeito da sequiéncia de ensino proposta e sugere questdes para pesquisas futuras
nessa area, dentre as quais: Sera que o aluno que passa por essa abordagem de
ensino e apresenta um bom desempenho posterior também faz as construcdes
previstas na andlise tedrica da aquisicdo da quantificacdo que foi utilizada para
fundamentar a proposta? Um estudo sobre implicacédo, seguindo o mesmo modelo
do estudo sobre quantificacdo, pode apontar estratégias pedagogicas que propiciem
a superacao de dificuldades que muitos alunos tém com o conceito de implicacéo?

Finalmente, observamos que a literatura sobre quantificagdo, em nivel
universitario é bastante reduzida. Uma revisao bibliografica dessa literatura, em nivel
pré-universitario, pode ser bastante custosa pois 0s artigos sobre esse tema se
encontram dispersos em publicacbes de varias areas: Educacdo Matematica,

Logica, Linguistica, Ciéncia da Computacéo, etc.
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