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Os alunos da escola basica possuem muitas dificuldades em
matematica, em particular em geometria, pois todo conhecimento, geralmente,
€ transmitido sem muita justificativa, € um processo muito traumatico tentar
aprender todos aqueles teoremas e férmulas. Os assuntos pareciam néo ter
relacdo alguma, como num simples passe de magica...

Esse problema pode ter muitas causas, como: livros inadequados, tipo
de ensino adotado e contexto social no qual o aluno esta inserido que pode ndo
ser motivador a sua permanéncia na escola. A principal delas €, sem duvida, a
abordagem adotada pelos professores, pela falta de dialogo entre os alunos,
entre o professor e 0 aluno e pela auséncia de experiéncias no sentido de
conjecturar, argumentar e comunicar idéias de matematica, oralmente e por
escrito.

O professor, por sua vez, adota essa postura por deficiéncias de
formacdo. Muitos ndo conseguem exprimir 0 seu conhecimento, nao
conseguem formalizar seu raciocinio e, muitas vezes, sequer demonstrar 0s
resultados ensinados por eles préprios em sala de aula ao longo dos anos, ou
seja, nem o professor sabe realmente o que ele tenta ensinar aos alunos. E o
pior, esse sentimento de inseguranca e desconhecimento por parte do
professor é transmitido ao aluno em sala de aula, que passa a sofrer das
mesmas angustias e incertezas.

Por isso achamos que, se os professores passarem por experiéncias de
atualizacdo, por cursos de aperfeicoamento e se, nesses cursos, forem
exigidas provas e demonstracdes de resultados que eles sabem desde longa
data, suas capacidades de expressao e argumentacdo tendem a melhorar,

enriquecendo suas aulas e melhorando-as consideravelmente.



Como afirma Garnica (1996):

“A prova rigorosa € elemento fundamental, se pretendemos entender
como funciona o discurso matematico e como sdo engendradas as concepcdes
gue permeiam a sala de aula de matematica...” (p.10/11)

Entdo, podemos concluir que o topico “demonstracdo” € muito importante
e devendo merecer atencdo especial por todos que se interessam pelo estudo
da matematica, principalmente em curso de licenciatura.

Esta comunicagé&o se originou na minha monografia de final de curso de
licenciatura, sendo feita durante o ano de 2000, com base no trabalho de
argumentagdo e provas do Projeto Funddo do IM-UFRJ e apresentada em
janeiro de 2001.

O trabalho consistiu no acompanhamento do desempenho de
professores de matematica durante o curso de aperfeicoamento do IM-UFRJ, na
disciplina de geometria, realizado no primeiro semestre de 2000. Este curso
teve como livro-texto “Geometria Euclidiana, por meio da resolucdo de
problemas” (Tinoco, 1999)

Os objetivos eram de observar dificuldades dos professores em relagcao
as demonstracfes e avaliar o progresso na argumentacdo dos professores
durante o curso, observando até que ponto o estudo de demonstracbes dos
resultados de geometria e a realizacdo dessas demonstracdes pelos proprios
professores influenciam no desenvolvimento de seu raciocinio, melhorando o
nivel de argumentagdo matematica e de comunicagéo das idéias matematicas.

Para atingir esses objetivos, observei as aulas do curso de Geometria do
Curso de Aperfeicoamento de Professores oferecido pelo IM-UFRJ, observando
duvidas surgidas durante as explicacdes da professora, sugestdes dos alunos
nos momentos de resolucdo de exercicios e alguns dialogos mantidos nos
momentos de discussdo em grupos. Também foram analisadas resolucfes de
listas de exercicios e provas de alguns alunos.

Ao final do curso, resolvi aplicar um questionario a todos os alunos, com

perguntas sobre o enfoque na argumentacéo e o trabalho em grupos, com o



objetivo de obter informacdes de carater subjetivo em relacdo a postura dos

professores.

As atividades exploradas no curso, foram propostas no sentido de
favorecer o desenvolvimento referido acima, além de sistematizar resultados de
geometria ensinados na escola béasica. Todos os teoremas e propriedades
vistos no curso ja eram conhecidos dos professores. A atencédo estava voltada
para as demonstracfes e suas componentes, o reconhecimento da hipotese e
da tese, a nocdo de condi¢cdo necessaria e suficiente, equivaléncias, deducao
de propriedades e, mais amplamente, para a habilidade de expressdo e
argumentacao.

Nas demonstracbes exploradas no curso nao era exigido
necessariamente o aspecto de Prova Formal, contendo todo rigor matematico
necesséario para a validagdo de um novo resultado na comunidade de
matematicos, e mesmo as demonstracdes realizadas pela professora
procuravam ter o aspecto de uma Prova Instrutiva (Hanna 1990).

Uma demonstracdo que se enquadre no tipo das Provas Instrutivas, tem
como funcgéo validar um resultado (ndo necessariamente com grau de rigor e
mecanismos diferentes da Prova Formal), esclarecer e educar o receptor da
prova, em nosso contexto, os alunos-professores. Tem como finalidade
transmitir o maximo de conhecimento ao leitor, tanto no que se refere a
habilidade de encadear raciocinios que, partindo das hipdteses, permitam
alcancar a tese, quanto ao aprendizado dos resultados inerentes a prova, como
assuntos anteriores que valerdo como ferramentas durante a demonstracdo ou
propriedades novas que serdo deduzidas a partir dos resultados
demonstrados. Esta categoria de demonstragcdo, por tentar comunicar da
melhor forma possivel o resultado alcancado, se torna mais eficiente que uma
demonstracéo formal, do ponto de vista pedagdgico. A Prova Formal valida um
resultado enquanto a Prova Instrutiva valida e explica o resultado, mas ambos
os tipos de prova sdo aceitos pela comunidade de matematicos na

apresentacao de um novo resultado em matematica.



Como afirma Steiner (em Hanna,1990):

“... uma Prova Instrutiva faz referéncia a uma propriedade caracterizadora
de uma estrutura mencionada no teorema, ... Isto é, se substituirmos no teorema
um objeto com propriedades diferentes, o teorema desaba. Em maior grau, nés
devemos ser aptos para ver como nd6s mudamos o objeto e como o teorema
muda as respostas.”(p. 10)

Outro autor que trata dos varios aspectos de uma prova € Garnica, (1996)
distinguindo as leituras técnica e critica de uma demonstracao.

A leitura das demonstracdes pelos alunos-professores nédo foi feita nos
moldes da leitura técnica, mas sim, nos moldes da leitura critica. A leitura
técnica se apoia sobre o viés sintatico da demonstracdo e é intrinseca a
producdo de conhecimento matematico feito de forma profissional. A fungéo da
demonstracao nesta leitura seria somente validar o conhecimento gerado, sem
gualquer outra funcéo inerente a demonstracao, afastando-a do caréater didatico
gue ela pode ter, e é justamente esse carater que procuramos. Fazendo-se uma
leitura critica das demonstra¢des poderemos achéa-lo com mais facilidade.

Segundo Garnica (1996), na leitura critica, a demonstracdo assume um
papel de expor um assunto a analise; podemos aprender com ela e néo
somente validar um resultado através dela. Adotando essa postura de leitura,
poderemos ir mais fundo no conteudo a ser demonstrado e ndo so6 chegar a
sua validade como também descobrir propriedades novas e sem duvida
alguma, conhecer melhor aquilo que estaremos validando e ensinando.

Para compreendermos e realizarmos perfeitamente as demonstracdes
dos resultados em geometria, faz-se necessario ter um nivel razoavel de
desenvolvimento e/ ou raciocinio geométrico, além de dominar aspectos
técnicos de logica e da estrutura de uma demonstracao.

A teoria de van Hiele (Nasser, 1998) explica as dificuldades citadas e as
relaciona. Em sua tese de doutorado, realizou um estudo onde sugere que 0
conhecimento em geometria se desenvolve em niveis hierarquicos, do mais
simples ao mais complexo. Os niveis sdo hierarquicos no sentido de que um

aluno s6 avancara um nivel quando dominar totalmente todos os niveis



anteriores. Esses niveis ndo dependem da idade do aluno, dependem das
experiéncias vividas pelos alunos e da forma com que elas foram trabalhadas
em seus estudos.

Os cinco niveis de van Hiele sédo os seguintes:

Reconhecimento: Reconhecimento, comparacdo e nomenclatura das
figuras geométricas por sua aparéncia global.

Anadlise: Analise das figuras em termos de seus componentes,
reconhecimento de suas propriedades e uso dessas propriedades para
resolver problemas.

Abstracéo: Percepcédo da necessidade de uma definicdo precisa, e de
gue uma propriedade pode decorrer de outra. Argumentacédo logica informal
e ordenacdo de classes de figuras geométricas.

Deducdo: Dominio do processo dedutivo e das demonstracdes;
reconhecimento de condi¢cdes necessérias e suficientes.

Rigor: Capacidade de fazer demonstracdes formais. Estabelecimento
de teoremas em diversos sistemas e comparacdo dos mesmos.

Tommy Dreyfus e Nurit Hadas (1987) observaram que uma das razfes
gque vem causando dificuldades em se aprender geometria euclidiana e,
consequentemente, diminuindo seu espaco no curriculo escolar, sdo as
deficiéncias relativas as argumentac¢des logicas, que constituem a esséncia da
geometria euclidiana. Essas dificuldades podem ser transmitidas pelo
professor que, da mesma forma que ndo consegue encadear logicamente seus
argumentos para provar alguma propriedade, certamente ndo usara desse
recurso para validar qualquer teorema ou propriedade em sala de aula,
impedindo o aluno de conhecer e exercitar esse mecanismo tdo importante e
fundamental na matemética. O aluno ficara limitado a decorar formulas, se
tornando incapaz de conjecturar qualquer resultado que porventura surja
durante seus estudos ou em resolucdes de exercicios.

Dreyfus e Hadas formularam seis principios que sintetizam as

dificuldades de iniciantes no estudo de geometria, a saber:



Principio 1. Um teorema néo tem excec¢fes. Uma afirmacdo matemaéatica
€ correta somente quando é correta em qualquer situacao concebivel.

Principio 2. Mesmo afirmacdes Obvias tém de ser provadas. Uma
demonstracdo ndo pode ser construida com base nos aspectos aparentes da
figura.

Principio 3. Uma demonstracdo deve ser geral. Casos particulares nao
sao suficientes para validar uma afirmacéo. Entretanto, um contra-exemplo é
suficiente para negar uma afirmacao.

Principio 4. As suposicbes de um teorema devem ser claramente
identificadas e distinguidas das conclusdes.

Principio 5. A reciproca de uma afirmacao correta ndo € necessariamente
correta.

Principio 6. Figuras complexas sdo constituidas de componentes
basicos cuja identificacdo pode ser indispensavel em uma demonstracao.

A maioria desses principios é de natureza logica, podendo ser aplicados
em qualquer curso de geometria euclidiana. Todos os principios, em diferentes
graus, se encaixam no perfil proposto pelo curso. Por esse motivo, serviram
como parametros teoricos para a analise dos trabalhos dos alunos-
professores.

Os principios considerados mais significativos em nossas andlises séo
os principios 1, 3, 4 e 5. Os principios 2 e 6 nédo se fizeram tdo importantes
porque os professores ja os tinham bem fundamentados, ndo precisando
grandes esforcos para ressaltar as dificuldades retratadas nestes dois
principios.

No trabalho completo, podemos ver comentarios sobre todos os alunos
em todas as listas e provas, mas devido ao espaco, observaremos apenas
alguns exemplos. Os dois primeiros sdo de um mesmo aluno e os ultimos sdo
de outro aluno, tomados em momentos diferentes do curso.

1)

Mostre que uma reta r ndo paralela a um segmento AB equidista de A e

de B se e s6 se contém o ponto médio de AB.




(«<=) hip.: r contém o ponto médio de AB

tese: r equidista de Ae de B

Dem.:

MEr e M é ponto médio de AB, entdo r=med(AB)
= MA=MB.

Nos triangulos APAM e APBM, temos:

PM comum t;
AMP = BMP \VPelo caso LAL, os D's PAM = PBM
AP =PB {/\/
? r é equidistante de A e de B.

- Neste exemplo de demonstracdo, o aluno se prendeu a um caso
particular, assumindo que a Unica reta que pode cortar 0 segmento em seu
ponto médio seria sua mediatriz.

B S e A e i I U

gy

Seja ABCD um retangulo com7AB=a e BC=b, como mostra a figura

abaixo. Os pontos P e Q, assim como R e S, distam x dos vértices A e C,

respectivamente. Que tipo de Quadrilatero € PQRS?
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Este jA é um exemplo de uma demonstracdo correta, onde o aluno
mostra claramente como chegou a cada resultado, apresenta seu raciocinio de
forma organizada e com coeréncia. Outro ponto que merece atencgéo € o fato de
o aluno ter percebido a necessidade de tracar linhas complementares (a
diagonal do poligono) para ajudar a resolver o problema. Observa-se que ele
poderia ter concluido a tese apenas a partir das igualdades OR=PS e QP=RS,
mas optou por ndo usar o fato de que estas igualdades séo suficientes para
PQRS ser paralelogramo e provou isto perfeitamente.

Esses dois exemplos mostram que houve de fato um progresso na
capacidade de argumentacao desse aluno.

Vamos a outra comparacao:

3)

“Considere um triangulo ABC cujo maior angulo seja A e tal que

A N

A=2B . Mostre que o triangulo ABC é isdsceles se e somente se é retangulo.”
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Neste exemplo, podemos constatar que o aluno demonstrou duas vezes

: . CB .
0 mesmo resultado. Outro erro foi confundir — gue é um segmento que mede

a metade de CB,com o ponto médio de CB. Além disso, usou na 22 parte da
demonstracédo, propriedades do triangulo isésceles, ao provar que o triangulo é
isdsceles. Em geral, vemos que o aluno tem dificuldade de expressar por
escrito o que ele esta pensando.

4)

O segmento a’ é a imagem do segmento a por uma rotacao de um

angulo 6, no sentido anti-horario, em torno da origem. Mostre que a e a’ sdo

congruentes.

Seja A(A)B e A'(SB', tal que: OA=OA' e OB=0OB'. B

Se OA até OA' o angulo €6 e de OB até OB' o angulo €0 . &
Preciso provar que: X =Y. A B
Se A'OB o angulo é o, podemos afirmar que : = 2
X+a=y+a=0,logox=y. LT

Pelo caso de congruéncia de tridngulos LAL, concluimos que 1]
0S segmentos a e a' séo congruentes.

Neste exemplo o aluno ja argumenta de uma forma melhor. Ainda comete
alguns erros, aredacao ainda ndo esta totalmente clara, e por exemplo, ndo ha
justificativa para as igualdades OA=0OA’ e OB=0OB’. Mas a forma em que o aluno
desenvolve seu raciocinio ja melhorou significativamente, evidenciando um
avancgo entre essas duas atividades.

Os exemplos dados ilustram o que foi possivel concluir no trabalho: uma
melhora sensivel em expressar oralmente e por escrito o raciocinio; a

seguranca em encarar as demonstracdes e os problemas propostos e uma



familiarizacdo com o processo logico-dedutivo. No entanto, com a pequena
amostra de alunos que observei, ndo pude obter conclusbes de caréater
guantitativo. Alguns alunos ja tinham uma certa pratica em demonstracdes e
sua melhora com o curso, foi uma espécie de “aparar arestas”, outros nao
conseguiram grandes progressos e outros evoluiram muito com o curso.

Também néo foi possivel fazer uma observacdo mais profunda sobre o
trabalho em grupos na sala de aula. Devido a evasédo de alguns alunos e a
mudanca de grupo de outros, por se sentirem mais a vontade com colegas de
outros grupos, nédo pude observar o progresso de alunos de um mesmo grupo
ou a possivel influéncia dos melhores alunos sobre os demais.

Foi formulado um questionario, abrangendo todos os aspectos do curso,
como o estudo das demonstragdes, trabalho em grupos e o que mais 0s
agradaram durante o curso, suas dificuldades e onde eles acharam que
progrediram.

ApOs a leitura das respostas, constatamos que realmente houve
um progresso quanto a postura dos professores com relacdo a argumentacao.

Podemos constatar essa mudanca de postura através de algumas

respostas ao questionério:

“Eu estudei em uma faculdade particular ... nunca tinha tido contato com
demonstracfes. O curso propiciou-me aprender a fazer essas demonstracdes.

No inicio, a maior dificuldade foi justamente as demonstracdes. Eu

nao tinha idéia nem do que era hipotese e tese ... percebi que a geometria

nao é somente um amontoado de férmulas, enunciados e defini¢des. Tudo

esta encadeado...”

“Antes do curso, eu ndo me preocupava muito com as demonstracdes e
sim com os resultados. Com o curso, verifiquei que com as demonstracdes e

entendendo-as podemos chegar a qualquer resultado em geometria.”



“Aplicar resultados sem saber o por qué e sem mostrar ao aluno e exigir

dele (de acordo com o nivel) o minimo de l6gica, nunca mais!”

“Estava acostumada a receber as informacgfes, férmulas prontas, com
esse curso aprendi a exercitar, a deduzir as féormulas, descobri as informacdes
gue antes eram dadas ... as demonstrac@es ajudaram a tirar o vicio de querer

calcular tudo, a ter uma visdo mais ampla e dinamica da geometria.”

“Tive muitas dificuldades nas demonstracdes, pois tinha dificuldade em
falar o que vejo, agora esta comecando a melhorar, no inicio, ndo sabia nem por

onde comecar.”

“Achei muito importante o estudo das demonstracbes, a maneira de
formulacdo correta da proposicdo a ser provada; a escolha de argumentos
necessarios e aderéncia rigorosa das regras da logica no desenvolvimento da

prova.”

“Tive muitas dificuldades. Foi a primeira vez que recebi aulas de
geometria. O meu pensar em geometria ficou menos intuitivo com o aumento do

conhecimento, ou seja, 0 conhecimento permite a comprovacao das intuicdes.”

“O que mais me agradou no curso foi a forma mais préatica de se tratar
alguns assuntos em geometria, em que nos facilita a trabalhar com nossos
alunos. A parte das demonstra¢cfes também é importante, pois nos faz ver a

geometria de uma forma mais ampla.”

Levando em conta exemplos como os citados e as declaracdes
transcritas, acreditamos que os professores poderdo trabalhar de forma
satisfatéria com seus alunos, de modo a inicia-los no processo dedutivo da
geometria euclidiana. Alguns deles poderdo mesmo chegar a dominar este

processo, ou ao menos, compreender, construir e até avaliar demonstracdes.
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