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Um dos objetivos incluidos nos planejamentos de quase todos os professores de
matematica € “desenvolver o raciocinio l6gico” . Apesar disto, os alunos passam pela
escola sem vivenciar atividades que desenvolvam esse tipo de raciocinio ou que 0s
preparem para o dominio do processo dedutivo.

Isto vem sendo observado em todos os niveis de escolaridade, inclusive entre
alunos universitarios de matematica, ou ainda, entre professores de matematica em
exercicio.

O tipo de ensino ministrado na maioria das escolas, com os alunos recebendo as
informacdes prontas, repetindo afirmacdes e procedimentos sem significado nem relagéo
com o seu dia-a-dia, sem incentivo ao questionamento ou as explicagbes é um forte
elemento motivador desta situacao.

A comunidade internacional de Educacdo Matematica vem reconhecendo a
importancia desse fato. Assim, a investigacdo sobre “argumentacdo e provas no ensino
da matemética” recebe atencdo cada vez maior dos pesquisadores e constitui atualmente
uma linha de pesquisa marcante, sempre presente em congressos e publicacdes da area.

Grande parte das pesquisas internacionais neste campo foram relatadas por Hanna
e Jahnke (1996), no capitulo intitulado ‘Proof and proving’, do “International Handbook of
Mathematics Education”, (pp. 877-908). Nele séo citadas pesquisas sobre as funcdes da
prova (Hanna, 1990; de Villiers, 1990), os tipos de prova aceitos por matematicos e por
educadores matematicos (Bell, 1976; Balacheff, 1988; Davis, 1993), além de
investigacOes sobre os progressos do raciocinio dedutivo (Hersch, 1993; Hoyles, 1997).

Uma prova pode ter varias fungcdes. A mais conhecida € a de validar um resultado,
isto é, comprovar que é verdadeiro. Essa fungdo é, sem duvida, fundamental na
Matematica, mas nem sempre € motivadora para alunos da escola basica. Essa funcao
adquire significado especial quando ha alguma duvida, ou seja, quando € preciso validar
ou refutar uma conjectura. Além disso, de acordo com Hanna and Jahnke (1996),

“Estudos recentes confirmam que € crucial para o professor tomar parte ativa
em ajudar os estudantes a compreender porque uma prova € necessaria, e
guando ela é valida”. (p. 887)
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Outra funcdo da prova é a de explicar ou elucidar, isto é, mostrar porque o
resultado € verdadeiro. Algumas provas sdo perfeitamente aceitas, mas ndo esclarecem
0 motivo pelo qual a afirmativa vale. Por exemplo, as provas por absurdo, ou as provas
por inducéo. Segundo de Villiers (1991),

“Em vez de enfatizar na prova apenas seu papel de verificagdo, a fungao mais

fundamental da prova como meio de explicacédo deve ser explorada, a fim de

apresentar a prova como uma atividade significativa para os alunos”.

(p.261)

Alguns pesquisadores, como Bell (1976), enfatizam a funcdo da prova de
sistematizar, isto é, preparar para o dominio do processo dedutivo. O aluno vai se
familiarizando com as estruturas da matematica, realizando provas simples ou
acompanhando demonstragdes feitas pelo professor. Para isso, o professor deve deixar
claro para os alunos as dificuldades encontradas, e o motivo de certos passos da
demonstracéo.

Também ¢é preciso ter em mente que Varios tipos de raciocinio, além do dedutivo,
sdo importantes para a atividade matematica.

“Nao se deve esquecer o papel dos argumentos substanciais nas fases de
procura e validacdo de conjecturas na resolucdo de problemas ... os
argumentos analiticos, caracteristicos da prova matematica, ndo sdo os Unicos
usados entre 0s matematicos profissionais. Esta forma de raciocinio é
freqientemente estéril, mesmo um obstaculo, na fase de criacdo e descoberta
da resolucdo de problemas, onde formas de argumentacdo substancial,
particularmente indugdo empirica e analogia, sdo permitidas, € mesmo
necessarias”. (Godino e Recio, 1997, p.318)

A presente pesquisa mostrou que tais tipos de raciocinio sdo desenvolvidos por meio
de um trabalho continuo, incentivando o aluno a explicar, argumentar, conjecturar,
analisar solu¢des, enfim, organizar e comunicar suas idéias. Neste sentido, Bell cita ainda
as funcdes da prova de descoberta (a descoberta de novos resultados) e comunicagao

(a transmisséo do conhecimento matematico).

Godino e Recio (1997), investigaram os sentidos que a prova adquire nos diversos
contextos institucionais e individuais e a repercussao disto no processo ensino-
aprendizagem.

“A superposicdo de diferentes sentidos institucionais e matematicos da prova é
também observada em diferentes niveis de ensino, 0 que pode explicar
algumas dificuldades e conflitos cognitivos dos estudantes”. (p. 313)

A analise dos tipos de prova € importante para o seu estudo sob o ponto de vista

do ensino de matematica.



Para os matematicos, toda prova deve ser formal, na qual é essencial o rigor
l6gico dedutivo. No entanto, para os alunos em geral, este tipo de prova é quase
inacessivel. Alguns pesquisadores como Hanna (1990), e Balacheff (1998), salientam a
importancia da prova ingénua, que pode ter diversos niveis de rigor, dependendo da
idade e do ano de escolaridade do aluno que a apresenta. Rezende e Nasser (1994)
também encontraram em sua investigacdo 0s seguintes tipos de prova: justificativa
pragmatica, na qual a veracidade de uma afirmativa se da com base em apenas um ou
alguns casos particulares; recorréncia a autoridade, em que o aluno afirma que o
resultado é verdadeiro porque o professor falou, ou porque esta no livro texto; exemplo
crucial, na qual o aluno desenvolve um raciocinio de carater bem geral, embora apoiado
em um exemplo e justificativa gréafica, que tem uma figura como base.

Dependendo da faixa etaria e do nivel de raciocinio dos alunos, o professor deve
aceitar, e até mesmo estimular justificativas desses tipos, como parte do processo de
construcdo do raciocinio dedutivo.

“A prética frequente pelos alunos da argumentacdo, da justificacdo das
proprias afirmagbes e da procura de uma explicagdo em defesa das
conjecturas que formulam, no decorrer das atividades de investigagéo,
constituem modos validos para melhorar o seu discurso matematico e as
formas de exprimir os seus raciocinios” (Veloso, 1998, p. 360).

O presente trabalho foi desenvolvido por um grupo do Projeto Fund&o do Instituto
de Matemética da Universidade Federal do Rio de Janeiro, contando com a participagado
de professores de ensino fundamental e médio e de licenciandos® e tendo como base a
pesquisa desenvolvida na Inglaterra pela Dra. Celia Hoyles (1997).

Os primeiros experimentos realizados em turmas cujos professores ndo tinham
uma pratica voltada para a argumentacdo, com questdes do teste utilizado por Hoyles,
mostraram que os alunos ndo eram capazes de justificar qualquer afirmagao, por mais
simples que fosse, tanto no campo geomeétrico como no algébrico.

A realidade hoje mostra que a maioria dos estudantes ndo esta aprendendo a
raciocinar e comunicar suas idéias quando estuda matematica. Além de ndo ver uma
ligacdo significativa do conteado com sua vida, eles apenas repetem os modelos dados
pelo professor ou aplicam formulas, e em nenhum momento sdo levados a questionar

uma resposta obtida, ou mesmo verificar se ela é coerente com a pergunta do problema.
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Contribui para esse quadro a crenca de grande parte dos professores de
matematica em que, para trabalhar com esta disciplina, ndo é importante a lingua
materna.

Nos estudos desenvolvidos pelo grupo, partimos do pressuposto de que a habilidade
de argumentar deve ser trabalhada desde as primeiras séries, para que o aluno mais
tarde seja capaz de defender um ponto de vista proprio, seja huma conversa informal, ou
numa guestao de matematica.

Neles foram utilizadas algumas estratégias, que se mostraram eficientes no
desenvolvimento da habilidade de argumentacdo, em turmas desde a 52 série do ensino

fundamental até o final do ensino médio.

Apéds tentar resolver uma tarefa individualmente e de ouvir a explicacdo do
professor, os alunos trabalham em grupos, discutindo solu¢cdes para 0 mesmo
problema.

Exemplo

O quociente de dois numeros naturais € 1.
Qual é a diferenca entre eles? Justifique.

A maioria dos alunos de 5% série concluiu corretamente, embora raciocinando a partir
de casos particulares, ou mesmo supondo que ambos 0s numeros séo iguais a 1. Apos a

discusséo, o nivel de justificativas corretas melhorou em 40%.

Avaliar justificativas apresentadas por outros estudantes.
Esta estratégia foi por vezes prejudicada pela falta de habito dos alunos com a auto-
avaliacdo, mas em geral produziu resultados surpreendentes.

Exemplo

A soma dos angulos internos de um trapézio € 360° .
Justifique esta afirmagao.

Muitos alunos ainda mostraram dificuldade, ou particularizaram. Para provocar a
discusséo sobre os erros cometidos e desenvolver a capacidade de analise dos alunos,

apos a resolucao individual, a atividade foi desdobrada como se segue.



A seguir estdo algumas das justificativas apresentadas pelos estudantes.
Considerando estas justificativas, responda:

1. Qual justificativa é mais parecida com a que vocé daria?
2. Qual justificativa € melhor para explicar a um colega?
3. Para qual justificativa seu professor daria melhor nota?
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a+b=180° .
d+c = 180° Cada triangulo tem:
60° + 60° + 60° = 180°
Entdo a+ b+ c+d=360° L
Como séo dois triangulos:
Obs: angulos correspondentes 180° x 2 = 360"
S&0 congruentes.
C) D)
NOs ja vimos que a soma dos angulos inter- Cada triangulo tem 180° .
nos de um quadrilatero é 360°. Dividindo essa figura em dois triangulos,
O trapézio é um quadrilatero. Entdo, a soma obtemos 360°.
dos angulos internos de um trapézio é 360°.

Propor problemas do tipo desafio, que requerem raciocinio légico, néo
importando o tépico que esteja sendo abordado.
Este tipo de atividade, mais adequada a alunos do final do ensino fundamental e do
ensino médio, propicia a organizagao de hipéteses e o habito de analisar possibilidades e
suas implicacdes.
Exemplo

Sobre a mesa ha 4 cartdes. Cada um deles
tem uma figura geométrica em uma das faces e
um namero natural na outra.

Carlos disse a Artur: 2 O A 3
“Estes cartbes seguem uma regra: sempre que,
numa face, houver um numero par, na outra, ha
um tridngulo”.

Artur quer ter certeza de que Carlos disse a verdade.

Que cartdo ou cartbes Artur tera que virar para verificar isto? Justifique.




O mesmo problema é proposto tanto a estudantes que ja aprenderam o
conteudo matematico correspondente, quanto aqueles que ainda néo
adquiriram esse conhecimento, a fim de observar a variagcdo de formas de
argumentacéo.

Exemplo

Observe a sequéncia:
2,5,8,11, 14, 17, 20, 23, 26.
a) Se vocé quiser continuar a sequiéncia, que namero vocé escrevera depois do
267
b) A partir de um termo qualquer da sequéncia, que operacdo aritmética vocé deve
fazer par obter o termo seguinte da sequéncia?
c) Escolha um termo dessa sequiéncia (com excecdo do 1° e do Ultimo). Determine
o termo anterior e 0 sucessor desse numero na sequéncia.
Que operacao aritmética vocé fez para determinar cada um?
Determine a média aritmética entre os termos encontrados.
O que vocé observou?
Isso vai acontecer se vocé escolher outro termo?
Explique por que isso ocorre.
d) Considere o niumero 14 da sequéncia e escreva dois pares de numeros que
distem igualmente dele e que também sejam da sequéncia (por exemplo: o 2°
termo antes e o 2° termo depois do 14, o 3° termo antes e o 3° termo depois do 14):

e , e

A seguir, determine a média aritmética dos nimeros de cada par.

e) Faca o mesmo que vocé fez no item (d), considerando agora o numero 17.
f) O que vocé observou nos itens (e) e (f)? Explique.

Este problema foi aplicado em uma turma da 82 série, que nao tinham estudado
progressdes, e em turmas do 1° e do 3° ano do ensino médio.

Nas respostas dadas pelos trés grupos de alunos, constou-se que nenhum usou
explicitamente a propriedade das progressoes. A justificativa algébrica so6 foi apresentada

por alunos do 3° ano do ensino médio.

Uso do computador (geometria dindmica) para verificar se uma afirmativa é

verdadeira ou falsa. Depois de convencidos da verdade (ou n&o), os alunos

sdo levados a justifica-la, ou a procurar um contra-exemplo.

A observagdo de componentes da figura que se mantém invariantes mediante
deslocamentos efetuados com ajuda de softwares propicia ao aluno perceber passos
importantes da demonstragéo.

Exemplo classico, experimentado com professores (teorema de Varignon)



“Que tipo de quadrilatero fica formado quando se ligam os pontos médios dos lados
consecutivos de um quadrilatero qualquer?”
Variando-se o vértice B, e mantendo-se os
A demais fixos, é possivel observar o parale-
lismo entre MN, AC e PQ. O mesmo
acontece, variando o vértice D.
Tais observagbes facilitam em muito a

conclusao do teorema de que PQMN é um

paralelogramo.

Atividades que ajudam a diferenciar a hipétese da tese de uma afirmativa.

No trabalho com alunos do 3° e 4° ciclos, apés longo periodo de atividades de
argumentacao informal, os alunos foram capazes de realizar demonstracdes, precedidas
sempre pela identificacdo da hipotese e da tese. Atividades explicitamente voltadas para
isto tém sido realizadas em cursos de formagé&o de professores e de especializagéo.
Exemplo de questdo do Exame Nacional de Curso de Matematica de 1998, usada com

alunos do primeiro ano da UFRJ e com dois grupos de professores do ensino basico.

O losango € um quadrilatero que tem os quatro lados iguais. A partir
desta definicdo, pode-se demonstrar a seguinte afirmacéo:

Ter diagonais perpendiculares é uma condi¢do necessaria para que
um quadrilatero seja um losango.
a) Enuncie esta afirmacdo sob a forma de um teorema do tipo “se ... entao”.
b) Demonstre o teorema enunciado no item (a).
¢) Enuncie a reciproca do teorema enunciado no item (a) e decida se ela é ou
nao verdadeira, justificando a sua resposta.

Erros como: demonstracdo errada, troca do teorema pela reciproca e justificativa

da reciproca com exemplo errado apareceram em todos 0S grupos.

Além dos aspectos especificos de conteddo de matematica e de ldgica, aspectos
metacognitivos como falta de confianca em si mesmo, incapacidade de auto-avaliagéo e
crenca nha pouca importancia da lingua materna para o trabalho em matematica séo
fatores que prejudicam a superacdo das deficiéncias. A prépria concepcado dos
professores do que seja um trabalho em geometria € um obstaculo. O mesmo se observa
em relagéo a algebra. A atividade algebrica na escola basica, restrita ao treinamento de

procedimentos de manipulacdo de expressoes e regras de resolucdo de equacdes, sem



nenhum significado para os alunos, os impede de recorrer aos recursos algébricos nas
atividades de generalizacdo e de argumentacéao.

Dois exemplos ilustram a afirmagé&o acima.

1) “A soma de dois numeros pares € um numero patr.

Diga se esta afirmacéo € verdadeira ou falsa, justificando.”

Todos os alunos responderem que a afirmacao era verdadeira mas as justificativas,
guando existiam, se limitavam a alguns exemplos particulares (justificativa pragmatica).
Nem entre os alunos do nivel médio, apareceu a representacdo algébrica de um namero

par (2p, 2m,..).

2) “A soma de trés numeros naturais consecutivos é um mdultiplo de 3. Justifique.”

Por sugestdo do professor, alguns tentaram representar algebricamente a soma
dos trés niumeros consecutivos. Respostas como: 1x + 2x+ 3x e 4x + 5x + 6x mostram a
falta de significado atribuido por esses alunos a linguagem algébrica, o que os impede
muitas vezes de usar a linguagem algébrica para argumentar ou os levam a errar quando

tentam.

Este trabalho levou o grupo a algumas conclusoes.

E necesséario um trabalho continuo durante um longo periodo para que haja um
progresso sensivel no nivel de argumentacéo dos alunos.

A habilidade de argumentar e provar resultados de um certo campo da matematica
como, por exemplo, o geométrico, ndo se transfere para os outros campos, como 0
numerico e o algébrico.

O trabalho frequente com problemas-desafio que envolvem um raciocinio légico,
mas ndo estdo diretamente ligados a conteddos matematicos favorece o
desenvolvimento da habilidade de argumentar e de demonstrar resultados
matematicos.

O desenvolvimento das habilidades de argumentacédo e prova em matematica esta
estreitamente ligado ao dominio da lingua materna e a atribuicdo de significado aos

conteudos matematicos pelos alunos.
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