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1.0 - INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, o avanco tecnoldgico e a disseminacdo cada vez maior dos
computadores em diversos seguimentos da sociedade, em especial na educacéao,
tem sido alvo de muitos trabalhos, pesquisas e discussfes. Frente a essas novas
tecnologias o desafio que se tem €, como dominar, adaptar e utilizar essas novas
tecnologias no ambito educacional e, em particular, no ensino da matematica. Nesse
sentido o presente trabalho tem como objetivo propor a utilizacdo do software
Maple® (versdo V) na disciplina de Calculo, em especial, no que tange ao
desenvolvimento de procedimentos (programas) no Maple que geram animacgdes
gréficas de planos tangentes ao grafico de uma funcéo z = f(x, y) em diversos pontos

de uma regido R do plano contida no dominio de f, onde f é uma funcédo de duas
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variaveis dotada de derivadas parciais primeiras, +- e 7; , continuas em R.

2.0 - FUNDAMENTACAO TEORICA

Para fundamentar o estudo baseamo-nos em conceitos do Célculo Diferencial tais
como: derivadas parciais, derivadas direcionais, gradiente. Além disso foram
consideradas, a teoria de situagfes didaticas de G. Brousseau (1986), a nocao de

jogo de quadros de R. Douady (1986) e a transposicéo informatica.

2.1 — Situagdes Didéticas

Guy Brousseau (1986) prop0s uma modelizacdo do processo da aprendizagem sob
forma de situacfes didaticas desenvolvidas a partir da classificacdo em trés tipos de
interacédo do aluno com o saber em jogo:

1) Situacdes de Acédo; 2) SituacOes de formulacdo; 3) Situacfes de validacao.
Uma situacdo didatica é, segundo Brousseau (1986), o conjunto de relagbes
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estabelecidas explicita e/ou implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos,
um certo meio (contendo eventualmente instrumentos ou objetos), um sistema
educativo (o professor) para provocar a aquisicdo de um saber constituido ou em
constituigao.
Para analisar o processo de aprendizagem sob forma de teoria de situacdes
didaticas, Brousseau (1986) desenvolve as interacdes (acdo, formulacdo e
validacéo) nas seguintes noc¢des ou dialéticas:
Dialética da situacdo de acdo: Consiste em colocar 0 aluno numa situacao
de acado, onde a intervencao do professor € de certa forma controlada, pois
este ira interferir apenas em momentos especificos, de modo a provocar uma
aprendizagem por adaptacédo. Nessa altura o aluno exprime suas escolhas e
decisdes por acao sobre a influéncia do meio.
Dialética da situacdo de formulagdo: Situacdo em que o aluno troca
informacBes com uma ou varias pessoas. E o momento no qual o aluno ou
varios alunos explicitam por escrito ou oralmente as ferramentas utilizadas
para a solucéo.
Dialética da validacdo: E a etapa em que o aluno deve provar que o modelo
criado por ele, € vélido. O objetivo principal da situacdo de formulacdo € a
comunicacao linglistica, em quanto na validagéo € o debate sobre a certeza
das assercoes e interacbes com o0 meio, verificando a verdade das assercdes
formuladas no momento da acéo e da formulagao.
Institucionalizagcdo - fase na qual o professor fixa convenientemente e

explicita o estudo cognitivo do saber.

2.2 —-Jogo de Quadros

A Nocéo de jogo de quadros foi introduzida na didatica da matematica por Regine
Douady (1986) para tornar explicito que uma das caracteristicas importantes da
Matematica é a capacidade de mudanca de ponto de vista, de traducdo de um
problema de um quadro para outro, com a finalidade especifica de acessar outras
ferramentas de resolucdo que as inicialmente previstas.

Um quadro é constituido segundo Douady, de ferramentas de uma parte da
Matematica, de relacbes entre objetos, de suas formulacdes eventualmente

diferentes e de imagens mentais associadas a essas ferramentas e relagdes.



O conceito de planos tangentes a superficies, por exemplo esta situado em pelo

menos quatro quadros:

Geomeétrico
(representagéo
gréfica da funcéo)

Algébrico PLANOS Célcu.IO integral
(equagoes) TANGENTES (aplicacoes)
Informatica
(algoritmo)

As nocdes de registro que descrevemos a seguir e a de jogo de quadros de Douady
sdo o0s conceitos didaticos que mais influenciam no processo experimental do
presente estudo, colocando o aluno em situagcdes de acédo, formulacdo e validacao,
isto €, tomando como base a modalidade de processo de aprendizagem proposto
por Brousseau (1986).

2.3 — Nocdes de registro e ponto de vista

A nocdao de registro pode ser entendida na Matematica como forma de identificar ou

representar objetos matematicos. Segundo Almouloud (1997), para trabalhar com a

Matematica, ensinar e aprender Matematica, € necessario saber:
gue uma nocado mateméatica funciona em varios registros (denotacao),
identificando-a;
identificar objetos matematicos e/ou mudar de quadro.

Apoiado em Marc Rogalski, Almouloud sugere quatro aspectos que podem ser

levados em consideracéo, a saber:

1. Para aprender um conceito matematico é necessario saber em quais dominios
ele funciona e compreender varios pontos de vista ligados a esse saber,

2. Provar teoremas ou resolver problemas, mudar de quadro, bem como escolher o
registro de representacao, muitas vezes se faz necessario;

3. As vezes é importante saber distinguir um conceito e sua representacdo num
registro. Para isso torna-se muito util dispor de varias representacdes desse
saber nos diferentes tipos de registros;

4. Para passar de conhecimentos ja adquiridos a novos conhecimentos, é

necessario, as vezes, mudar de um quadro no qual os conhecimentos novos néo



tém ainda sua colocacédo, para outro quadro onde eles intervém naturalmente
(eventualmente como ferramenta de resolucdo) e operar, depois, uma
transferéncia.
Nesse contexto, a fim de melhor compreender o estudo de planos tangentes a
superficies, talvez seja necessario:
fazé-lo funcionar sobre varios quadros ou pontos de vista, digamos: geométrico
(graficos tridimensionais); algébrico; informético e tedrico.
. . .. 1Geométrico
olh&-lo sob dois pontos de vista: | o
i Algébrico
Simbolico

. : : i
representad-lo nos dois registros: | L.
1 Grafico ou desenho

Muitas vezes, no ensino vigente, esses aspectos ndo sao levados em consideracao,
e muitos alunos sdo geralmente presos ao registro de férmulas. Em particular, eles
tém dificuldades de lidar com termos de registros simbdlicos, bem como com nogdes

de apreensao perceptiva e operatoria de objetos geométricos.
2.3 — Transposicao Didética

O conceito de Transposicao Didatica foi introduzido na didatica francesa por Michel

Verret e desenvolvido por Yves Chevallard (1991), que o define como: “O conjunto

de transformacgdes que sofre um saber sabio com a finalidade de ser ensinado”.

Distingue-se bem do saber “sabio” o saber “ensinado” na definicdo de Chevallard,

guando Brousseau situa o processo da Transposicdo Didatica em trés etapas a

saber:

1) trabalho dos matematicos - o conhecimento matematico puro é geralmente
descontextualizado;

2) trabalho dos alunos - o aluno precisa receber esse mesmo conhecimento
matematico puro, porém de forma adaptado ao seu nivel cognitivo e, sobretudo,
a sua cultura;

3) trabalho do professor - o professor € responsavel por essa adaptacao, isto é, o
transformador do saber “s&bio” em saber “ensinado”.

Almouloud (1997) faz-nos lembrar que descontextualizacdo do saber é fazer
abstracdo das condi¢des particulares que deram um sentido a esse saber com

objetivo de ressaltar os conceitos subjacentes e integra-los num modelo coerente. E



recontextualizar um saber é coloca-lo em situagfes artificiais para dar um sentido
aos novos conceitos.

Balacheff (1994) ao se referir da Transposi¢do Didéatica enfatiza o trabalho sobre o
conhecimento, permitindo sua representacdo simbolica e o desenvolvimento dessa
representacdo por um dispositivo informético.

Nessa linha, ao avaliar via Maple se existem as vantagens de um enfoque
computacional, também se faz necessaria a passagem do universo Maple ao
universo papel-e-lapis ou vice-e-versa. Esse aspecto é sustentado pelo método de
transposicado didatica em meios informatizados o qual Ballacheff (1991) chama
transposicdo informética. Portanto, esse trabalho envolve ainda a transposicéo
informatica, pois, trata-se de situacfes relativas ao Ensino Interativo Auxiliado por
Computador (EIAC).

3.0 - METODOLOGIA

Para o desenvolvimento dos trabalhos utilizamos uma metodologia baseada em
realizacbes didaticas em sala de aula, isto é, na concepcdo, na realizacdo, na
observacdo e na andlise sequencial de atividades de ensino (Artigue, 1988), com
suportes teéricos fundamentados nos conceitos de derivadas parciais, derivadas
direcionais, gradiente, teoria de situacdes didaticas, nocdo de jogo de quadros e na
transposicdo informatica. Antes de qualquer atividade usando Maple, os alunos
precisam ter o conhecimento e o dominio dos principais recursos desse software
isso é feito, em geral, em cursos e minicursos extracurriculares. Apos terem o
contato, com a teoria das derivadas parciais, planos tangentes, gradiente, vetor
normal entre outras, nas aulas tradicionais, os alunos sdo em seguida orientados
para implementarem no Maple os conceitos discutidos em sala de aula, afim de
visualizacdo e interpretacdo grafica desses conceitos de forma dinamica, utilizando
o Laboratério de Pesquisa em Ensino e Aprendizagem da Matematica-LAPEM. Isso
0 que ocorre em geral nos horarios predestinados para as aulas praticas da
disciplina. Finalmente sdo desenvolvidos os procedimentos capazes de permitirem a
“plotagem” de uma superficie que é o grafico de uma funcéo z = f(x, y) e, um plano
tangente a mesma, que por meio de animacéo “desliza” tangencialmente sobre a
superficie em diversos pontos do gréafico, imagens da funcdo em estudo, definida

em uma regido do plano.



4.0 - EXPERIMENTO
A titulo de ilustracdo, destacamos a seguinte situacao-problema, que com base a
transposicdo informética, permite uma visdo abrangente do estudo do plano
tangente:
dada a funcdo f:R*> <R definida por f(x,y )= —x2-y2 (cujo o0
grafico € um paraboldide). Desenvolver um procedimento no
Maple capaz de “plotar” o grafico de f e realizar animagdes graficas
do plano tangente a esse grafico em diversos pontos de seu

dominio, em particular em uma curva definida sobre a superficie do
gréfico.

A implementacdo de problemas dessa natureza utilizando o Maple esta
fundamentada na nocao de jogo de quadros, transposicao informatica, nos conceitos
de célculo diferencial e integral bem como no conhecimento dos principais recursos
do Maple e de sua linguagem de programacao.
Para a resolucdo desse problemas consideramos o0s seguintes aspectos
fundamentais:
modelo estatico — consiste na implementacdo no Maple, dos elementos a serem
utilizados na resolucao do problema; tais como: o grafico (superficie) de f, uma
curva sobre a superficie (caminho percorrido pelo plano tangente ao longo da
superficie) e o plano tangente.
definicdo dos pontos — conjunto de pontos utilizados para definir o caminho
percorrido pelo plano tangente. Para o problema em discusséo, tal conjunto
consiste em uma curva parametrizada sobre a superficie.
construcdo da animagédo — consiste na reunido dos elementos acima, dispostos
numa certa sequéncia logica (o procedimento em si, usando a linguagem de
programacao do Maple), capaz realizar a construgdao da animacao do plano
tangente sobre a superficie sem qualquer ambiguidade.
andlise dos resultados —verificagdo de possiveis erros de programacdo que
podem interferir nos resultados esperados.
O programa implementado no Maple que resolve o problema acima encontra-se em
anexo. O referido programa é compilado pelo Maple e, em seguida executamos o
programa (Planotan), como um comando interno do Maple, utilizando a seguinte
sintaxe: Planotan(-x"2-y"2,x=-2..2,y=-2..2,[sin(t),cos(t)],t=0..2*Pi);



5.0 - RESULTADOS

A execucdo do programa em anexo que resolve o problema acima resulta no grafico
abaixo (fig. 1), a qual descreve a composicdo da superficie do grafico de f(x,y)= -x*
y2, da curva parametrizada (nesse caso um circunferéncia) e do plano tangente.
Para se ter uma nocdo de como a animacdo é visualizada no Maple colocamos
abaixo (fig.2), as diferentes configuragbes do plano
tangente ao longo da curva.

Os resultados obtidos nessa atividade mostram que 0s

recursos de programacao no Maple podem servir como

uma poderosa ferramenta no processo de

fig.1

estruturacdo, aplicacdo e visualizacdo dos conteudos
de Calculo. Para que o procedimento de animacdo do plano tangente sobre a
superficie esteja bem definido e ndo contenha os chamados “bugs” € necessario ter
um completo dominio das técnicas de programacdo bem como o dominio dos
tépicos de Calculo envolvidos nas atividades.
Ao utilizarem os conteddos discutidos em sala de aula na constru¢cdo das
animagdes, usando o Maple, os alunos encontram, num certo sentido, uma
aplicacao de tudo o y H,u‘ A
que foi aprendido e, | : \ '; S | s
ao mesmo tempo,
exercitam tais
conhecimentos. O | ;?"'"'a | ""ﬂ"&
resultado final é a e SR
visualizacdo gréfica
de onde podem
ainda ser extraidas
mais informacdes | r ;_ Y | A s,
de certa forma ' - .
impossiveis de

caracteriza-las na lousa.



6.0 - CONCLUSAO

Sem duvida nenhuma, dado ao avanco tecnoldgico, € preciso ampliar cada vez

mais as pesquisas relacionadas com o0 uso do computador no ensino da
Matematica. Frente a esse novo paradigma 0s estudantes se sentem seguros e
motivados, mesmo que os trabalhos implementados em ambiente computacional
sejam localizados, ou seja, baseados essencialmente nos aspectos de estudos de
caso. Pois, além dos conceitos matematicos discutidos, os estudantes aprendem
indiretamente diversos recursos computacionais necessarios nas suas vidas
académicas, além de servirem de suportes para prosseguirem seus estudos a nivel

de pos-graduacéo.
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ANEXO

O procedimento Planotan abaixo realiza a animacao do plano tangente ao grafico de
uma funcéo z=f(x,y), ao longo de uma curva tracada no grafico de f.

A sintaxe do comando € dada por

> Planotan(f,x=a..b,y=c..d,[g(t),h(t)],t=e..f,0ps)

onde,

f - expressédo ou funcdo de duas variaveis

x=a..b - variacdo de x (a e b devem ser valores numéricos)

y=c..d - variagdo de y (c e d devem ser valores numericos)

[a(t),h(t)] - parametrizacdo da curva sobre o grafico

t=e..f - variagdo do parametro t (devem ser numéricos)

ops - opc¢Oes gréficas que podem ser: grid, frames, numpoints(relativo a curva), view
e style.

Planotan:=proc(func::{algebraic,procedure},xrange::name=range(constant),yrange::n
ame=range(constant),curva::list(algebraic),trange::name=range(constant))local

> X, ¥,t, s, 0p3, vartl, vart2, F, opl, op2, k, al, a2,g, funcl, func2, a3, op4, op5;

> x:=op(1,xrange);

> y:=op(1,yrange);

> t:=op(1,trange);

> if type(func, procedure) then

> if nops({op(1, evalf(func))})=2 then
> if nops(indets(func(x,y), name) minus indets(func(x,y), constant) minus {x,y})=0
then

> F:=func

> else ERROR('a fungéo possui parametros desconhecidos’)

> fi;

>  else ERROR("a funcao deve ser definida com duas variaveis)

> i

> else

> if nops(indets(func, name) minus indets(func, constant) minus {x, y})=0 then

> F:=unapply(func, x, y);

>  else ERROR(‘a expressdo da funcdo possui parametros desconhecidos, ou o
nome das variaveis nao corresponde com a variagao);

> i

> fi;

> if nops(curva)<>2 then

> ERROR(a parametrizacdo da curva deve possuir apenas dois argumentos’);
> fi;

> if nops(indets(curva, name) minus indets(curva, constant) minus {t})>0 then

> ERROR( a parametrizacdo da curva possui parametros desconhecidos’);

> fi;



> opl:=[25, 25];
> 0p2:=20;
> 0p3:=50;
> op4:.=wireframe;
> OpP5:=XXX;
> vartl:=op(1, op(2, trange)); vart2:=op(2, op(2, trange));
> funcl:=unapply(op(1, curva), t); func2:=unapply(op(2, curva), t);
> if nargs>5 then
for k from 6 to nargs do
if op(1, args[k])=grid and type(op(2, args[K]), list(posint)) then
opl:=op(2, args[k])
elif op(1, args[k])=frames and type(op(2, args[k]), posint) then
op2:=op(2, argslKk])
elif op(1, args[k])=numpoints and type(op(2, argsl[k]), posint) then
op3:=op(2, argslK])
elif op(1, args[k])=style then
op4:=op(2,args[k])
elif op(1,args[k])=view then
op5:=op(2, args|K])
else ERROR(‘opcéo(bes) adicional(is) incorreta(s), consultar a lista de
opcdes nas instrugdes do procedimento’);
> fi;
> od;
> fi;
> if op5=xxx then
> al:=plot3d(F(x,y), xrange, yrange, style=op4, grid=op1, shading=z):
> else
> al:=plot3d(F(x,y), xrange, yrange, style=op4, grid=op1, view=0p5, shading=z):
> fi;
> a2:= plots[spacecurve] ([curva[l], curval2], F(curva[l], curval2])], trange,
color=black, numpoints=0p3):
> 9:=(F,s)->D[1](F)(funcl(vartl+s*(vart2-vartl)/op2), func2(vartl+s*(vart2-
vartl)/op2)) *(x-funcl(vartl+s*(vart2-vartl)/op2)) + D[2](F)(funcl(vartl+s*(vart2-
vartl)/op2), func2(vartl+s*(vart2-vartl)/op2))*(y-func2(vartl+s*(vart2-vartl)/op2)) +
F(funcl(vartl +s*(vart2-vartl)/op2), func2(vartl+s*(vart2-vartl)/op2)):
> for s from 0 to op2 do
> a3[s]:=plot3d(g(F,s), x=(funcl(vartl+s*(vart2-vartl)/op2)-1)..(funcl(vartl+s*(vart2-
vartl)/op2)+1), y=(func2(vartl+s*(vart2-vartl)/op2)-1)..(func2(vartl+s*(vart2-
vartl)/op2)+1), shading=zhue): od:
> plots[display]([al, a2, plots[display]([seq(a3[s], s=0..0p2)], insequence=true)],
axes=framed);
> end:
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