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RESOLUCAO DE PROBLEMAS: CONHECIMENTOS DO ALUNO X
CONHECIMENTOS DO PROFESSOR

AS ESTRUTURAS ADITIVAS E A SALA DE AULA

Estudos da Educacdo Matematica vém mostrando que os alunos das séries
iniciais apresentam dificuldades importantes quando da resolucdo de problemas
aditivos, em particular aqueles de estruturas mais complexas e menos usuais em sala
de aula e nos livros didaticos (Vergnaud,1986; Borba, Pessoa e Santos,1997).

De acordo com Vergnaud(1991), "existem varios tipos de rela¢gbes aditivas e, em
consequéncia, varios tipos de adi¢cdes e subtracdes”(p.161). Segundo este autor, as
relacbes aditivas podem encadear-se de diversas maneiras e oferecer uma grande
variedade de estruturas de problemas. Para ele, uma mesma expressao numérica pode
ser indicada para a resolucdo de problemas de diferentes estruturas. Neste sentido,
diferencia célculos numéricos de célculos relacionais, o primeiro ocorrendo pela
mobilizacdo e resolucdo de um algoritmo, sem haver necessariamente conexao a
aspectos semanticos e estruturais de uma situagao-problema, e por isso ndo havendo
necessariamente relacdes implicitas no calculo; o segundo envolve a consideracdo da
atividade matematica no contexto de uma situagdo-problema, neste caso, uma mesma
expressao proposta pode trazer relacbes de diferentes naturezas, dependendo da
estrutura deste problema.

Uma mesma proposta de célculo numérico, inserida em uma situagéao-problema,

poderd envolver diferentes céalculos relacionais, dependendo da estrutura proposta no
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problema. Pesquisadores em educacdo matematica classificaram os problemas de
adicdo e subtracdo em varias estruturas diferenciadas (Carpenter e Moser,1982; e
Vergnaud,1986).

Vergnaud(1986;1991) considera o campo conceitual das estruturas aditivas
formado por seis categorias basicas de problemas de adicdo e subtracéo:

Categorial - composicao de duas medidas — Duas medidas que se compdem
para dar lugar a uma terceira medida. Nado ocorre aumento nem diminuicdo das
quantidades envolvidas, apenas uma combinacao entre elas, ou seja, € um problema
considerado estatico.

Categoria2 - uma transformacéo ligando duas medidas — Uma transformacgao
opera sobre uma medida para dar lugar a uma outra medida. Ocorre uma
transformacao no estado inicial de uma quantidade, modificando seu estado final.

Categoria3 - um relacionamento estético ligando duas medidas — Uma
relacdo une duas medidas. Compara duas quantidades distintas, em uma situacao.

Categoria4 - composicao de duas transformacdes — Duas transformacoes se
compbéem para dar lugar a uma transformacdo, ou seja, a partir de duas
transformacdes dadas (T1 e T2), determina-se uma terceira (T3) composicdo das
anteriores.

Categoria5 - uma transformacdo ligando dois relacionamentos — Uma
transformacao opera sobre um estado relativo (uma relagéo) para dar lugar a um outro
estado relativo.

Categoria6 - composicado de dois relacionamentos estéaticos — Dois estados
relativos (relacdes) se compdem para dar lugar a um estado relativo. Assemelha-se a

categoria 1, diferenciando-se da mesma por envolver nimeros inteiros relativos.

Outros pesquisadores, como Carpenter e Moser(1982), de forma semelhante,
também classificaram os problemas de adicdo e subtracdo. Neste caso, eles
discriminam quatro categorias basicas de problemas (Combinacdo, Mudanca,
Comparacéo e Igualizacao):

1-Problemas que envolvem combinacé&o: estes problemas descrevem um

relacionamento estatico entre duas quantidades e suas partes.



2-Problemas que envolvem mudanca: este tipo de problema envolve um
relacionamento dinamico, pois a partir de uma quantidade inicial e através de uma acao
direta ou indireta causa-se um aumento ou diminuicdo na mesma.

3-Problemas que envolvem igualizagcdo: este tipo de problema envolve a
mesma espécie de acdo encontrada nos problemas de mudanca, mas existe, também,
uma comparacao envolvida. Problemas de igualizagdo envolvem a mudanga de uma
quantidade para que as duas venham a ter a mesma quantidade ou 0 mesmo numero
de atributos.

4-Problemas que envolvem comparacédo: envolve a comparacao entre duas
quantidades. Neste tipo de problema a diferenca entre duas quantidades precisa ser
encontrada. Ao contrario dos problemas de mudanca e de igualizacdo, que envolvem

uma dindmica, estes sao estaticos.

Estes quatro tipos basicos de problemas apresentam variacdes dependendo do
valor desconhecido na situacao-problema, totalizando 16 estruturas diferenciadas.

Vergnaud(1991) afirma que "estas distingcbes ndo se fazem habitualmente no
ensino elementar, tampouco no ensino secundario”(p.164). Alguns estudos (Borba e
Santos,1997; Borba, Pessoa e Santos,1997) apresentam como resultado as
dificuldades dos alunos do ensino fundamental na resolugdo de alguns destes tipos de
problemas de estruturas aditivas e levantam a hip6tese de que estas dificuldades
podem ser causadas pela falta de variedade de problemas ensinados na escola.

Uma pesquisa realizada com 60 volumes de livros didaticos de matematica de 12
a 42 série, editados no Brasil (Borba, Pessoa e Santos,1997), mostra que os livros ndo
contemplam os diferentes tipos de problemas, detendo-se nos de estruturas mais
simples, dificultando assim que os alunos resolvam problemas aditivos sob varias
perspectivas, que realizem diferentes estruturagdes mentais e habituando-os a sé
resolver os problemas de estruturas mais elementares, ndo oferecendo-lhes a
oportunidade de trabalhar com seu conhecimento potencial. Desta forma, o material
didatico usual ndo auxilia o aluno a pensar a adicdo e subtracdo sob estruturas mais

complexas, que exigem um raciocinio diferenciado. Isso ajuda a entender a deteccao



de lacunas em termos de desenvolvimento dos alunos no ambito do campo conceitual
das estruturas aditivas.

Diante disto, surgem varias questdes pertinentes: 0s alunos apresentam
dificuldade em compreender as relagbes implicitas nos problemas aditivos, os livros
didaticos ndo contemplam estes tipos de problemas, Como os professores estdo
compreendendo 0s aspectos conceituais envolvidos nesses problemas? Serd que a
dificuldade de compreensao também passa por este segmento? Como esta se dando a

transposicao didatica neste campo conceitual?

OBJETIVOS E OPERACIONALIZACAO DA PESQUISA

Este estudo objetivou analisar a compreensao dos alunos do ultimo ano de um
curso de formagcdo de professores sobre a resolucdo dos problemas aditivos,
comparando-se com a compreensdo dos alunos da quarta série do Ensino
Fundamental.

Foi realizada uma coleta com 73 alunos de um curso de formacdo de
professores e 73 alunos de quarta série, todos de escola publica, utilizando os
diferentes tipos de problemas de estruturas aditivas propostos por Carpenter e
Moser(1982) e por Vergnaud(1986;1991).

Foram elaborados 19 problemas de estruturas diferenciadas: problemas do tipo
mudanca e suas 6 subdivisdes; comparacdo e suas 6 subdivisdes; combinacao e suas
2 subdivisdes; e igualizacdo e suas 2 subdivisdes. A excec¢do dos problemas do tipo
igualizacdo, todos os outros tipos acima citados tém equivaléncia com os problemas
propostos por Vergnaud. A estes 16 problemas, foram acrescentados mais trés
propostos por este autor e que ndo tém equivaléncia com a classificacdo de Carpenter
e Moser. S&o problemas do tipo composicao de duas transformacgdes; transformacao
ligando duas relacdes; e composicdo de duas transformacdes estaticas. Estas trés

tltimas classes de problemas, tratam, implicitamente, de nimeros relativos.

SINTESE DOS RESULTADOS



Nas andlises dos resultados, observamos que existem erros que podem ser
diferenciados em trés naturezas: erros de calculo relacional, erros de calculo numérico

e erros de inversao.

Nas dificuldades em ‘céalculo relacional’, os sujeitos ndo demonstram
compreender as relagdes implicitas na situacdo-problema, pois, uma mesma operacao
proposta pode trazer relacdes de diferentes naturezas, dependendo da estrutura deste
problema. Muitas vezes 0 sujeito deixa-se ‘enganar’ pelas ‘falsas pistas’ semanticas
que o problema oferece.

Na analise dos erros de célculos relacionais, encontrou-se 54,8% dos futuros
professores que erraram 0 problema do tipo comparacdo- quantidade maior
desconhecida — termo a menos (Ana Paula tem 324 canetas. Ela tem 111 canetas a
menos que Maria, sua prima. Quantas canetas Maria tem?). Como foi afirmado acima,
a dificuldade pode ser gerada pela "pista" oferecida pelo problema, pois utiliza-se a
expressdo ‘a menos’ e na realidade, uma adicdo resolveria o problema. Mais da
metade dos futuros professores apresentaram dificuldade em ‘encontrar’ a operacao
correta para o problema, apenas 13,7% dos alunos apresentaram erro de calculo
relacional.

No problema de mudanca — quantidade inicial desconhecida — situacdo de
decréscimo (Carla tinha alguns selos. Ela deu 234 para sua prima. Carla ficou com 567
selos. Quantos ela tinha antes?), 30% dos professores apresentaram erro de calculo
relacional. Este problema fala em "dar", oferecendo a ‘pista’ da subtragdo, mas na
verdade a operacdo necessaria para se chegar ao resultado correto € uma adicéo,
levando grande parte dos sujeitos ao erro. Foi apresentado 1,3% de erro de célculo

numeérico e 2,7% de erro de inversao.

Nos erros de ‘célculo numérico’, os sujeitos apresentam dificuldades na
resolucao do proprio algoritmo. Uma mesma proposta de célculo numérico, inserida em

uma situacdo-problema, podera envolver diferentes calculos relacionais, dependendo



da estrutura, levando o sujeito a diferentes estruturagbes mentais para que se
estabeleca as relac6es implicitas a partir dos problemas propostos.

Os erros de célculo numérico sdo espantosamente grandes para algoritmos do
tipo aditivo. Muitos dos sujeitos resolvem a subtrag&o tirando sempre do maior numeral,
independente da posicdo que este numeral ocupa, pertencendo ao minuendo ou ao
subtraendo.

Exemplo:

213
-169
156

O sujeito faz: 9 menos 3, da 6; 6 menos 1, da5e 2 menos 1 da 1.

A quantidade de erros numéricos nos problemas de adicdo € relativamente
menor que nos problemas de subtragdo. Nos algoritmos que necessitam de reserva, a

quantidade de erros € bastante grande.

Nos erros de inversao, o sujeito arma o algoritmo da subtracdo, colocando os
nameros na mesma ordem em que eles aparecem no problema, ou seja, se no
problema aparece primeiro o numero de menor quantidade (que no caso especifico
destes problemas com numeros naturais deveria ser o subtraendo), este transforma-se
no minuendo e o de maior quantidade, que aparece em segundo lugar no enunciado do
problema, torna-se o subtraendo. Por exemplo, o problema "Joana tinha algumas
revistas. Seu tio chegou de viagem e lhe trouxe de presente para a sua colecdo 248
revistas. Joana tem agora 785 revistas. Quantas ela tinha antes?"

Neste problema, 8,2% dos professores resolvem da seguinte forma:

248
-185
543
Neste exemplo, os sujeitos fazem 8 menos 5, 3; 8 menos 4, 4; 7 menos 2, 5,

sem se preocuparem com as regras mais elementares da subtracao.
Os percentuais deste tipo de erro séo relativamente pequenos em relacdo aos
outros tipos: 8,2% 1,3% 2,7% e 5,4%. Mas precisamos refletir que daqui a alguns

meses estes sujeitos estardo ensinando aos alunos de nossas escolas e nao



conseguem perceber a relacdo minuendo/subtraendo na armacao do algoritmo da
subtracéo e colocam a resposta como se fosse valida, sem nem mesmo uma pequena
reflexdo de que ndo é possivel, no campo numérico dos naturais, tirar uma quantidade
maior de uma menor. Ndo é possivel tirar 476 de 345 e obter como resultado 869

(sujeito 25) e se dar por satisfeito.

Vejamos, a seguir, 0s percentuais de erros dos futuros professores e dos alunos

em cada um dos problemas propostos?.

TESTE, CLASSIFICACAO DOS PROBLEMAS E COMPARACAO DO PERCENTUAL
DE ERROS DOS PROFESSORES E DOS ALUNOS DA 42 SERIE

Joana tinha algumas revistas. Seu tio chegou de viagem e lhe trouxe de presente para
sua colecédo 248 revistas. Joana tem agora 785 revistas. Quantas ela tinha antes?
Mudanca — série inicial desconhecida — situa¢do de acréscimo

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4" série
Numeérico 5,4 0,0
Relacional 2,7 27,5
Inversao 8,2 17,2

Patricia a Gabriel colecionam chaveiros. Eles tém juntos 205 chaveiros. Gabriel tem
181. Quantos chaveiros Patricia tem?

Combinacéo subsérie desconhecida

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4 série
Numeérico 8,2 0,0
Relacional 4.1 10,3
Inversao 0,0 0,0

2 Cabe ressaltar que os problemas propostos ao grupo de alunos sdo os mesmos do grupo de
professores, a diferenga consistindo nos nimeros propostos. Para os alunos, todos os valores numéricos
sdo para operagdes sem reserva, com o grupo de adultos foram utilizados nimeros que exigiam reserva
nas operagdes. Por isso ha um percentual baixo de erros numéricos com a 42 série.

Os resultados com alunos de 42 série sdo do estudo piloto da pesquisa de mestrado (Pessoa, 1998) a
qual teve como objetivo verificar especificamente as dificuldades dos alunos em calculos relacionais e
ndo as de célculos numeéricos, por esta razao, trabalhamos com operac¢des sem reserva.



Mariana e Tulio encontraram conchinhas na praia. Mariana achou 213 e Tulio achou
169. Quantas conchinhas Mariana achou a mais que Tulio?

Comparacéo — diferenca desconhecida — termo a mais

Niveis de escolaridade
(% de erros)

Tipos de erro |Professores |4" série
Numérico 13,6 0,0
Relacional 2,7 75,8
Inversao 0,0 0,0

Para a festa de aniversario da minha irma, eu fiz 512 coxinhas. Fui na padaria e
comprei outros salgados. A festa teve 1019 salgadinhos. Quantos salgados eu comprei
na padaria?

Mudancga — transformacdo desconhecida — situacdo de acréscimo
Niveis de escolaridade
(% de erros)

Tipos de erro |Professores |4" série
Numérico 2,7 3,4
Relacional 4,1 72,4
Inversao 1,3 10,3

Vera e Solange séao feirantes. Vera vendeu 333 laranjas, ela vendeu 198 a mais que
Solange. Quantas laranjas Solange vendeu?

Comparacédo — quantidade menor desconhecida —termo a mais

Niveis de escolaridade
(% de erros)

Tipos de erro |Professores |4" série
Numeérico 15 6,8
Relacional 9,5 13,7
Inversao 0,0 0,0

Paula e Igor tém uma criacdo de coelhos. Paula tem 617 e Igor tem 233 a menos que
Paula. Quantos coelhos Igor tem?

Comparacéo — quantidade menor desconhecida —termo a menos

Niveis de escolaridade
(% de erros)

Tipos de erro |Professores |4" série
Numérico 28,7 0,0




Relacional
Inversao

1,3
0,0

55,1
0,0

O pai de Rbmulo comprou 415 litros de refrigerante para o seu aniversario, sua mae
nao sabia e também comprou os refrigerantes. Mas ela comprou 356 litros. Quantos
litros a mae de R6mulo comprou a menos que o pai?

Comparacéo — diferenca desconhecida — termo a menos

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4" série
Numérico 21,9 3,4
Relacional 1,3 82,7
Inverséao 0,0 0,0

Adalberto tem 938 quilos de batata em sua fazenda e Roberto tem 815. Quantos quilos
de batata Adalberto precisa vender para ficar com a mesma quantidade de Roberto?
Igualizacdo — decréscimo na quantidade maior

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores [4” série
Numeérico 2,7 0,0
Relacional 0,0 3,4
Inversao 0,0 0,0

Mariano e Marcelo marcam a quantidade de gols que seus times fazem durante o ano.

O time de Mariano ja fez até este més 794 gols e o time de Marcelo fez 532 gols.

Quantos gols o time de Marcelo precisa fazer para empatar com o time de Mariano?
Igualizacdo — acréscimo na quantidade menor

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4" série
Numérico 6,8 6,8
Relacional 4,1 13,7
Inversao 0,0 0,0

Jodo tinha 637 bolas de gude. Jogando com seus colegas perdeu 313 bolas. Quantas
Joédo tem agora?

Mudanca — resultado desconhecido — situacdo de decréscimo
| |Niveis de escolaridade |




(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4 série
Numeérico 4,1 3,4
Relacional 1,3 13,7
Inversao 0,0 0,0

Carla tinha alguns selos. Ela deu 234 para sua prima. Carla ficou com 567 selos.
Quantos ela tinha antes?

Mudanca — série inicial desconhecida — situacao de decréscimo

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4" série
Numeérico 1,3 3,4
Relacional 30 72,4
Inversao 2,7 3,4

Janaina tinha 494 lapis de cor. Na escola ela deu alguns para suas amigas. Janaina
agora tem 235. Quantos lapis ela deu?

Mudanca — transformacdo desconhecida — situacédo de decréscimo

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4" série
Numeérico 17,8 13,7
Relacional 54 13,7
Inversao 0,0 0,0

Ana Paula tem 324 canetas. Ela tem 111 canetas a menos que Maria, sua prima.
Quantas canetas Maria tem?

Comparacéo — quantidade maior desconhecida — termo a menos

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4" série
Numeérico 0,0 0,0
Relacional 54,8 13,7
Inversao 0,0 0,0

Marilia tinha 718 papéis de carta. Sua mae lhe deu 512 papéis. Quantos papéis de
carta Marilia tem agora?

Mudanca — resultado desconhecido — situacao de acréscimo



Nilda tem 697 livros e Claudio tem 383 livros a mais que ela. Quantos livros Claudio

tem?

Leonardo e Marcelo sdo irméos e fazem aniversario juntos. Leonardo ganhou de seu
pai R$ 658,00 e Marcelo ganhou R$ 514,00. Quantos reais eles ganharam ao todo?

Joana ganhou R$ 345,00, foi a uma loja e gastou R$ 476,00. Como esté a situacdo de

Joana agora?

Paulo estava devendo 479 figurinhas a Jodo. Pagou 262. Quantas Paulo ainda deve a

Joao?

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4” série
Numeérico 1,3 0,0
Relacional 9,5 48,2
Inversao 0,0 0,0

Comparacéo — quantidade maior desconhecida — termo a mais

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4 série
Numeérico 2,7 3,4
Relacional 30 17,2
Inverséao 0,0 0,0

Combinacéo — todo desconhecido

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores [4" série
Numérico 2,7 3,4
Relacional 6,8 17,2
Inversao 0,0 0,0

Composicao de duas transformacdes

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4" série
Numérico 4,1 0,0
Relacional 5,4 37,9
Inversao 5,4 10,3




Transformacédo entre duas relacdes estaticas

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4" série
Numeérico 20,5 6,8
Relacional 4,1 44,8
Inverséao 0,0 0,0

Isabele estava devendo R$ 729,00 a Lais, mas Lais agora lhe deve R$ 387,00. Entéo,
na realidade, quanto Isabele esta devendo a Lais?
Composicao de duas relacdes estaticas

Niveis de escolaridade
(% de erros)
Tipos de erro |Professores |4" série
Numeérico 8,2 3,4
Relacional 54 27,5
Inversao 0,0 0,0

CONCLUSOES

Nos calculos relacionais, os sujeitos apresentam dificuldades em compreender
as relacdes implicitas na situagao-problema, deixando-se, muitas vezes, enganar pelas
pistas semanticas que o problema oferece.

Os erros dos professores e dos alunos da 42 série ndo se diferenciam muito, no
que diz respeito aos calculos relacionais, numéricos e de inversdo. Como podemos
observar, mesmo no ultimo ano do ensino médio, as vésperas de se tornarem
professores, estes alunos apresentam um percentual alto de erros, demonstrando
assim, dificuldades ndo s6 na compreensdo dos problemas, como também na
resolucao de algoritmos de subtragéo e dificuldade na compreensdo das propriedades
mais elementares desta operacao.

Ao evidenciar empiricamente a proximidade de alunos e professores, em termos
de dificuldades de interpretacdo e compreensao dos problemas, questiona-se: como

estes professores poderédo trabalhar com os aluno, ajudando-lhes a construir um



conhecimento que nem eles préprios parecem ter conseguido construir em bases

sélidas?
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