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RESUMO

Historicamente temos que o logicismo, o formalismo e o intuicionismo,
correntes filosoficas dominantes no século XIX, buscaram fornecer a
matematica uma sdlida fundamentacdo, porém ndo conseguiram atingir 0s
seus propositos. Tendo em vista uma compreensao do saber matematico,
neste trabalho pretendemos discutir ndo somente 0s pressupostos dessas

correntes, como também os motivos de seus fracassos.

O Logicismo se caracteriza pelo propdsito de reduzir toda a matematica
a logica. O primeiro trabalho, de carater determinado nesta direcéo, foi o do
matematico alemao Frege (1848-1925), que pretendeu reduzir a aritmética a
l6gica, visto que, com a aritmetizacdo da andlise, caso conseguisse seu
intento, toda a matematica classica seria reduzida a logica.

Esse mateméatico considerou a aritmética um corpo de verdades
analiticas e a priori, ou seja, 0s Unicos principios exigidos para as afirmacoes
aritméticas sao aqueles da légica (Cf. Frege, 1959 e 1983, § 3).

Iniciou seu projeto em 1879, com sua obra Begriffsschrift 3, na qual
desenvolveu uma linguagem propria para a aritmética, conectando ldgica e
matematica. Com tal obra, a logica presente no célculo de proposicdes, que
antes era traduzida dentro de formulas e estudada por meio de argumentos
apoiados na ldgica intuitiva, passa a ser constituida como uma linguagem
gue nao necessita ser suplementada por qualquer razao intuitiva. O avango
em l6gica permitiu a emersao de dois hovos campos: a Teoria dos Conjuntos
e os Fundamentos da Matematica.

Assentadas as bases da nova légica, Frege dedicou-se a tarefa de

mostrar que as leis aritméticas fundamentam-se nas leis da légica. O nucleo
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desse trabalho encontra-se em sua teoria de numero, exposta em Os
Fundamentos da Aritmética(1884)*, na qual estabelece como principios:
separar o psicologico do légico, o subjetivo do objetivo; perguntar pelo
significado da palavra no contexto da proposi¢céo, nunca isoladamente; e néo
perder de vista a distingdo entre conceito e objeto (Cf. Frege, 1959 e 1983,
introduc&o).

Concebendo o nimero como um objeto légico, ideal, ndo tendo
existéncia espaco-temporal, cujo acesso se da unicamente por meio da
razao estabelece como primeiro passo, rumo ao seu alvo, apresentar uma
definicdo logica para o numero cardinal (Cf. Frege, 1959 e 1983, §45).

Na logica de Frege, a todo conceito esta associado um objeto l6gico,
sua extensdo (que é o conjunto de todos os objetos que caem sob o
conceito em questao). Por exemplo, na expressao “2 € um numero”, “X é um
namero” € o conceito”, e 2 € o0 objeto. Nesse caso posso dizer que “2 cal”
sob o conceito “x € um numero” (pg quanto substituo x por 2 obtenho uma
proposicao verdadeira), e portanto, 2 pertence a extensdo do conceito “x é
um numero”. Os numeros sdo definidos como extensdo de conceito. Dizer
que algo é um numero significa dizer que existe pelo menos um conceito F
tal que este algo seja extenséo do conceito “equinumeérico a F”.

Apés ter definido namero, Frege tem por objetivo examinar se as
propriedades conhecidas dos numeros podem ser derivadas dessa
definicdo. Inicia tal investigacdo ainda nessa obra, continuando-a em sua
seguinte: As Leis Fundamentais da Aritmética (1903).°

Destacamos que a caracteristica mais marcante no logicismo de Frege
€ a busca pelo predominio total, na Aritmética, do aspecto logico do
conhecimento; e, em consequéncia, ha a exclusao do aspecto intuitivo.

Frege ndo conseguiu atingir seus propositos, seu sistema mostrou-se
inconsistente como apontou Russell, em 1902, com o entdo famoso
‘paradoxo de Russell’, sobre o qual falaremos a seguir.

Na teoria de Frege conceito admite extensdo. Essa extensdo do

conceito € um objeto. A extensdo do conceito € um objeto do qual posso
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perguntar se ele cai sob o conceito. Pode-se também perguntar se ele cai
sob o conceito que |he deu origem. Foi isso que originou o paradoxo de
Russell, visto que, se admitirmos o conceito x | x, a extens&o deste conceito
é aclasse y={x; (x 1 X)}, i.e., aclasse de tudo aquilo que ndo é membro de
si préprio. Desde que y é um objeto, podemos perguntar se ele cai ou néo
sob o conceito x T x, i.e., yl youyly. Mas, seyl y chegamos a concluséo
de que yl y e se yl y chegamos a yly. Todavia, ambos 0s casos sdo
contraditorios. Tal paradoxo p6e em risco todo o trabalho de Frege, que,
entdo, passa a buscar uma solugdo para o problema e, no entanto, n&o
obtém sucesso.

A continuidade do logicismo se d4 com o préprio Russell (1872-1970)
que apresentou uma postura mais radical, a de reduzir toda a matemética a
l6gica (Cf. Russell, 1919, p.194).

O projeto de Russell foi esbogcado em sua obra Principles of
Mathematics (1903), porém o empreendimento maior desse projeto se deu
em colaboragdo com Whitehead, tornando-se o terceiro volume do Principia
Mathematica (1910-1913).

Esse matematico adotou a posicdo de que o mundo existe
independente de nossa percepcao (Cf. Russell 1919, p.59).

Enquanto Frege concebeu a aritmética como consistindo em
conhecimentos puramente logicos, que excluiu todo apelo a intuicdo, Russell
estendeu tal concepcdo para toda a mateméatica. Para ele, as verdades
matematicas sdo verdades légicas e, portanto, ndo dizem respeito ao
conhecimento empirico e também ndo podem expressar conhecimento
subjetivo.

Entendeu por investigagdo matematica de estrutura uma investigacéo
das consequéncias ldgicas do conjunto de axiomas. Assumiu que existem
individuos basicos e, por consequéncia, proposi¢cdes logicamente primitivas
bésicas, que afirmam que uma dada relacdo vale entre individuos atémicos.

As verdades matematicas devem assim ser uma espécie de verdades
l6gicas ou analiticas e essas, por sua vez, devem ser produtos de
convencdes linguisticas. A introdugéo da terminologia matematica e seu uso

em ciéncias empiricas devem, portanto, a principio, serem eliminadas.



Em Russell, o significado de todas as expressdes que aparentemente
refere-se a objetos abstratos, deve ser mostrado, pelo fornecimento de
definicbes apropriadas, como construtos logicos (ficcdes); organizadas a
partir de constituintes do mundo empirico.

A atribuicdo de significados para nomes toma uma das duas seguintes
formas: ou 0 nome é simplesmente um rétulo para um objeto empiricamente
dado (e ai ele pode até ter uma referéncia, mas ndao tem um sentido), ou o
nome € uma expressdo descritiva (uma descricdo determinada), que
identifica um objeto, seja por meio de relagcbes com outros objetos dados,
seja através de seu modo de construcdo a partir de objetos dados.® Uma
expressdo verbal ndo pode ser definida em termos de si propria, mas
somente a partir de expressbes que sdo dadas como primitivas ou
previamente definidas.

Para evitar a inconsisténcia presente na teoria de Frege, Russell
apresentou como saida a geracao de uma hierarquia de objetos. No entanto,
ele teve que introduzir o chamado “Principio do Circulo Vicioso” (PCV) como
um principio légico adicional, tendo por propdésito restringir as definicées e
evitar o paradoxo presente no sistema de Frege.

O PCV estabelece que: “Nenhuma entidade pode ser definida em
termos de uma totalidade da qual ela é, por si mesma, um possivel
membro”. E este principio que permite o surgimento de uma hierarquia de
tipos de objetos: “a teoria dos tipos simples”.

Ademais, Russell ainda teve que postular um principio néo logico, o
“axioma da reducdo”, que afirma que toda funcdo proposicional é
formalmente equivalente a uma “funcéo predicativa”.’

O axioma da reducao foi o meio empregado por Russell para que o
conhecimento fosse totalmente desligado do mundo empirico ou intuitivo,
pois tal axioma parece manifestar a crenca de que todas as descobertas,
envolvendo expressdes de objetos abstratos exibindo algum conteddo

empirico ou exprimindo algum contetddo ingénuo, possam ser expressas

® A esse respeito, Russell desconsiderou a injuncédo de Frege em tratar um nome como
tendo significado somente no contexto de uma sentencga, pois 0s nomes logicamente
proprios podem ter funcéo isoladamente.
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para os mesmos valores de suas variaveis.



novamente, reduzindo-se a linguagens que ndo contenham essas
manifestacdes (Cf. Tiles (1991)).

Entretanto, tal axioma além de se tratar de uma suposicdo nao légica
também se apresentou incompativel com o PCV. Pois, como coloca Tiles
(1991), esse axioma por se tratar de um axioma existencial e nao logico,
sugere um retorno a alguma forma de platonismo. Isto enfraqueceria o PCV,
uma vez que a posicdo platbnica de que numeros, classes, conceitos e
funcdes com uma existéncia independente de nds e de nossas atividades
matematicas, viola o PCV. Ora, essa teméatica forma a base da teoria de
tipos de Russell, teoria que, por sua vez, representava uma solucdo aos
paradoxos. Esse foi, essencialmente, o argumento apresentado por Godel
(1944), acarretando na impossibilidade do projeto logicista.

Com isso, foi possivel mostrar que o logicismo de Russell também néo
pode ser realizado.

Quanto ao formalismo, o propésito de Hilbert (1862-1943) foi o de unir
0 método logicista ao método axiomatico, pois entendeu o formalismo néo
somente como um meio de defender tal método, como também uma forma
de garantir a consisténcia nas investigacdes em matematica. Acreditou que,
analisando processos e conceitos matematicos, légicos ou ndo, e
representando-os por um simbolismo apropriado, como uma logica
simbdlica, poderiamos ser capazes de demonstrar, que a partir de formulas
fundamentais e regras apoiadas pela manipulacdo de simbolos, nunca
obteriamos uma férmula que levasse a uma contradicdo. Assim, concebeu
gue as coisas existem desde que novos conceitos e novas entidades
possam ser definidos sem contradicdo (Cf. Hilbert, 1927, In: Heijenoort,
1971, p. 479).

Propriamente, podemos dizer que a formalizacdo torna a matemética
uma colecdo de formulas. Estas séo distintas das férmulas comuns somente
pelo fato de que, junto com simbolos e sinais comuns, estdo também
simbolos da logica, especialmente a implicacdo (®) e a negacdo (9).
Determinadas férmulas, que servem como pedra para o edificio formal da
matematica, sdo chamadas axiomas. Uma prova € uma sequéncia de
formulas F1, F2, . . ., Fn, em que cada férmula ou € um axioma ou provém

de férmulas que a precedam na seqUéncia, por meio das regras de



inferéncia. Uma prova € uma prova de sua ultima formula (Fn). Uma
formula diz-se provavel ou um teorema se existir uma prova dela.

Percebemos que, no formalismo, a matematica, de fato, esta
preocupada com formas, porém nédo com as de Platdo e sim com formas de
representacéo de objetos (Cf. Tiles, 1991).

A filosofia que mais se aproxima do formalismo é o “nominalismo”
Cf.Snapper (1979).

No nominalismo, as entidades abstratas ndo tém existéncia de
qualquer tipo, nem fora da mente humana, como mantido pelo realismo, nem
como construgcbes mentais dentro da mente humana, sustentadas pelo
conceptualismo. Para o nominalismo, as entidades abstratas sdo meras
articulacbes vocais ou linhas escritas, meros nomes. Semelhantemente,
guando os formalistas tentam provar que uma certa teoria axiomatizada T é
livre de contradicdo, eles ndo estudam as entidades abstratas que ocorrem
em T, mas, em vez disso, estudam aquela linguagem de 12 ordem (L), que é
usada para formalizar T. O ponto importante é que este estudo todo de L é
estritamente um estudo sintatico, desde que nenhum significado ou
entidades abstratas sdo associados com as sentencas de L. Essa
linguagem é investigada considerando as sentencas de L como expressdes
sem significados, que sdo manipuladas de acordo com regras sintaticas
explicitas, exatamente como pecas de um jogo de xadrez constituem figuras
sem significado que sdo movidas de acordo com as regras do jogo. A esse
respeito torna-se importante observar aqui a adverténcia de Tiles (1991) de
gue Hilbert nunca exp0s este tipo extremo de formalismo, por exemplo, ele
nao foi formalista quando chegou a aritmética dos numeros finitos, pois,
entendeu as verdades da aritmética finitaria como baseadas em uma
apreenséo intuitiva das no¢des de unidade e de sucesséao discreta.

O programa de Hilbert justificou a matematica classica, incluindo a
Teoria Transfinita de Cantor, da seguinte forma: (i) expressando aquela
matematica em linguagem formal que poderia, entdo, por si propria, ser
relacionada como um objeto de estudo matematico; (ii) usando somente
métodos finitarios para provar que o sistema formal de matematica infinitaria

€ consistente, provando que nenhuma férmula da forma ‘0=1'é provavel



nele.® Tais critérios permitram o desenvolvimento de trabalhos em légica
matematica, geraram a teoria de modelos, a teoria de sistemas formais e a
teoria de funcéo recursiva.

No entanto, a conceituagdo da atividade matematica, que ¢é
incentivada, teve efeitos negativos em toda ciéncia, pois se a matematica for
pensada como um jogo de férmulas, entdo ndo ha por que buscar significado
no trabalho do matematico. Este Ultimo, simplesmente inventa e joga com
um sistema formal, o que abre a possibilidade de se criar um formalismo
vazio. Ademais, a razdo compelida a regras formais permanece em
oposicdo a liberdade e criatividade, uma vez que é privada de interferir em
outros assuntos, como, por exemplo, os que se referem a vida diaria (Cf.
Tiles, 1991).

Isso tudo nos permite dizer que a concepgédo formalista do
conhecimento matematico também exclui 0s aspectos intuitivos e empiricos.

No entanto, o programa formalista ndo pode ser efetuado, visto que a
matematica ndo foi capaz de provar sua prépria consisténcia, mostrando,
portanto, que € inviavel tentar reduzir o conhecimento as cadeias formais.

Ja no cerne do intuicionismo moderno, fundado por Brouwer (1881-
1966)°, a matematica em sua formacdo abstrata é considerada puramente
intuitiva, e independente da l6gica. Toda matematica pode ser derivada de
séries fundamentais de numeros naturais meio de métodos construtivos
“intuitivamente claros”, ou seja, as idéias basicas encontram-se na intuicéo. '
A linguagem e outros aparatos simbolicos, inclusive a logica, ndo sao
instrumentos matematicos, mas meios de comunicacdo das idéias
matematicas e, portanto, deixam de ser basicos a matematica.

Assim, o0 intuicionismo reduz o conhecimento matematico ao
conhecimento subjetivo. Talvez devido ao contraste com que essa corrente
se coloca perante a matematica classica tal filosofia foi, quase
universalmente, rejeitada pela comunidade mateméatica. Snapper (1979)
argumenta que isso se deu, principalmente por trés motivos: (i) os

matematicos classicos recusam-se a jogar fora muitos teoremas “vistosos”

® Isto foi 0 que Godel mostrou ser impossivel.

° Embora ainda possamos destacar nessa linha o matematico francés H. Poincaré (1854-
1912) e o matemético aleméo Kronecker (1823-1891).

10°A intuicdo aqui tem um significado similar a intuicdo temporal de Kant.



que sao combinacbes sem significado para os intuicionistas; (i) nos
teoremas, que podem ser provados tanto pelos intuicionistas como pela
matematica classica, a prova classica € bem mais curta; (iii) existem
teoremas que valem no intuicionismo e que, no entanto, sao falsos na
matematica classica.

Resulta, portanto, que o intuicionismo, o logicismo e o formalismo
falharam em seus propdsitos e ndo conseguiram fornecer & matematica uma
fundamentacéo solida.

Tais fatos ocasionam um novo questionamento sobre a natureza do
saber matematico. Para nos essa crise se origina devido ao reducionismos
dessas linhas filosoficas ao considerarem os aspectos intuitivoll e ldgico

sempre como excludentes.
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