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1. Introducéo

Este trabalho pretende apresentar, com o auxilio do software Cabri-Géometre, uma
estratégia para compreensdo da formula do volume da esfera utilizando o principio de
Cavalieri. A construcdo de cenarios utilizando programas de geometria dinAmica tem como
finalidade possibilitar que o aluno visualize as constru¢cdes geométricas e possa movimenta-las
de varias formas, observando a manutencdo de suas propriedades [Lab99]. O principio de
Cavalieri nos auxilia a calcular o volume de um prisma qualquer a partir do volume do
paralelepipedo reto-retangulo, bem como a calcular o volume da esfera a partir do volume de
um solido denominado anticlepsidra [Pai95]. O objetivo deste trabalho é aliar a contribuicdo do
ambiente computacional Cabri-Géometre e a compreensdo do principio de Cavalieri, como
facilitadores do processo ensino/aprendizagem na obtencdo do volume da esfera. Neste
trabalho, buscam-se alternativas didaticas para a obtencéo intuitiva da validade do principio de
Cavalieri. Além disso, esse principio é aplicado para a obten¢édo do volume e da superficie total
da Esfera e também do Elipsoide de revolucdo. As constru¢cdes geométricas propostas neste
trabalho apesar de ndo constituirem uma demonstracdo formal, possibilitam que se faca a
transposicao didatica para o aluno deste nivel de ensino, possibilitando que ele conclua a
veracidade do teorema. Salienta-se que a geometria intuitiva e a geometria dedutiva devem
juntas contribuir para o aprimoramento do processo de aprendizagem em Matematica, nao
meramente pela ilustracdo geomeétrica, mas sobretudo pela validacdo da construcdo numa

dada Teoria Geométrica [Mar99]. Os resultados obtidos permitem concluir que o enfoque



através desta estratégia € uma excelente alternativa, pois facilita com vantagens a

compreensao da formula proposta.

2. A informética aplicada a educacao e o ambiente Cabri-Géometre

As discussfes sobre quando e como utilizar o computador em sala de aula s&o objeto de
inUmeras pesquisas em Educacdo Matematica. Suas publicagbes tém contribuido
significativamente para a expansao de uma nova tendéncia mundial: a engenharia de softwares
aplicada a didatica, a chamada Engenharia Didéatica [Pap86].

Em [Bor96] aborda-se a introducdo da informatica na formacdo de professores,
analisando problemas que se referem a educacdo matematica, destacando-se o fato de que
"existe uma necessidade de um intenso trabalho com os futuros professores na questdo da
informatica para que, caso haja disponibilidade de computadores, estes possam ser utilizados".

Os computadores estéo trazendo mudancas significativas para a matematica, além de
afetarem profundamente a dindmica da sala de aula [Gat92]. Estas mudancas aludem ao
enfoque que sera dado na sala de aula a um determinado t6pico; a propria superacao da nocao
de “topico” e a uma radical mudanca de como o professor passa a relacionar-se com os alunos
e com a maquina.

O aparecimento dessa nova midia, o computador, deve ser trabalhado a partir de uma
nova consciéncia por parte do professor, a de ndo apenas tratar de velhos tépicos de forma
igual, simplesmente uma troca de midia, e sim a de uma nova perspectiva em relacdo a
abordagem da matemética de forma a enriquecer os conhecimentos ja adquiridos em sala.

Segundo [Bor96] a presenca da informatica nos dias atuais deve ser encarada como
uma aliada e ndo como inimiga. O uso do computador ndo deve substituir uma solida formagéo
tedrica, mas enriquecé-la e permitir a discussdo de novas questbes. O computador pode ser
utilizado como simulador de conjecturas que devem ser provadas para consolidar o
conhecimento adquirido, ou ainda como um instrumento de visualizacdo de conceitos e suporte
para uma melhor compreenséo e aprofundamento do que esta sendo apreendido.

A mudanca da fungdo do computador como meio educacional acontece juntamente com
um questionamento da funcdo da escola e do papel do professor que deixa de ser o
repassador do conhecimento e passa a ser criador de ambientes de aprendizado e facilitador

do processo pelo qual o aluno adquire conhecimento.



2.1 A abordagem proposta

Na abordagem proposta é possivel obter dinamicamente o volume da Esfera, com isso o
estudante pode visualizar, por exemplo, que o volume da esfera é igual ao volume da
anticlepsidra. Aléem disso, pode confrontar as abordagens algébrica e geométrica do problema.

A pesquisa aqui relatada descreve uma atividade em geometria dinamica, planejada
com o objetivo de incentivar o professor de mateméatica a demonstrar, dentro de uma mesma
projecdo, varios teoremas e aplicacfes no estudo de Geometria. A exploracdo da geometria
dindmica via Cabri-Géomeétre, desafia professores e alunos a obter formas alternativas para a
obtencdo de volumes de diferentes solidos. Também é possivel, por extensao, utilizar desses

resultados para introduzir o Calculo Infinitesimal.

2.2 O ambiente Cabri-Géométre

Dentre as caracteristicas do Cabri-Géomeétre que permitiram implementar a abordagem
proposta, destaca-se o fato do software permitir constru¢cdes geométricas dinamicas, permitir
deslocamento das construcfes, apresentar o historico das operacdes, ocultar as construces
auxiliares e verificar propriedades geométricas [San95, Lab99].

A ferramenta “revisar constru¢do” do menu edicdo € um outro ponto forte no processo de
aprendizagem do método geométrico. O professor podera preparar uma aula, onde, cada etapa

sera monitorada e posteriormente revisada durante todo o processo de construcdo do método.

3. O Principio de Cavalieri

Este trabalho pretende apresentar, com o auxilio do software Cabri-Géometre, uma
estratégia para compreensdo da formula do volume da esfera utilizando o principio de
Cavalieri. Conforme se observa [Lim99], no ensino de geometria existem alguns resultados que
nao se pode demonstrar de forma satisfatéria e que naturalmente causam incomodo ao
professor. Em [Lab99] destaca-se que a construcdo de cendrios utilizando programas de
geometria dinamica tem como finalidade possibilitar que o aluno visualize as construcdes
geométricas e possa movimenta-las de vérias formas, observando a manutencdo de suas
propriedades.

Segundo [Lim91] existem trés possibilidades para abordar as formulas para o célculo de

volumes dos solidos geométricos no ensino médio: a primeira consiste em utilizar a



apresentacao classica de Euclides e Arquimedes; a segunda tem por escopo a utilizacdo do
calculo infinitesimal; a terceira caracteriza-se pela aplicagdo do Principio de Cavalieri. A
utilizacdo do Principio de Cavalieri "permite uma simplificacdo notavel nos argumentos que
conduzem as formulas classicas de volume", por isso foi utilizada neste trabalho.

O software Cabri-Géomeétre apresenta algumas caracteristicas que permitem a sua
utilizagdo para auxiliar a validacdo de teoremas, como por exemplo, € um micro-mundo, as
construcdes geomeétricas sao dindmicas, hd o deslocamento das construcdes, existe a
possibilidade de acompanhar o historico das operagdes, as construcdes auxiliares podem ser
ocultadas e as propriedades geométricas podem ser verificadas.

Cabe destacar alguns aspectos histéricos do Principio de Cavalieri. Francesco
Buonaventura Cavalieri (1598-1647), publicou sua "Géomeétrie des Indivisibles" onde ele
considera os solidos como formados de uma infinidade de planos e os planos como uma
reunido de uma infinidade de retas. Esta idéia fecunda, malgrado a inexatitude que ela exprime
permite novas avaliacdes de superficies e de volumes, e a determinacdo geométrica de centros
de gravidade das figuras planas e dos sélidos. Ele obteve de suas considera¢cdes um método
que foi utilizado durante cinqlienta anos e que foi substituido pelo Calculo Integral. Além disso,
entre as suas diversas realizacdes destaca-se a primeira demonstracdo satisfatoria do
Teorema de Pappus-Guldin.

O Principio de Cavalieri reduz o célculo de volumes ao calculo de areas e diz o seguinte:
"Se dois ou mais sélidos de mesma altura estdo sobre um plano, e qualquer plano paralelo ao
mesmo determina nesses solidos figuras planas de mesma area, entdo esses solidos tem o
mesmo volume.

O Principio de Cavalieri nos auxilia a calcular o volume de um prisma qualquer a partir
do volume do paralelepipedo reto-retdngulo ou o volume de uma piramide qualquer a partir do
volume de outra de area da base equivalente e mesma altura, bem como a calcular o volume
da esfera ou do elipsdide de revolugdo a partir do volume de um solido denominado
anticlepsidra. Na figura 1 observa-se duas pirAmides com mesma area da base e mesma
altura, com isso verifica-se facilmente que as secdes planas produzidas por planos paralelos a
base sdo sempre iguais e que pode-se concluir, pelo Principio de Cavalieri, que os volumes
das duas piramides sao iguais.

A partir destes volumes pode-se também obter o célculo da superficie total destes

solidos.



Figura 1. Piramides Equivalentes

No que se refere ao aprendizado do principio de Cavalieri algumas observagfes devem
ser feitas: quando abordado em cursos mais avancados esse principio € um teorema, isto €,
ele pode ser demostrado. No ensino médio esse principio ndo pode ser provado, pois envolve
conceitos avancados da Teoria da Medida [Lim91]. As constru¢cdes geométricas propostas
neste trabalho apesar de ndo constituirem uma demonstracdo, possibilitam que se faca a
transposicao didatica para o aluno deste nivel de ensino, possibilitando que ele conclua que o

teorema é verdadeiro.
4. Obtendo o Volume da Esfera

Considere-se uma esfera de raio R, inscrita num cilindro de raio da base R e altura 2R,
apoiado em um plano horizontal. Sobre 0 mesmo plano considere-se outro cilindro contendo
uma clepsidra (ampulheta) com base de raio R e altura 2R, conforme figura 2. O volume
compreendido entre o cilindro e a clepsidra, denomina-se anticlepsidra. E facil verificar pela
figura 2 que o volume da anticlepsidra € igual ao volume da esfera. As se¢Bes planas por
planos paralelos ao plano horizontal, determinam na esfera circulos de mesma éarea que as
secOes correspondentes na anticlepsidra que serdo coroas circulares. Se o plano estiver a uma
distancia h do centro da esfera, a secéo plana serd p(R>-h?) e a secdo plana da anticlepsidra
sera a area da coroa (pR?-ph?), que é igual a p(R?*-h?), ou seja, para qualquer altura h as areas
das secdes serdo iguais. Logo pelo Principio de Cavalieri os volumes seréo iguais.

No calculo do volume da esfera observa-se que o volume da esfera é igual a volume do

cilindro menos o volume da clepsidra, ou seja, 2pR3- 2/3pR? = 4/3pR>.



Figura 2. Volume da Esfera pelo Principio de Cavalieri
5. Obtendo o Volume do Elipséide de Revolucdo
De forma anéloga, pode-se obter o volume do Elipsoide de Revolugdo. Na figura 3

mostra-se um corte vertical, passando pelo centro do elipsodide e pelo centro da clepsidra.

Observa-se que a secdo plana do elipséide inscrito no cilindro corresponde a sec¢ao plana da

~
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anti-clepsidra para qualquer altura h da secéao.

h

Figura 3. Area da coroa e area da secéo do elipsoide

Na figura 4 apresenta-se um elipséide de revolucdo (com eixo maior a e eixo menor b) e
uma clepsidra (de raio da base a e altura 2b). Ambos sélidos estdo apoiados em plano
horizontal e inscritos em cilindros de raio da base a e altura 2b. Observa-se que as secdes

planas produzidas nesses sélidos por um plano paralelo a base e distanciados de uma altura h



do centro desses sdlidos, no eliposide produzem circulos e na anti-clepsidra coroas circulares.
Os circulos e as coroas durante o deslocamento do plano conservam sempre a mesma area, o
gue pode ser visualizado nas projecdes horizontais. Disso conclui-se que os volumes do
elipsoide de revolucdo e da anti-clepsidra sdo equivalentes. Algebricamente pode-se constatar
gue existe a seguinte proporcdo para o calculo da area da coroa: h/m= b/a , ou seja, m=ah/b.
Disso conclui-se que S, = pa®(1 - h?/b?). Por sua vez, na area da secéo do elipséide, utiliza-se
a relacdo n*/a’ + h?/b® = 1, donde conclui-se que Se = pa®(1 - h*/b?). Disso deriva a concluséo
de que as secfes tem mesma area, logo os volumes sao iguais. No célculo do volume do
elipséide constata-se que o volume € igual ao volume do cilindro menos o volume da clepsidra,
ou seja, 2pa’b - 2/3pa’b = 4/3pa’b.

N\

61 cm?®

Corda= 9.61 cm?

Figura 4. Volume do Elipsoide pelo Principio de Cavalieri

6. O Processo de construcao das figuras

A principio, 0 mais importante na apresentacao das figuras dindmicas do Cabri-Géometre, é
que o aluno visualizando o que ocorre nas se¢fes dos dois ou mais sélidos, percebe a
igualdade das areas e conclui pela veracidade da proposicdo. Entretanto, seria desejavel que o
professor, ou mesmo o aluno, tivesse a possibilidade de construir as figuras. Para isto,

apresenta-se 0 processo de constru¢do utilizado. Existe também a possibilidade do



acompanhamento de cada passo do desenvolvimento das construcbes com comentarios,
utilizando no Cabri-Géometre o comando mostrar, que permite visualizar os objetos ocultos
juntamente com a tecla revisar construcdo do menu editar.

Normalmente, inicia-se a construgdo por uma reta horizontal que sera nossa linha de
referéncia ou linha de terra (eixo x), e em seguida situam-se as figuras desejadas por suas
projecdes horizontal e vertical, liberando 0os movimentos que se pretendam imprimir. Utiliza-se
inicialmente o método da Dupla Projecdo Ortogonal (Método de Monge). Pode-se colocar os
sélidos assentados no plano horizontal de referéncia e representa-se um plano horizontal por
seu traco de forma que 0 mesmo possa se deslocar paralelamente a base até a altura total dos
sélidos cortando os mesmos. Este movimento define-se por um ponto M sobre um segmento
vertical. Para possibilitar a visualizacdo em perspectiva paralela, utiliza-se a perspectiva
cavaleira que no caso é a mais simples de se representar. Para isto acrescenta-se 0s €ixos
axonométricos y e z , e define-se uma direcao de transformacéo D.T. que permite por meio de
paralelas, rebater o plano xy de Monge para Cavaleira. As alturas permanecem as mesmas por
serem paralelas ao plano xz. As se¢fes deve ser recobertas por um poligono para possibilitar o
calculo das éareas. Estas areas, para evitar deformacdes, deverdao ser medidas em verdadeira
grandeza na projecado horizontal do Método de Monge. No caso de superficies curvas, deve-se

utilizar com frequéncia os lugares geométricos.

7. Conclusdes

A utlizagdo de softwares dindmicos no ensino da matemética permite modelar
fendbmenos da Geometria, refutar conjecturas de plano, auxiliar na validacdo de teoremas e
sem duvida atuar como agente de motivacdo e desenvolvimento do raciocinio I6gico-espacial.
No presente trabalho utilizou-se a geometria dindmica em aplicagbes do principio de Cavalieri,
com isso adotou-se uma abordagem pedagdgica que relaciona a geometria intuitiva e a
geometria dedutiva. Salienta-se que a geometria intuitiva e a geometria dedutiva devem juntas
contribuir para o aprimoramento do processo de aprendizagem em Matematica, nao
meramente pela ilustracdo geométrica, mas sobretudo pela validacdo da construcdo numa

dada Teoria Geométrica. [Mar99)
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