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INTRODUCAO

Relatamos aqui as principais caracteristicas de dois programas voltados
para o0 processo ensino aprendizagem de matematica, em desenvolvimento no
Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro. Inicialmente,
devemos esclarecer nossas razdes para nos engajarmos nesta empreitada.
Consideracoes de custo e disponibilidade para os professores que se envolvem
em nossos cursos de formacédo e de formacao continuada foram determinantes
em nossa decisdo: apenas o fator custo ja faz com que estes professores, e 0s
alunos que eles ensinam, fiqguem impossibilitados de utilizar os programas de

Geometria Dindmica disponiveis no mercado como recurso didatico.

Por outro lado, nossas experiéncias com Geometria Dinamica no
treinamento de professores também ofereceram motivagao para desenvolvermos
este projeto. O entusiasmo dos professores pelas aulas de laboratorio utilizando
estes “micro mundos” a partir de uma tela em branco ou em telas especialmente
preparadas pela equipe ndo deve ser novidade para ninguém que ja tenha tido a

oportunidade de utiliza-los em situacdo semelhante.

No entanto, ainda outras necessidades se juntaram a esse quadro: (1) em
primeiro lugar, a falta de uma plataforma computacional que pudesse servir de
base para a geometria espacial, uma reclamacéo constante dos professores que
nos procuram para cursos de formacdo permanente. O desenvolvimento do
Mangaba (figura 1), que descreveremos mais adiante neste artigo, € um passo
nesta direcdo; (2) uma segunda consideracdo foi a necessidade de criar
ferramentas adequadas para a educagdo a distancia em matematica. As
vantagens e possibilidades dos programas desenvolvidos por nossa equipe para

este tipo de comunicagdo no ensino sera descrita também mais adiante.
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Figura 1: Uma tela criada com o Mangaba.

O projeto PACE — Pesquisa em Ambientes Computacionais de Ensino € o
responsavel pelo desenvolvimento destes materiais, e de outros ainda, voltados
para a criagdo de ambientes colaborativos de aprendizagem via Internet, visando
especificamente o ensino a distdncia e a comunicacdo via Internet em
Matemética. Este projeto vem sendo desenvolvido no Instituto de Matematica da
UFRJ, congregando professores de varios departamentos e realizando pesquisas
sobre o uso do computador como ferramenta para o ensino de Matematica nos
niveis fundamental, médio e universitario. O grupo de pesquisa atua diretamente
nas disciplinas de graduacéo e pos-graduacgdo de diversos cursos da UFRJ, com
a preocupacéo de integrar as ferramentas computacionais as atividades didaticas
em sala de aula. Devido a natureza da pesquisa do grupo, sdo consideradas de
particular importancia as atuagdes junto ao curso de licenciatura em Matemética
e nas atividades de formacédo continuada de professores, que incluem um curso
de especializacdo. Através destas atuacdes, o PACE cria também uma série de

parcerias com professores de Matematica atuando diretamente em escolas.

S&o ainda vantagens importantes de um projeto como este a liberdade
permitida pelo uso de plataformas computacionais desenvolvidas “em casa”,
podendo ser adaptadas as necessidades de seus usuarios. Além disto,
participando ativamente das atividades de pesquisa e desenvolvimento do grupo

PACE encontramos oito alunos de iniciagdo cientifica, oriundos de diferentes



cursos da UFRJ, como, por exemplo, Informatica, Matematica, Desenho Industrial
e Engenharia Eletronica, além de alunos de mestrado e de doutorado. A cerca de
um ano e meio, este grupo de alunos vem trabalhando no desenvolvimento de
um conjunto de softwares com objetivos educacionais. Neste artigo, relatamos
resumidamente as principais caracteristicas deste conjunto de ferramentas,
esperando ilustrar o ganho de um tipo de projeto de iniciacdo cientifica ainda
pouco comum em nossas universidades, pois é desenvolvido em grupo, por uma
equipe multidisciplinar, e tendo como objetivo a criacdo de produtos finais

voltados para a sociedade brasileira.

O projeto tem dado oportunidade aos alunos de iniciacdo cientifica de
trabalhar diretamente com producéo cientifica e tecnoldgica. Para ilustrar a
importancia e atualidade do tema, basta constatar que apenas em 1999 foram
defendidas 2 teses de doutorado em grandes centros de pesquisa sobre
desenvolvimento de softwares de geometria dinamica®. Assim, nossos alunos
participam do desenvolvimento de tecnologia educacional de ponta, com diversos
problemas cientificos a serem trabalhados. Além disso, eles vém escrevendo
artigos, apresentando trabalhos em jornadas de iniciacdo cientifica e em

congressos em nivel nacional.

O TABULA?

Tabulee € um software de Geometria Dindmica plana, ilustrado na figura 2,
gue vem sendo desenvolvido ha aproximadamente um ano. Inteiramente escrito
na linguagem Java, compativel com diferentes plataformas, sua versao atual
apresenta todas as funcionalidades puramente geométricas, semelhantes a de
programas de Geometria Dindmica do mesmo tipo existentes no mercado. Estao
ainda em desenvolvimento as facilidades da calculadora e das “macros”. Por
outro lado, o Tabulee ja oferece algumas vantagens particulares, em especial se

considerarmos comunicacgao via Internet, que discutiremos a seguir.

! Kortenkamp, U., 1999, The foundations of dynamic geometry. PhD Thesis, Numerical
Analysis Institute, Zurich, e Winroth, H., 1999, Projective Dynamic Geometry. PhD
Thesis, Royal Institute of Technology, Stockholm.

2 0 nome Tabulze era dado ao conjunto de tdbuas de cera que os antigos gregos e

romanos usavam para rabiscar mensagens e diagramas



Do ponto de vista computacional, a concep¢do do Tabulee é
inteiramente orientada a objeto. Isso permite que novas ferramentas
sejam sempre adicionadas ao programa, sem a necessidade de iniciar

0 processo de montagem do programa outra vez.

O Tabulee permite gerar applets, podendo seu usado como ferramenta
de autoria para Internet, e ainda permite que um professor obtenha um
relatorio completo do trabalho de um aluno, incluindo registro de tempo,

0 que pode ser usado para pesquisa em educacdo matematica.

De especial importancia no projeto foi o desenvolvimento da interface
grafica. Além de projetar sistemas de forma que os usuarios possam desenvolver
suas tarefas de maneira segura, eficiente e agradavel, deve-se ressaltar também
0 aspecto da produtividade. O design de interface ndo envolveu apenas aspectos
estéticos e tecnoldgicos, mas todos os elementos que pudessem interferir na
comunicacdo ou apreensdo da informacéo apresentada. Para isso, procuramos
manter certas normas e um vocabulario simples, usando conceitos que o0 usuario
ja conhece ou pode aprender facilmente. Com uma linguagem eficiente, o usuario

pode conduzir comandos do computador de forma efetiva e consciente.
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Figura 2: O Tabulee — um software de Geometria Dindmica.



Elementos como psicologia de percepc¢do (como nés vemos), psicologia
cognitiva (como adquirimos conhecimento), e fatores humanos (como interagimos
com o equipamento) sdo pontos cruciais para o sucesso do design de programas
interativos para ensino. O desafio basico foi projetar um sistema cujas
capacidades possam ser entendidas pelos usudrios e que possam ser
imediatamente utilizadas. Estes foram critérios importantes para a definicdo das
facilidades de interacdo a serem disponibilizadas na verséo final, sempre com o
objetivo de estabelecer uma relagdo amigavel do software com o publico alvo do

projeto: alunos e professores dos ensinos fundamental e médio.
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Figura 3: Utilizac&o de icones Correlacionados no Tabulee

Para exemplificar algumas das facilidades que a evolucdo da interface
gréafica proporciona aos usuarios do programa, apresentamos a situacao ilustrada
na figura 3. Neste caso, 0 aluno deseja construir uma reta perpendicular ao
segmento ja existente na tela, em um ponto qualquer, que podera ser modificado
posteriormente. Ao selecionar o icone “reta” a esquerda na area de trabalho,
imediatamente uma nova sequUéncia de icones correlacionados é acrescentada a
lista de possiveis construcdes (compare a lista estendida de icones na figura 3
com a lista nas figuras anteriores). Desta forma, sob o mesmo icone principal
(reta) existe, na verdade, uma série de comandos Uteis para a realizacdo de
constru¢cdes geomeétricas envolvendo linhas retas (como semi-retas, segmentos,

retas perpendiculares e paralelas, mediatrizes, etc). Nossos estudos mostram



gue os usuarios, em especial os alunos dos ensinos médio e fundamental,
acostumam-se rapidamente a esta forma de trabalhar, e que esta apresenta
vantagens quanto ao uso por alunos quando a comparamos com as interfaces de

outros softwares do mesmo tipo.

OUTRAS CARACTERISTICAS DO TABULAE
O Acompanhamento do Trabalho Desenvolvido por um Grupo de Alunos

O Tabulee também disponibiliza um recurso adicional para os profissionais
em didatica da Mateméatica: uma listagem contendo todas as atividades
desenvolvidas pelo aluno durante o processo de investigacdo do problema. Esta
listagem é gerada pelo programa em linguagem HTML e inclui todos as etapas da
construgéo realizadas pelo aluno, acompanhadas da indicagdo do tempo gasto
pelo aluno para realizar cada uma delas. Essa listagem permite que professores
e/ou pesquisadores acompanhem cada passo do trabalho dos alunos
individualmente ou trabalhando em pequenos grupos, e pode, por exemplo, ser
usada para avaliagbes ou para pesquisas sobre a diversidade de solucbes

apresentadas pelos alunos quando trabalhando neste micro mundo.

Esta caracteristica especial visa minimizar uma série de dificuldades de
acompanhamento pelo professor de um trabalho discente mais individualizado,
gue pode ocorrer em situacfes de exploracdo de resultados matematicos no
ambiente computacional proporcionado pelo Tabulee. Assim, por exemplo, ao
solicitar a listagem das etapas da construcdo exibida na figura 3 o professor ou
pesquisador pode obter a lista exibida na tabela 1. Observe que a listagem nos
mostra toda a exploracdo do problema pelos alunos, incluindo a movimentacao

dos pontos na tela e as figuras geométricas que foram apagadas.

Em nosso exemplo, bastante simples, a dupla de alunos inicialmente
construiu o segmento e, em seguida, a perpendicular e este passando por um
ponto pertencente ao segmento. ApGs moverem este ponto, os alunos concluiram
gue nao era esta a propriedade desejada, e apagaram sua construcdo. Na
segunda tentativa de construgcdo, os alunos tracaram a perpendicular ao
segmento por um ponto livre na tela, como pretendiam. A rapidez com que o

processo foi realizado mostra também que se trata de uma dupla de alunos com



conhecimento das caracteristicas do software, e que sabe o que deseja construir,

ja que ndo houve tempo para discussdes entre eles durante o processo de

construcao.
Software de Geometria Dindmica - Tabulae Copyright © PACE
Nome do Arquivo: - Histérico da Figura 3
Autores: - Leonardo e Thiago
Criado: 20/5/2001
Histdrico
Hora Acéo Comentarios

Objeto identificado com o ID 1; Objeto do tipo FreePoint

10h 7min 37seq : CRIAR Objeto Independente

Obijeto identificado com o ID 2; Objeto do tipo FreePoint

10h 7min 38seg : CRIAR Objeto Independente

Obijeto identificado com o ID 3; Objeto do tipo
10h 7min 38seg : CRIAR Segment2P
Dependente dos objetos 1, 2

Objeto identificado com o ID 4; Objeto do tipo
10h 7min 51seg : CRIAR PointInSegment
Dependente dos objetos 3

Obijeto identificado com o 1D 5; Objeto do tipo
10h 7min 51seg : CRIAR PerpendicularLine
Dependente dos objetos 3, 4

Obijeto identificado com o 1D 4;

10h 7min 57seg - MOVER Movido para a posicdo ( 55.0,34.0)

Objeto identificado com o 1D 5; Objeto do tipo
10h 7min 59seg : APAGAR | PerpendicularLine
Dependente dos objetos 3, 4

Obijeto identificado com o ID 4; Objeto do tipo
10h 7min 59seg : APAGAR PointInSegment
Dependente dos objetos 3

Objeto identificado com o ID 6; Objeto do tipo FreePoint

10h 8min 11seg : CRIAR Objeto Independente

Obijeto identificado com o ID 7; Objeto do tipo
10h 8min 11seq : CRIAR PerpendicularLine
Dependente dos objetos 3, 6

Tabela 1: Um histérico de construcédo gerado pelo Tabulee.



A Construcao de Lugares Geométricos, ou Locus.

O conceito de lugar geométrico pode ser explicado de diversas maneiras.
Formalmente, o lugar geométrico, ou locus, é definido como o conjunto de todos
0s pontos (e somente eles) que satisfazem uma certa condicao dada. Portanto, é
correto dizer que um circulo de raio unitario centrado na origem de um certo
sistema de coordenadas € o lugar geométrico de todos os pontos que satisfazem
a equacdo x° + y?> =1 no mesmo sistema de coordenadas. Igualmente correto
seria dizer que o circulo € o locus de todos os pontos equidistantes, de uma

distancia igual ao raio, do ponto central do circulo.

Porém as construgBes geométricas nos levam a uma segunda definicdo
para o lugar geométrico, um tanto mais informal, porém mais adequada ao
contexto e a implementagdo computacional. A abordagem aqui utilizada se
baseia na trajetoria de um objeto em funcédo de um caminho conhecido que outro

objeto percorre.
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Figura 4: Lugar Geométrico construido no Tabulae

Se a construcdo geométrica de um objeto (por exemplo, um ponto B) foi
obtida a partir do ponto A, entdo o movimento do ponto A sobre um caminho

conhecido, seja este uma reta ou um circulo, gera uma trajetéria para um outro



objeto (o ponto B), e a esta trajetdria € dado o nome locus. As trajetérias, ou 0s
pontos que percorrem as trajetorias, se relacionam com 0s pontos originais
através de uma construgdo geométrica. Na figura 4 ilustramos a construcdo da
parabola como o lugar geométrico dos pontos que equidistam de um ponto F
dado e de uma reta d, chamada diretriz. Através de construcbes geométricas,
obtemos, a partir de um ponto A, que pode se mover livremente sobre a reta d,
um ponto B da pardbola como a intersecdo da mediatriz do segmento AF com a
reta perpendicular a diretriz pelo ponto A (observe que estas condi¢cdes
correspondem a garantir, geometricamente, que a distancia de B até a reta d é

igual a distancia de B a F).

O lugar geométrico € um dos recursos mais notaveis dos softwares de
Geometria Dindmica porque, se tentdssemos reproduzir o mesmo desenho
usando os recursos gréficos tradicionais de desenho geométrico seriamos
obrigados a repetir o0 mesmo procedimento tantas vezes quantas fossem
necessarias para obter uma “amostra” de pontos do Locus que produzisse, por
interpolacdo, um resultado satisfatério. Por outro lado, quando se pede um lugar
geomeétrico num software como o Tabule, ele automaticamente gera uma
amostra com um numero n de pontos que representam diversas posicdes
possiveis para o ponto 0 qual se deseja conhecer a trajetéria. A interpolacdo

dessas posic¢des forma o lugar geométrico.

Como qualquer outro objeto em um software de Geometria, o Locus deve
ser atualizado quando qualquer dos objetos do qual ele depende se modifica. Ou
seja, no nosso exemplo, cada vez que a posicao da reta diretriz e (ou) do ponto
foco é modificada na tela, uma nova parabola deve ser desenhada pelo software.
Para se computar uma nova posi¢ao para o lugar geométrico, também devem ser
computadas novas posi¢cdes para n pontos que compdem o locus. Isto deve ser
feito com grande velocidade, de tal forma que o resultado final mostrado ao

usuario em tempo “real” sera sempre a interpolacdo destas posicoes.

O software proporciona ao usuario o controle do nimero n de pontos que
vao formar o lugar geométrico, do tipo de interpolacéo desejada (linear ou cubica,

utilizando B-splines) e do método de amostragem (passo constante, ou



adaptativo, este ultimo especialmente util para posicfes quase degeneradas do

lugar geométrico considerado).

IMPLICACOES PARA O ENSINO

Os softwares de geometria dinAmica ja se consagraram em todo o mundo
como uma das ferramentas computacionais de maior importancia para o ensino
de Matemética. Pesquisas feitas internacionalmente mostram as vantagens do
uso destes materiais e diversas sugestbes didaticas para todos os niveis de
ensino de Matematica tém sido propostas e analisadas criticamente. Publicacdes
sobre o tema séo feitas por associacbes de importancia, como por exemplo, a
Mathematical American Association (MAA, 1996) e livros didaticos para apoiar a
tarefa didatica do professor sdo encontrados associados aos produtos lideres no
mercado (para um dentre 0os muitos exemplos possiveis, ver Key Curriculum
Press, 1996).

Se as caracteristicas proprias e dinamicas fizeram com que esta classe de
softwares se tornasse hoje a ferramenta dominante para o ensino de Matemética
na maioria dos paises desenvolvidos, elas também determinam, mesmo em
nosso pais, uma forte tendéncia para a adocéo desta ferramenta em diversas de
nossas escolas e Universidades (para exemplos, ver Guimardes et al., 2001).
Nestas Ultimas, militam hoje dezenas de profissionais cuja formacdo poés-
graduada (no Brasil ou no exterior) incluiu o desenvolvimento de teses estudando
Geometria Dinamica. Além disso, como ja enfatizamos anteriormente, o
desenvolvimento de um software deste tipo € uma tarefa extremamente
complexa, envolvendo problemas de pesquisa que ainda hoje sédo dignos de

teses de Doutoramento em grandes centros de pesquisa mundiais®.

O grupo de professores da UFRJ envolvidos neste projeto vem realizando
diversas experiéncias usando este tipo de material em formacédo de professores,
relatadas, por exemplo em Belfort et al. (1999 e 2001) e que resultaram na
publicacdo de um livro voltado para formacdo em geometria do professor de

Matematica, integrada com a utilizacdo destes programas (Guimardes & Belfort,

% O Laboratério Leibinitz, da Universidade de Grenoble e o ETH de Zurique sédo dois
exemplos de grandes centros de pesquisa e desenvolvimento de Geometria Dindmica.



1999). Além disso, em parceria com professores do ensino fundamental e médio,
outras experiéncias estdo sendo desenvolvidas e analisadas (Gani & Belfort,

2000 e 2001). Abaixo, relatamos detalhes de algumas destas experiéncias.

O Estudo das Simetrias em Projetos Multidisciplinares.

A partir das possibilidades oferecidas por este tipo de software é possivel a
criagdo de paineis dindmicos e interativos. As autoras (Gani & Belfort, 2000)
propéem que o estudo de mosaicos pode ser usado como fator de integracao
entre as disciplinas de artes, desenho geométrico e Matemética, nas séries finais

do ensino fundamental explorando as caracteristicas basicas destes programa.

Do ponto de vista matematico, para que um painel como o ilustrado na
figura 5 seja construido, o conceito de “simetria” deve ser empregado de uma
forma generalizada: a simetria axial pode ser observada no poligono estrelado
gue se repete, e a simetria de translacdo pode ser observada pela repeticéo
longitudinal (horizontal e vertical) do motivo principal. O estudo de poligonos e
suas propriedades também se integra a este projeto. Do ponto de vista do
desenho geométrico, o tracado de poligonos regulares e de poligonos estrelados
pode ser explorado, e o professor de arte tem a chance de apresentar aos seus

alunos algumas formas milenares de arte: 0s mosaicos e as faixas decorativas.
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Figura 5: Diferentes imagens obtidas em um mesmo painel, através de movimentagao.
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A capacidade criativa do aluno pode ser explorada de muitas formas. Na
figura 6, ilustramos algumas possiveis generalizagdes dos principios mateméaticos
fundamentais de construcdo aplicados para malhas paralelogramicas e
triangulares (ainda outras seriam passiveis de utilizagdo). E interessante observar

gue, ao introduzir a malha triangular, mais um tipo de “simetria” generalizada



pode ser trabalhado: a simetria da transformacgéo de rotacdo, em geral pouco

explorada em atividades de sala de aula.
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Figura 6: Painéis dinamicos obtidos a partir de diferentes malhas.

A representacéo de figuras espaciais através de diferentes projecdes.

O estudo da geometria espacial € considerado um dos pontos de maior
dificuldade para o aluno por muitos professores de Matematica do ensino médio.
Materiais voltados para ajudar os alunos a superar as dificuldades de
visualizacdo de representacfes de figuras espaciais estdo sendo desenvolvidos
dentro do projeto, explorando a tela do computador para apresentar duas
representacdes diferentes de uma figura no espaco: a representacdo em
perspectiva e a representacdo em épura, empregando 0s principios basicos da
Geometria Descritiva. Existem claros ganhos para os alunos, conforme

observado pelas autoras (Gani & Belfort, 2000).
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Figura 7: Duas representa¢fes planas integradas para o estudo de Geometria Descritiva.



A figura 7 mostra o estudo das projecbes de um ponto nos planos
horizontal e vertical, o principio de toda a Geometria Descritiva. A figura é
dindmica e a movimentacdo da posi¢cdo de uma das projecdes do ponto na épura
(a direira) ocasiona uma mudanca na posicdo do ponto na representacao em

perspectiva (a esquerda), tendo suas propriedades geométricas preservadas.

Figura 8: Representacdes da elipse e de um ramo da hipérbole como seg¢8es conicas.

Todo um sistema de representacdo estd desenvolvido e este esta sendo
aplicado para pesquisas de sua influéncia no estudo de geometria descritiva.
Além disso, o sistema permite a elaboracdo de figuras mais complexas, que
podem ser exploradas em diversas situa¢fes didaticas tanto em Descritiva como
em Geometria Espacial. Uma aplicacdo deste sistema ao estudo das conicas,
enfatizando-as como “cortes” de um plano em um cone € ilustrado na figura 8.
Para o desenvolviemto desta aplicacdo, os recursos de construcdo de lugares
geométricos disponibilizados pelo software foram de fundamental importancia

para a construcao das elipses e dos ramos de uma hipérbole.

Geometria Dindmica como recurso didatico na formacéo de professores.

Desde 1998 professores do Instituto de Matematica da UFRJ utilizam
softwares de Geometria Dinamica para a formacdo de professores de
Matematica, tanto no curso de Licenciatura quanto em atividades de formacao

continuada. Em Belfort & Guimaréaes (1999), foi relatado que:



“Do ponto de vista da pesquisa educacional, o ambiente de
laboratorio computacional € especialmente propicio a pesquisas voltadas
para dados qualitativos, pois permite a observacao do trabalho enquanto
sendo desenvolvido. Os professores séo incentivados a trabalhar em
duplas, o que permite aos pesquisadores presenciar as discussdes de
trabalho e registrar os tipos de argumentacédo e/ou prova apresentadas
para os resultados verificados experimentalmente na tela. Nossa
pesquisa indica que o professor desavisado tende a acreditar nos
resultados oferecidos pelo computador como verdadeiros, e ndo parece
propenso a questiona-los. Por outro lado, a dificuldade de muitos
professores em justificar dedutivamente seus resultados durante o
trabalho em duplas confirma que a argumentacédo nao faz parte de sua

pratica de sala de aula.” (pg. 9).

As experiéncias feitas pelos autores indicam que até mesmo professores

em exercicio apresentavam dificuldades em compreender a diferenca entre
'‘geometria experimental' e 'geometria dedutiva’, demonstrando que a Geometria
nao ocupa um lugar de destaque em suas praticas didaticas. Estas pesquisas
também apontam para o fato de que a experimentacdo e a argumentacao tém
pouco espaco em sala de aula. Neste sentido, ha um esfor¢o especial sendo feito
pela equipe do projeto no desenvolvimento de uma sequéncia de atividades
voltadas para a formacgao de professores. Ao elaborar estes materiais, a principal

preocupacao € que neles seja privilegiado o desenvolvimento da capacidade de

justificar resultados e valorizado o raciocinio dedutivo em geometria.
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Figura 9: Paralelogramos de mesma area.



Um exemplo de uso de Geometria Dinamica para o desenvolvimento da
capacidade de argumentacdo em geometria desenvolvido pela equipe esta
baseado na utlizacao da tela apresentada na figura 9, onde o aluno deve justificar
porque os paralelogramos ABCD e ABPQ tém a mesma area (Teorema |. 35 d'Os
Elementos de Euclides (Heath, 1956)). A capacidade dinamica do software pode
ser utilizada para modificar diversos elementos destes paralelogramos (como o
tamanho de sua base, o angulo no vértice A de cada um deles, etc). No entanto,
os paralelogramos considerados foram construidos de tal forma que sempre tém
a mesma éarea (Area DAQ + Area ABF — Area CFQ) e essa propriedade se
mantém qualquer que seja a interacdo do usuario com a figura, jA que a
congruéncia dos triangulos DAQ e CBP é garantida pela construcéo feita,

apoiada na consisténcia matematica apresentada por este tipo de software.

Como consequéncia destes trabalhos de pesquisa e desenvolvimento, um
programa piloto de treinamento de professores em geometria apoiado pelo
software ja estd sendo realizado dentro das atividades do curso de
Especializacdo para Professores de Matematica ministrado no Instituto de
Matemética da UFRJ. A partir desta experiéncia, planeja-se criar um treinamento
especifico, em cursos modulares, para a utilizacdo do Tabulee em diversos niveis
de ensino. Nossas pesquisas indicam que esta € uma atividade da maior
importancia, pois pode influenciar diretamente na qualidade do ensino de
Matematica. O estudo cuidadoso de um software de geometria dinAmica pode
levar os professores uma completa revisdo conceitual em Geometria, a qual
podera se refletir diretamente em sua pratica didatica. Em nosso trabalho no
decorrer do projeto, tivemos diversas oportunidades de observar este processo, e
de acompanhar relatos em que os professores que passaram pelo programa
piloto descreviam o efeito benéfico em sua prética de sala de aula, mesmo

guando nao havia computadores sendo utilizados.

Na impossibilidade de treinar todos os professores que irdo utilizar o
software, a preparacdo de materiais didaticos que possam ser utilizados em sala
de aula é outra atividade de grande relevancia a ser cumprida pela equipe do
projeto. Uma pesquisa nos materiais de apoio a softwares existentes mostra que,

em sua grande maioria, estes nao permitem uma real integracdo das aulas



desenvolvidas em ambiente de laboratério computacional com o curriculo.
Consequentemente, desta forma, as experiéncias computacionais ndo se
constituem ainda em uma pratica regular no ensino de Matematica. Em nosso
ponto de vista, apoiado pelas pesquisas que vimos realizando, é a qualidade do
material didatico a ser utilizado pelo professor, em concomitancia com o software
de Geometria Dinamica, que permitira a real integracao destas novas ferramentas
no processo ensino aprendizagem em Matematica, contribuindo para uma

aprendizagem significativa.

Algumas escolas na cidade do Rio de Janeiro estédo iniciando, em carater
experimental, o uso do Tabulse como uma das ferramentas para o ensino de
Matematica. Os professores que realizam estas experiéncias estdo ligados ao
projeto, e partiiham de nossa preocupagdo em integrar estas atividades
desenvolvidas em laboratério com as demais atividades didaticas realizadas em
sala de aula. No ensino fundamental, a estratégia principal tem sido a de
estimular o aluno a criar hipéteses e generalizacdes, e os professores relatam
gue este trabalho vem resultando em um entendimento mais profundo dos
resultados mateméaticos abordados, que se reflete em uma maior facilidade para

transferir estes conhecimentos para a resolu¢cao de novos problemas.

A COMUNICACAO A DISTANCIA COM O TABULA E COM O MANGABA

A necessidade de uma linguagem sofisticada e especial para a
comunicacdo matematica é bastante antiga (ver, por exemplo, a descricdo feita
por Netz (1999) sobre os textos escritos por Euclides e por Apolonio). Quando se
considera o uso da Internet como um instrumento para ensino e comunicacao,
estas necessidades de adaptacao de linguagem sdo ainda mais claras. Esfor¢os
coletivos, como o desenvolvido pelo Open Math Consortium (1998) ou individuais,
como a transposicéo feita por D. Joyce (1997) d'Os Elementos de Euclides para
paginas da Internet, ilustrados com applets com capacidades dinamicas e

interativas, sdo exemplos de realizacdes positivas neste campo emergente.

Se desejamos criar um ambiente via rede WWW para 0 processo ensino

aprendizagem em matematica, devemos nos preocupar com diversos aspectos



técnicos, tais como a necessidade de geracdo e envio rdpido de complexas
simulacdes e construcdes geomeétricas planas e espaciais. Os programas Tabulae
e Mangaba foram pensados desde o inicio para responder a este tipo de

demanda.

A escolha de implementacdo permite que apenas as instrugcdes para a
construcdo sejam enviadas pela rede, sem a necessidade de enviar a figura, o
gue geraria uma dificuldade muito maior, acarretando em perda de tempo de
comunicacdo. Esta caracteristica € um passo significativo em otimizar o sistema
de comunicacédo, que pode entdo ser resumido em uma figura (ver figura 10). O
professor (ou qualquer outro usuario autorizado pelo administrador do curso)
envia informacdes pela rede. Um servidor central trata a informacéo enviada, e a
distribui pelos diversos participantes do curso, estejam eles no mesmo local ou

utilizando a rede WWW para estabelecer as conexdes.

Server reflects
each step for
students
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=
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Teacher sends Server
step by step
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to server

s

Student

Student

Figura 10: O mecanismo de Comunicag&o.

O MANGABA

O estudo da Geometria Espacial € uma forma eficiente para desenvolver
nos nossos alunos a intuicdo geométrica, que Penrose (1996) considera como
uma das maiores vantagens do raciocinio humano sobre o poder de calcular das
maquinas. Pesquisas feitas em diversos paises sugerem que a atitude dos alunos

para a Matematica Avancada é fortemente influenciada pelas suas experiéncias



prévias, e a visualizacdo espacial desempenha um papel importante nestas
atitudes (ver, por exemplo, Tall, 1991, Dreyfus, 1991(a), 1991(b)).

No inicio do século XX, Poincaré (1952) fazia a distingdo entre o espaco
geomeétrico e espaco representativo. Segundo ele, interagimos com os objetos no
espacgo representativo, mas pensamos sobre eles como se eles existissem no
espaco geométrico. Desta forma, devemos considerar que a representacdo
influencia diretamente nossa capacidade de compreender estes objetos, e suas
propriedades. Ferramentas de modelagem podem ser especialmente Uteis para
permitir que os alunos vencam dificuldades de visualizacdo, e o interesse dos
professores por modelagem tridimensional computacional em nossos cursos de

capacitacdo demonstra isso.

Nossas pesquisas em materiais didaticos para o desenvolvimento deste
tema passaram pelo uso de JAVA e VRML (Guimaraes et al, 2000) e o uso de
programas de Geometria Dindmica para representagdes em perspectiva (Gani &
Belfort, 2000), como ja discutimos neste artigo. Embora bastante ricas, ambas as
experiéncias mostraram ter limitacdes: a linguagem VRML permite a
movimentacgao irrestrita da cena, mas ndo permite que novas construgdes sejam
feitas pelo usuério, enquanto o uso da Geometria Descritiva ha outra experiéncia
fica limitada por problemas gréficos necessarios para a visualizacdo (tais como
linhas tracejadas, espessura das linhas mais proximas, etc.). fazendo que seja

necessario estabelecer limites para a movimentagdo da cena criada.

Baseados nestas pesquisas, ficou claro que um instrumento que permitisse
a construcao de objetos tridimensionais que pudessem ser vistos em ambiente
similar ao VRML se mostrava necessario. O programa Mangaba foi desenhado
para ter as mesmas facilidades de comunicacdo do Tabulee, mas esta voltado
para o estudo das formas no espaco. O software Mangaba permite ao usuario
formar uma cena 3D a partir de escolhas feitas dentre um grande numero de
primitivas disponibilizadas (estas incluem um conjunto extenso de poliedros,
sejam estes convexos ou ndo). Um estudo (Guimaréaes et al., 2000) mostrou as
vantagens deste formato quando comparado com figuras geradas por
ferramentas CAS, como o Maple, por exemplo, onde o usuario, em geral, deve

recorrer as equacdes dos solidos.



Assim sendo, o Mangaba é uma ferramenta computacional sem similar no
mercado internacional, e que visa contribuir para amenizar o problema da
dificuldade de visualizagdo geométrica no espago, reconhecido como um dos
mais fundamentais no ensino de Geometria. Para atender a caréncia de
ferramentas adequadas para este fim, materiais concretos, embora ajudem num
primeiro momento, ndo sao suficientes, pois persiste o dificil problema de levar o
aluno a ser capaz de entender as representacdes dos solidos através de suas
projecdes planas, em geral realizadas sobre uma folha de papel. Desta forma,
argumentamos que 0 Mangaba pode ser usado como uma “ponte” para
preencher o espaco didatico existente entre a manipulacdo de materiais
concretos e a correta compreensao visual de representacfes de objetos 3D em

superficies planas, que estao baseadas nas técnicas projetivas classicas.

Diversas caracteristicas fazem do Mangaba um programa computacional
de grande utilizadade em diversos niveis de aprendizagem de Matematica. Por
exemplo, dadas duas primitivas, uma terceira figura pode ser especificada na tela
do computador como a unido destes objetos. As primitivas podem também ser
editadas, e transformadas geometricamente, incluindo as transformacdes afins
usuais. Atributos ndo geomeétricos, como cor, transparéncia e textura também

podem ser usados na edicao de figuras.

Algumas construcdes simples, mas que sao caracteristicas de programas
de Geometria Dinamica, ja podem ser feitas no Mangaba. Para o futuro,
planejamos integrar as duas ferramentas aqui discutidas de tal forma que, uma
vez que um plano seja selecionado numa cena do Mangaba, o conjunto completo
de ferramentas de construcdo do Tabulee seja disponibilizado para trabalhar
nesta superficie. Atualmente, o programa ja permite ainda a elaboracdo de
construcBes geométricas espaciais basicas, tais como a reta perpendicular a um
plano, ou planos paralelos. Estas propriedades geométricas sdo preservadas pelo
movimento e/ou transformacgédo dos elementos associados a ela na tela do
computador, de forma similar ao que acontece em um software de Geometria

Dinamica bidimensional.



ALGUMAS APLICACOES DIDATICAS

Como se trata de uma ferramenta inédita no mercado internacional, esta
sendo necessario desenvolver uma série de atividades basicas para motivar a
utilizacdo deste programa em diversos niveis de ensino. Por outro lado, estamos
convencidos de que as caracteristicas especificas do programa podem ser
bastante exploradas no ensino de matematica e de desenho. Por exemplo: o fato
de que o programa permite 0 acesso as diferentes vistas laterais dos solidos
criados, contribuindo assim para o desenvolvimento das habilidades de

representacao plana de figuras 3D.

Para exemplificar, na figura 11 apresentamos um empilhamento de cubos,
construido no Mangaba, e que pode ser explorado em atividades de visualizagcdo
espacial e na conceituacdo de projecdes e de vistas planas de um sdlido.
Atividades como esta podem ser encontradas propostas em livros didaticos de
gualidade para as séries finais do ensino fundamental, e foram até mesmo foco
de pesquisas sobre aprendizagem de matematica em uma amostra de alunos do
ensino fundamental. O Mangaba permite a movimentacao livre da figura, ou seja,

o aluno pode explorar esta composicéo espacial por diversos angulos de visao.
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Figura 11: Empilhamento de cubos feito no Mangaba.

A partir desta exploracao inicial, o aluno é levado ao reconhecimento de

diferentes vistas laterais deste empilhamento. A figura 12 mostra duas destas



vistas: a frontal e a superior (poderiamos ainda obter mais uma vista lateral para
0S cubos nesta mesma posi¢ao, ou ainda outras, caso modificassemos o ponto

de vista considerado na representacao em perspectiva).
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Figura 12: Vistas superior e frontal de uma pilha de cubos.

A exploracdo desta atividade nas duas diregcbes (ou seja, tanto se pode
pedir aos alunos que obtenham as vistas laterais a partir da representacdo da
figura espacial quanto requerer a obtencao da figura espacial a partir do conjunto
de vistas laterais) ajuda a desenvolver no adolescente a capacidade de
visualizacdo espacial, além de colaborar para a percepcdo e na construcdo do
conceito de projecdes ortogonais, pois sdo estas transformacdes que constituem

a ferramenta fundamental para a obtencéo correta das vistas laterais.
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Figura 13: Sec8es planas de cones.

Outras aplicacdes didaticas sdo possiveis, e neste momento vimos
experimentando, em conjunto com professores do ensino médio, algumas

utilizacbes do Mangaba para auxiliar o processo ensino aprendizagem de



conceitos geométricos. Na figura 13, ilustramos a interse¢cdo de um cone por um

plano, uma etapa importante no desenvolvimento do estudo das conicas.

De uma forma mais geral, o Mangaba pode contribuir para a visualizagao
de intersecdo de superficies, um problema dificil para alunos iniciantes no estudo
das figuras espaciais e suas representacdes no plano. Na figura 14 ilustramos
uma situacdo simples, mas de dificil visualizacdo: o corte de um cubo por um
plano gerando uma figura plana pentagonal. Observe que nenhuma das
projecdes usuais, exibidas ao lado da vista “espacial’ do cubo secionado por um
plano, permite visualizar o corte como um pentagono. Esta compreensao, no
entanto, pode ser bastante favorecida pela movimentagcao irrestrita da figura

“espacial’”.
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Figura 14: Corte plano em um cubo.

Embora extremamente atraente para todos os professores do ensino
médio que ja tiveram a possibilidade de ver uma demonstracéo deste software de
Geometria Espacial, o desenvolvimento do Mangaba ainda exige atencdo da
equipe do projeto. Mais testes estdo previstos, assim como a melhoria na
ergonomia da interface, visando tornar o programa em um aplicativo de facil
utilizacdo, mesmo para usuarios pouco familiarizados com a utilizacdo de

computadores.



Além disso, estd em desenvolvimento um conjunto completo de
construcdes geomeétricas dinamicas, isto €: uma vez que duas figuras construidas
estejam relacionadas por propriedades geométricas, estas relagcdes sdo mantidas
guando modificamos a posicdo ou forma dessas figuras. Quando completo, o
Mangaba seria, entdo, uma ferramenta aproximando o que poderia ser
considerado como o primeiro software de Geometria Dinamica Tridimensional®,
no sentido usado pelos criadores do termo, por permitir realizar e modificar
construcBes geométricas a partir de interacbes simples com 0 mouse, e por

preservar as propriedades geométricas relativas das figuras quando modificadas.

CONCLUSOES

Pesquisas e recomendacfes recentes em diversos paises do mundo
apontam para a importancia do treinamento de professores como fator
preponderante na busca por melhores resultado na escola e também para a
Imortancia do estudo da Geometria, como formadora do pensamento ldgico e
dedutivo (para exemplos recentes em Matematica, veja Kilpatrick et al, 2001, nos
Estados Unidos e The Royal Society/ Joint Mathematical Council , 2001, na
Inglaterra). Na tarefa de melhor capacitar os futuros professores e aqueles em
exercicio, destacando nestas atividades a importancia da Geometria, parece
existir um espacgo a ser preenchido por experimentos apoiados em recursos de
educacédo a distancia e que possam contribuir positivamente para a melhoria da

formacdo matematica dos professores.

Se considerarmos o sistema educacional brasileiro, com seus 50 milhdes
de alunos, fica clara a impossibilidade do sistema universitario atender a
demanda de formacéo inicial e continuada necessaria de professores, a menos
gue se considere a possibilidade de se criar uma rede eficiente de ensino a
distancia. Para que uma rede como esta seja estabelecida em Matematica, é
fundamental que se desenvolvam as ferramentas necessarias, em especial
aquelas gque possibilitem a visualizacado espacial e a comunicagcao de elementos

geométricos. Estamos, nesse momento, iniciando um trabalho de preparacéo de

* Temos noticia de desenvolvimentos em curso nesta direcdo pela equipe ligada ao
software Cabri Géométre.



materiais didaticos apoiados no Tabulee e no Mangaba. Estes materiais estdo
sendo testados em cursos de formacdo de professores, com resultados

animadores.

Ao desenvolver um software de Geometria Dinamica plana, com certeza,
estamos beneficiando as condi¢cdes de ensino em Matematica. A utilizacao desta
ferramenta vai permitir uma visdo mais focada na resolucdo de problemas,
fazendo com que o ensino da Matematica, e em particular da geometria, se torne
mais estimulante e cheio de desafios. Acreditamos que este trabalho possa
contribuir para que os alunos passem a perceber a Matematica como um
conteldo onde a compreensdo € mais importante que a memorizacao,

respondendo, desta forma, aos anseios de seus professores.

Ao desenvolver um software para auxiliar o processo ensino aprendizagem
de geometria espacial, incluindo atender as necessidades de interpretacdo das
representacdes planas a ela associadas, com certeza, estamos beneficiando as
condicdes de ensino em Matematica, em Desenho e em Geometria Descritiva. Se
acompanhada de materiais de ensino adequados, a utilizacdo desta ferramenta
pode permitir uma visdo mais focada na resolugdo de problemas, fazendo com
gue o ensino destas disciplinas possa se tornar mais estimulante e desafiador. A
necessidade de desenvolver e disponibilizar nas escolas de softwares com o
perfil do Mangaba é um ponto bastante enfatizado nos estudos recentes que

destacamos neste artigo desenvolvidos na Inglaterra e nos Estados Unidos.
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