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Introdução

Uma seqüência é uma função cujo domínio é o conjunto dos números naturais  se a seqüência for infinita ou os primeiros n números naturais se ela for finita. A progressão aritmética é uma função afim de domínio natural.

Dada uma progressão aritmética ( a1, a2, a3, ...an...)existe uma única função afim 
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. E reciprocamete dada a função afim 
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 formam uma progressão aritmética. (Lima,2001,  p.23).

 Embora a fórmula do termo geral de uma PA, sugira esta conexão, não encontramos o fato explicito em livros didáticos. Assuntos aparentemente diferentes, porém relacionados, devem ter suas conexões ressaltada, pois as propriedades de um conceito podem ser utilizadas para se obter as propriedades do outro.  

Se os conceitos são apresentados de forma fragmentada, mesmo que de forma completa e aprofundada, nada garante que o aluno estabeleça alguma significação para idéias isoladas e desconectadas umas das outras. Acredita-se que o aluno sozinho seja capaz de construir múltiplas relações entre os conceitos e formas de raciocínio envolvidos nos diversos conteúdos, no entanto o fracasso escolar e as dificuldades dos alunos frente a Matemática mostram claramente que isso não é verdade. ( PCNEM, 1999. p.255)

Portanto as progressões devem ser estudadas permitindo conexões entre os diversos conceitos matemáticos e buscando ainda a sua relevância cultural, no que diz respeito às suas aplicações dentro e fora da Matemática.

As progressões geométricas apresentam várias aplicações na vida atual, seu estudo pode ser proposto por meio de várias situações como: crescimento de bactérias, aplicações financeiras, fractais, etc.

Um progressão geométrica se obtém quando se toma uma função de tipo exponencial, 
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. Por isso é que os problemas em que se aplicam funções exponenciais são essencialmente os mesmos em que se usam progressões geométricas. (Lima,2001,  p.24).

Isso deixa claro que os problemas de matemática financeira podem ser estudados via progressão geométrica ou via função exponencial. 

Para Lima (2001) uma boa forma de introduzir seqüências numéricas, dentre as quais se destacam as progressões aritméticas e geométricas, se refere a “padrões matemáticos” que são seguidos por “situações que ocorrem na natureza”, na História de Matemática (números triangulares pitagóricos) e na vida econômica da sociedade contemporânea. 

Toda seqüência tem que obedecer uma “lei de formação”, ou uma regra que permita dizer, para todo 
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, qual é o seu n-ésimo termo, o que pode ser obtido por meio de observação de padrões, associações de idéia e generalizações.Da mesma forma as fórmulas de soma de PA e de PG, podem ser obtidas de maneira quase que intuitivas e a seguir observadas, generalizadas até chegar à abstração, como veremos durante as atividades propostas.

Uma importante conexão a ser feita é a construção e observação dos gráficos de progressões aritméticas e geométricas finitas. Neste momento fica evidente para o aluno a distinção do domínio real em funções e do domínio natural para as progressões aritméticas e geométricas. Bem como a compreensão da união ou não dos pontos  de um gráfico, pois “ o gráfico de uma progressão finita é sempre um número finito de pontos” (Carvalho, 1997, p.25). Outro fato que fica evidente é se a progressão é crescente, decrescente, constante ou oscilante, desenvolvendo assim a habilidade de visualização do comportamento dos fatos.

De acordo com Pires (2000) ao delinear um planejamento de uma conteúdo ou currículo de uma escola é fundamental possibilitar o desenvolvimento de uma postura crítica sobre as questões envolvidas, buscando perceber suas relações com outros objetos, criando  uma grande rede de informações entre temas e entre a Matemática e a realidade.

Este mini-curso propõe atividades investigativas, estabelecendo conexões entre os conteúdos matemáticos, permitindo que o aluno faça levantamento de informações, formule conjecturas baseadas em seus conhecimentos prévios, realizando provas e refutações, comunicando os resultados aos colegas de turma e ao professor por meio de argumentações.  Desenvolvimento de conceitos, procedimentos, valores e atitudes para que ele aprenda a aprender Matemática, além de ganhar confiança e autonomia. 

O desenvolvimento de Investigações Matemáticas em sala de aula representa um contexto rico e desafiador de aprendizagem tanto para o aluno quanto para o professor. Para o aluno porque este passa a constituir-se em sujeito de conhecimento, isto é, alguém que sente o prazer de participar da produção/criação das idéias matemáticas. Para o professor porque pode encontrar nas Investigações Matemáticas um modo significativo de ensinar, compreender, trabalhar e estabelecer relação com a Matemática, levando os alunos a se interessarem pelas aulas de álgebra, fato pouco comum, atualmente, em nossas escolas. (Fiorentini, p.21)

A utilização de atividades de investigação matemática é um trabalho que o professor pode desenvolver, em sala de aula, com o objetivo de proporcionar um ensino mais significativo, despertar a curiosidade,  criatividade e prazer nos alunos. 


As atividades propostas consistem em busca de padrões, regularidades e invariantes em progressões:

Quando apelamos aos padrões no ensino da matemática é normalmente porque queremos ajudar os alunos a aprender uma matemática significativa e/ou a envolver-se na sua aprendizagem facultando-lhes um ambiente de aprendizagem que tenha algo a ver com a sua realidade e experiências. O estudo de padrões vai de encontro a este aspecto, apoiando a aprendizagem dos estudantes para descobrirem relações, encontrarem conexões, fazerem generalizações e também previsões.  (Vale et al,p.5)

Elas foram seqüenciadas  de forma que o aluno primeiramente entre em contato com as seqüências numéricas e seus respectivos gráficos,  a seguir parte para a dedução das fórmulas do termo geral e soma de PA e PG e por fim as aplicações das progressões na própria matemática como na vida cotidiana. É uma forma de iniciar a aprendizagem das progressões de modo intuitivo e motivador.

As três atividades a seguir têm por objetivo que o aluno perceba o que é uma seqüência numérica, identifique as regularidades e que descubra a regra de formação de cada uma delas. Induz o aluno a conceituar progressões aritméticas e geométricas, além de desenvolver estratégias de comunicação, argumentação e de representação, uma vez que será necessário desenhar, preencher tabelas, construir gráficos, registrar observações para comunicar suas idéias matemáticas. Explorar a idéia central que a progressão aritmética é uma função afim  e a geométrica é uma função exponencial, do domínio no conjunto dos números naturais e que portanto não podemos unir os pontos dos gráficos.

Atividade 1 –- Continue a seqüência numérica (Adaptado de Enzensberger, 1997, p.108)

Observe a seqüência 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... 

a) Descubra qual é a regra e escreva mais cinco números desta seqüência.

b) Tente construir um gráfico para esta seqüência.

c) Registre suas observações

Atividade 2 -  Seqüência em L ( Adaptado Imenes e Lellis, 8ª série, p.223)

Observe a seqüência de figuras abaixo:
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L1 = 3                     L2 = 5                              L 3 = 7

a) Desenhe a 4ª e a 5ª figuras.

b) Complete a tabela abaixo que relaciona a ordem da figura e o número de bolinhas.

	Ordem
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Número de   bolinhas
	
	
	
	
	
	
	
	


c) Quantos pontos têm a 10ª figura?

d) Construa um gráfico que representa a ordem a da figura  e a quantidade  de bolinhas existentes na figura.

e) Registre suas observações

Atividade 3 –  Ameba ( Adaptado de Carvalho, 1997, p.28)

A ameba é o mais simples de todos os animais existentes. Ela só pode ser vista ao microscópio. Por ser uma membrana elástica finíssima, ela muda de forma quando se movimenta apresentando saliências e reentrâncias em seu corpo. Após crescer até um certo tamanho, uma ameba se divide ao meio, para produzir outras duas. No período de um dia, aproximadamente, cada uma se divide ao meio, formando quatro amebas no total. No dia seguinte existirão oito, e teoricamente esse processo pode continuar indefinidamente.

a) Faça um desenho de como você imagina a situação.

b) Represente por meio de uma seqüência numérica de 6 termos, os fatos descritos.

c) Construa um gráfico para visualizar essa situação.

d) Registre suas observações 

As atividades 4 e 5 têm por objetivos, perceber que a “progressão aritmética constituem uma ferramenta matemática para estudar as grandezas que sofrem variações em intervalos de tempos iguais” ( Dante, 2003. p.27),  a regularidade das seqüências e que os alunos de posse de estratégias adquiridas nas atividades anteriores, de comunicação, argumentação e de representação, consigam calcular determinados termos e  a posição de alguns termos da seqüência. Por fim que consigam expressar o termo geral e a soma dos termos de uma progressão aritmética, deixando claro que a fórmula de do termo geral é uma função afim para 
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e que soma dos termos de uma progressão aritmética é uma função quadrática cujo domínio é o conjunto dos números naturais. A fórmula da soma dos termos de uma progressão aritmética foi proposta, por meio da conhecida história de sua descoberta por Gauss.

Atividade 4 -  Seqüência em T ( Adaptado Imenes e Lellis, 8ª série, p.223)

Observe a seqüência de figuras abaixo:
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a) Desenhe a próxima figura da seqüência. Quantas bolinhas ela tem?

b) Quantas bolinhas terão a 7ª figura?

c) Complete a tabela abaixo que relaciona a ordem da figura e o número de bolinhas que ela possui.

	Ordem
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Número de bolinhas
	
	
	
	
	
	
	
	


d) A 16ª figura tem quantos pontos?

e) A figura que possui 38 bolinhas, ocupa qual posição na seqüência?

f) Escreva uma regra para descobrir o número de bolinhas de acordo com a posição que ela ocupa na seqüência.

Atividade  5 – Números quadrados   ( Adaptado de Carvalho,1997, p.10)
Observe os números quadrados representados abaixo:


fig.1
  fig.2


fig.3


fig 4

a) Complete a tabela abaixo:

	Ordem
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Número de pontos
	
	
	
	
	
	
	
	


b) Vamos agora representar os números quadrados 1, 4, 9, 16, ... desta maneira:

i. o 1º número triangular por Q1 = 1;

ii. o 2º número triangular por Q2 = 1+ 3 = 4 ;

iii. o 3º número triangular por Q3 = 1+ 3 + 5 = 9 ;

iv. o 4º número triangular por Q4 = ___________________;

v. o 5º número triangular por Q5 = __________________________;

c) Encontre o 10º números triangulares.

a) Vamos procurar uma fórmula simplificada de encontrar a soma de uma progressão aritmética finita. Escreva a soma obtida no Q5. 
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. E a seguir escreva esta mesma soma na posição invertida
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 e realize a operação 
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b) Baseado nos cálculos realizados no item anterior, tente deduzir uma fórmula pra a soma dos temos de uma PA finita.

c) Você acabou de encontrar a fórmula geral dos números quadrados, sem desenhá-los ou contá-los.

A atividade 6, explora a progressão geométrica por meio de um fractal  “ o triangulo de Sierpinsk” criado pelo matemático polonês Waclaw Sierpinsk, em 1916,  em que cada triângulo obtido em cada etapa é uma pequena réplica do original. Ela têm por objetivos, perceber que  “progressão geométrica é um instrumento matemático criado para descrever grandezas que variam com a taxa de crescimento constante” (Dante, 2003. p.27),  a regularidade das seqüências que é a multiplicação da cada termo por uma determinada razão. Outro objetivo é que os alunos consigam calcular determinados termos e a posição de alguns termos da seqüência. Tem também o objetivo de que os alunos consigam expressar o termo geral e a soma dos termos de uma progressão geométrica finita. É fundamental neste momento, que o professor deixe claro que a fórmula de do termo geral é simplesmente a restrição aos números naturais de uma função exponencial 
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, para que os alunos consigam estabelecer a conexão entre os conteúdos estudados anteriormente.

Atividade 6 - Triângulo de Sierpinski  ( Adaptado de Carvalho,1997, p.29)
Observe o padrão geométrico “Triângulo de Sierpinski”, construído a partir de um triângulo eqüilátero, dividido em 4 triângulos eqüiláteros congruentes, cujo triângulo do centro é desconsiderado, restando dessa forma apenas 3 triângulos eqüiláteros.


d) Desenhe a próxima figura da seqüência. Quantos triângulos coloridos compõem o tapete?

e) Na 5ª figura, quantos triângulos coloridos compõem o tapete?

f) E na 9ª figura?

g) Complete a tabela abaixo que relaciona os quadradinhos os quadradinhos brancos necessários para contornar os pretos.

	Etapa
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Número de triângulos coloridos que compõem o tapete
	1
	3
	
	
	
	
	
	


h) A figura que possui  o contorno com 243 triângulos coloridos está em que etapa da construção do tapete?

i) Escreva uma regra que relaciona o número de triângulos coloridos do tapete a etapa em que se encontra a construção.
j) Vamos procurar uma fórmula simplificada de encontrar a soma de uma progressão geométrica finita: Represente a soma dos 4 primeiros números da seqüência por 
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. E a seguir multiplique todos os termos pela razão encontrada e simbolize esta soma por 
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 e realize a operação 
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k) Baseado nos cálculos realizados no item anterior tente deduzir uma fórmula pra a soma dos temos de uma PG finita.


A atividade 7, oferece a oportunidade de que os alunos entrem em contato com uma progressão geométrica infinita de termo geral 
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 que tende a zero e que a soma dos termos desta progressão geométrica infinita converge para 1. Este é um excelente momento para que o professor já comece as oferecer noções  intuitivas de limites.

Atividade 7 –Partindo um quadrado ( Adaptado de Giovanni, 2000, p.42)

a) Desenhe um quadrado de lado 1.

b) Pinte a metade de uma cor e represente a fração que corresponde esta fatia.

c) Pinte de outra cor  a metade do que sobrou e adicione a parte pintada.

d) Pinte de outra cor a metade do que sobrou e adicione às duas partes já pintadas anteriormente.

e) Escreva a soma dos 6 primeiros termos desta seqüência.

f) Escreva o termo geral dessa seqüência e acrescente a soma anterior.

g) O que você pode observar com relação a esta soma? Registre suas observações.

h) Calcule a soma obtida na letra f 

Finalmente, as atividades seguintes exploram os conceitos estudados anteriormente e oferecem oportunidades dos alunos ampliarem a rede de relações entre as progressões aritméticas e geométricas e outros conteúdos matemáticos, como é o caso da soma dos ângulos internos de um polígono, do juro composto, triângulo de Pascal e dos números poligonais.

Atividade 8 - Juro Capitalizado ou Composto

Apliquei R$ 500,00 na caderneta de poupança. Sabendo que, a partir do segundo mês, a taxa de juro incide sobre o montante acumulado no mês anterior e supondo a taxa de rendimento mensal fixa de 1% ao mês, complete a tabela abaixo:

	Mês
	Capital
	Rendimento ou juro

1% ou 0,01
	Montante ( soma do capital com o juro produzido no mês)

	1º
	500
	
	

	2º
	
	
	

	3º
	
	
	

	4º
	
	
	


Agora volte à tabela e substitua os R$ 500,00 por C, a taxa de 1% ao mês por i e o período por n, obtendo assim uma fórmula para o montante do juro composto com taxa constante.

	Mês
	Capital
	Rendimento ou juro

i
	Montante 

M

	1º
	C
	
	

	2º
	
	
	

	3º
	
	
	

	4º
	
	
	


Procure perceber com qual progressão você pode associar esta situação. Qual é o primeiro termo, a razão e refaça seus cálculos, conferindo ao final o seu resultado.

Atividade 9 - Números triangulares ( Laudares e Moura, 2006,p.3)
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d) Complete a tabela abaixo:

	Ordem
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Número de pontos
	
	
	
	
	
	
	
	


e) Vamos agora representar os números triangulares 1, 3, 6, 10, 15 ... desta maneira:

vi. o 1º número triangular por T1 = 1;

vii. o 2º número triangular por T2 = 1+ 2 = 3 ;

viii. o 3º número triangular por T3 = 1+ 2 + 3 = 6 ;

ix. o 4º número triangular por T4 = ___________________;

x. o 5º número triangular por T5 = __________________________;

f) Encontre o 12º e o 15º números triangulares.

g) Encontre um padrão que lhe permita determinar a fórmula dos números triangulares, sem desenhá-los ou contá-los.

h) Agora experimente sua fórmula para calcular  o 20º número triangular.

Atividade 10 - Triângulo de Pascal ( Adaptado de Enzensberger, 1997, p.139)

O triângulo de Pascal é um triângulo aritmético formado por números que têm diversas relações entre si. Muitas dessas relações foram descobertas pelo próprio Pascal, o que justifica o nome que lhe é dado.
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a) Observe o triângulo, procure perceber a lógica de sua construção e complete-o até a 11ª linha .

b) Registre  as regularidades que você encontrou nele.

c) Agora tente descobrir algumas seqüências numéricas escondidas no triângulo de Pascal :

· A seqüência dos números Naturais

· A seqüência dos números Triangulares

· A seqüência  de Fibonacci

· A seqüência das potências de 2

Atividade 11 - Soma dos ângulos interno de um polígono ( Adaptado de Iezzi, 2006, p. 221)

a) Construa  os polígonos: triângulo, quadrilátero, pentágono e hexágono.

b) Denomine seus vértice de A, B, C, ...

c) Em todos os polígonos trace todas as diagonais que partem do vértice A.

d) Informação: Em todo triângulo a soma de seus ângulos internos é igual a 180º.

De posse da informação dada acima, calcule a soma dos ângulos internos de cada polígono.

e) Registre as regularidades encontradas.

f) Tente deduzir uma fórmula para calcular a soma dos ângulos internos de um polígono qualquer.

g) Utilize a fórmula encontrada e calcule a soma dos ângulos internos de um polígono de 6 lados. Então, encontrou o mesmo resultado calculado  no item d? Se não refaça seus cálculos.

h) Agora determine a soma dos ângulos internos de um decágono.

Conclusão

A procura de padrões na Matemática está associada à descoberta, à busca de relações para explicar o que é observado e o encadeamento lógico do raciocínio matemático. Esse trabalho favorece a construção da álgebra de forma contextualizada e significativa para o aluno, permitindo que estabeleça as devidas conexões entre os conceitos matemáticos aproveitando ao máximo as relações existentes entre eles. Essas explorações estão centradas em modelos físicos, dados, organização de tabelas, gráficos e em outras representações que os alunos possam utilizar.

Essa visão da Matemática como uma maneira de pensar, como um processo em constante evolução, permite ao aluno a construção e apropriação do seu conhecimento, para  que saiba aplica-los em situações novas. Por isso é fundamental que os conteúdos matemáticos sejam explorados com total compreensão da rede de significados associados a eles e que se evite oferecer fórmulas desnecessárias para resolver problemas.


A medida que os alunos conseguem vencer os passos de uma investigação, desenvolvem capacidade de relacionar o aprendido com o observado e consequentemente uma visão positiva de sua capacidade de aprender, adquire confiança em sua capacidade de abstrair relações. Desenvolvem também sua capacidade de comunicação, de argumentação  e de representação,  uma vez que lançou mão de diagramas, tabelas, gráficos, esquemas,   expressões matemáticas, fórmulas para comunicar suas idéias matemáticas.
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