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Resumo: O presente trabalho discute a indução matemática como método de demonstração e apresenta um relato de uma experiência matemática realizada com alunos de um curso de formação de professores. As atividades aqui relatadas se constituem em uma sugestão de uma metodologia para entendimento da Indução Matemática e sua aplicação.
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Introdução:



O presente trabalho relata o desenvolvimento de uma atividade que abordou os conceitos de Indução Matemática. Esta pode ser vista como instrumento de aprendizagem da teoria dos números em um curso de formação de professores. Entendemos que a Indução constitui um importante instrumento que pode ser usado como método de demonstração de conjecturas Matemáticas. (VIDIGAL, et.al.) 


Primeiramente apresentamos uma abordagem teórica da Indução Matemática como Método de Demonstração, que foi dada aos alunos antes da realização das atividades, a seguir apresentamos o desenvolvimento das atividades com a finalidade de promover o ensino/aprendizagem da prova por indução e finalmente apresentamos nossas análises e considerações, baseadas nas nossas observações durante a realização das mesmas e em registros escritos pelos alunos.

Objetivos:

As Atividades aqui relatadas objetivaram:

· Fundamentar teoricamente e promover o ensino/aprendizagem da Indução Matemática, como método de demonstração;

· Enfatizar a importância de cada uma das duas propriedades que constituem a Prova por Indução Matemática;

· Tornar os alunos aptos a aplicar a prova por Indução Matemática.

Metodologia

Primeiramente foram dadas cinco aulas condensadas onde fizemos a fundamentação teórica da Indução Matemática. Durante essas aulas, foram realizadas além de exposições, exemplos de situações de indução e de provas por indução. 

Em seguida, os alunos realizaram um conjunto de importantes atividades, que constituem uma adaptação atividades retiradas dos textos de Ângela Vidigal (et. al.) e Geraldo Ávila, tidos como parte do nosso referencial teórico. Tais atividades foram criteriosamente selecionadas, a fim de formar uma seqüência didática que proporcionasse a obtenção dos objetivos propostos acima.
Indução Matemática – Fundamentação Teórica

A Indução Matemática é um importante método de demonstração matemática trabalhado geralmente, nos cursos de Álgebra ou de Teoria dos números dos cursos de formação de professores, tendo aplicações em quase todas as áreas da matemática. Foi desenvolvida a partir do o último axioma de Giusep Peano (1858 – 1932), que praticamente define os Números Naturais (LIMA, 2007), mas foi August De Morgan, que em 1883, descreveu esse processo cuidadosamente e deu a ele o nome de Indução Matemática.(LOUREIRO, s/d)


Uma demonstração baseada na Indução Matemática é chamada Prova por Indução e se constitui de duas propriedades: é preciso que a afirmação seja válida para um primeiro natural a, não necessariamente o número 1; uma vez satisfeita essa propriedade, considerando a afirmação válida para um natural k arbitrário é válida também para o sucessor de k. Sendo essas duas propriedades satisfeitas, podemos concluir que a afirmativa inicial é verdadeira (VIDIGAL et. al., 2005).

Primeira forma da Indução Matemática

Definição:

Suponha que para cada natural n, se tenha uma afirmativa P(n) que satisfaça as seguintes propriedades:

(i) P(a) é verdadeira;

(ii) Sempre que a afirmativa é verdadeira para um natural k qualquer e é verdadeira para o seu sucessor k+1;
Então:


P(n) é verdadeira para todo n natural (VIDIGAL et. al.,2005)



É importante destacarmos que a Indução Matemática é constituída de duas propriedades, cada uma de considerável importância, pois a primeira garante que estamos partindo de um fato verdadeiro para o primeiro número natural a, a segunda garante que se a afirmação é verdadeira para um natural k ( a qualquer e implica em verdadeira para o seu sucessor, então é verdadeira para todo natural. 

Exemplo: 

Prove por Indução que:


[image: image1.wmf]n

n

n

P

2

1

2

2

1

...

8

1

4

1

2

1

1

)

(

-

=

+

+

+

+

+

=


Verificando a primeira propriedade, temos:
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Suponhamos que P(k) seja verdadeira:
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Tentaremos provar que a seqüência é verdadeira para P(k + 1).
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, P(k+1) é verdadeira, logo P(n) é verdadeira ( n( N.

Segunda forma do Princípio de indução


Existe ainda uma outra forma alternativa para a Indução Matemática, que é usada nos casos onde a prova para o sucessor de k não puder ser obtida, mas puder ser obtida para algum m compreendido entre a e k, a ( m ( k. (VIDIGAL, et.al., 2005)

Definição:

Seja a um número inteiro. Suponha que, para todo inteiro n ( a, se tenha uma afirmativa P(n) que satisfaça as seguintes propriedades.

(i) P(a) é verdadeira

(ii) P(m) verdadeira para todo natural m com a ( m ( k implica P(k+1), verdadeira
Então P(n) é verdadeira (VIDIGAL, et. Al.,2005)

Exemplo:

Prove por Indução que:
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Suponhamos P(k) verdadeira:
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Tentaremos provar que é verdadeira para o seu sucessor:
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, multiplicando os dois membros por 2 temos,
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Então:
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Logo: 
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Ao discutir Indução Matemática para a formação de professores é elementar destacarmos a importância de se cumprir a primeira propriedade da definição de Indução Matemática, para se evitar erros comuns entre os alunos, que chegam a provar conjecturas falsas pela falta do cumprimento dessa propriedade em suas demonstrações.(ÁVILA, 2005)

Exemplo:

Prove que:
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Suponhamos que P(n) seja verdadeira para um natural k qualquer:


[image: image20.wmf](

)

8

1

2k

k

...

3

2

1

 

 

P(k)

2

+

=

+

+

+

+

=



 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]
Tentaremos provar que é verdadeira para o seu sucessor k+1:
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     P(k)
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Apesar da proposição ser falsa, chegamos a uma igualdade verdadeira, mas não realizamos a prova por Indução. É necessário verificar a lei de formação, além de verificar se ela é recorrente o que não foi feito no desenvolvimento da demonstração acima.

Desenvolvimento das Atividades

As atividades aqui colocadas foram realizadas pelos alunos do 4º período do Curso de Licenciatura em Matemática, da Faculdade de Filosofia e Letras de Diamantina, no primeiro semestre de 2007. A turma é constituída de dezenove alunos, sendo a maioria deles pessoas entre 30 e 40 anos, que moram nos arredores de Gouveia, cidade onde são realizadas as aulas. Desses, quase todos trabalham ou já trabalharam como professores. Sete atuam na Educação básica, ensino fundamental I, das escolas municipais com sede nos arredores de Gouveia ou de Datas, cidade vizinha, duas trabalham em secretarias de escola sendo as restantes atuantes no ensino fundamental II, com contratos temporários. Apenas um aluno, o único de sexo masculino, nunca trabalhou como professor. Uma aluna se encontrava em licença de gestação, não podendo aqui relatar fatos ao seu respeito. Esses dados foram obtidos através de entrevistas com os alunos.

No curso citado acima, as disciplinas são organizadas em blocos de 15 h/a, concentradas as sextas e sábados, sendo uma disciplina de 60 h/a ministrada em quatro módulos, intercalada com outra disciplina de 60 h/a.


Assim, toda a fundamentação teórica necessária à realização das atividades, foi dada no mesmo módulo aula da realização das mesmas, como parte da disciplina Fundamentos de Álgebra II.


Durante a realização das atividades, os mesmos foram dispostos em seis grupos de três alunos, de forma a proporcionar aos mesmos a possibilidade de discussão das atividades.


As atividades aqui propostas, como colocamos anteriormente, são uma adaptação de atividades dos textos de Ângela Vidigal (et. Al.) e Geraldo Ávila, citados em nosso referencial teórico, e se referem apenas à Primeira forma da prova por Indução.


Primeiramente, foram propostas as questões abaixo com o objetivo de fazer os alunos perceberem, a importância de uma Indução Matemática não ser baseada em alguns casos particulares, considerando a infinidade dos números naturais.

 São elas:

(i) Analise os exemplos abaixo, registre as suas análises e conclusões.

Dada 
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(ii) Considere n planos passando por um ponto, tais que quaisquer três deles não contêm uma reta comum. Em quantas regiões eles dividem o espaço? Para a realização dessa atividade, use papel e tesoura para construir quatro planos, montando-os nas condições colocadas acima.

Acompanhando as discussões dos grupos, foi possível perceber que durante a realização da primeira atividade, os alunos afirmaram que Sn representava o termo geral da seqüência, sendo válido o processo apresentado. Nessa etapa, optamos por não fazer interferências nas discussões.

Quando os grupos passaram a realizar a construção proposta pela segunda questão, a princípio acreditaram ser desnecessária a realização da atividade uma vez que, para eles a conclusão era óbvia, o número de regiões era dobrado cada vez que se inseria um plano na situação proposta. Entretanto, ao término da construção perceberam que estavam equivocados, uma vez que quatro planos dividiam o espaço em 14 regiões e não em dezesseis regiões como tinham previsto.

A partir daí, perceberam que havia um “problema” com as conclusões anteriores, acreditando agora na necessidade da prova de uma afirmação, relataram esses fatos nos seus registros que me foram entregues.

Posteriormente, foi proposto que os alunos demonstrassem a primeira questão por Indução, após analisarmos os seus registros escritos, concluímos que todos os grupos a realizaram com êxito. 

Em seguida, foi proposta aos alunos a atividade abaixo, com o objetivo que os mesmos percebessem a importância da prova da primeira propriedade da Indução Matemática. 

(iii) Analise a demonstração por Indução abaixo. Qual o erro cometido? Registre as suas análises e conclusões.

Prove que:
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Suponhamos que P(n) seja verdadeira para um natural k qualquer:
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]
Tentaremos provar que é verdadeira para o seu sucessor k+1:
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Aqui, os alunos começaram verificando se haviam erros nas contas, não encontraram. Quatro dos seis grupos chegaram a garantir que não havia nenhum erro, e que a questão constituía uma prova por Indução, escrevendo em seus registros essa conclusão. Apenas dois grupos perceberam que a afirmativa não era verdadeira para os naturais 1,2 ,3 etc. Um dos grupos, encontrou o termo geral e refez a demonstração da proposição de forma correta.

Em seguida, foi proposta a atividade, com o objetivo de perceber se os alunos tinham a habilidade de encontrar a lei de formação de uma seqüência a partir de um problema proposto:

(iv) Os coelhos se reproduzem rapidamente. Admitamos que um par de coelhos adultos produza um casal de coelhos jovens todo mês, e que os coelhos recém nascidos se tornem adultos em dois meses e produzam, por sua vez, nessa época, um outro casal de coelhos. Começando por um casal de coelhos jovem, de que tamanho estará a colônia após o primeiro, segundo, terceiro, quarto, etc meses? 

a) Monte uma tabela que traduza a situação colocada.

b) Qual a seqüência que podemos formar a partir da tabela?

c) Encontre a lei de formação dessa seqüência e prove-a usando a Indução Matemática.


Nessa atividade, todos os grupos responderam corretamente às questões (a) e (b), embora dois deles demoram um tempo maior do que o esperado para tal. Um grupo usou até “desenhos de coelhos” a fim de entender a lei de formação da seqüência, dois outros grupos fizeram diagramas e os demais se limitaram à construção da tabela, embora tenham feito vários cálculos a parte, mas somente um grupo encontrou o termo geral da seqüência fazendo a prova por Indução de forma correta. 

Por último, foi realizada a atividade abaixo, com o objetivo de verificar se após a realização das atividades acima, ficou entendido a Prova por Indução Matemática:

(v) Explique o erro na seguinte “demonstração” por indução.

Proposição: Num conjunto de n bebês todos têm a mesma cor de olhos.

Demonstração:

Seja P(n) a afirmativa da proposição.

P(1) é verdadeira.

Supondo P(k) verdadeira e provemos que P(k+1) é verdadeira.

Seja um conjunto com K+1 bebês.


                                    K
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Se escolhermos os k primeiros bebês do conjunto, como estamos supondo P(k) verdadeira, temos que todos têm os olhos da mesma cor. O mesmo é verdade para os k últimos bebês. Mas então o primeiro bebê tem a mesma cor de olhos que o segundo, que tem a mesma cor que os k últimos bebês. Assim, P(k+1) é verdadeira e pelo princípio de indução P(n) é verdadeira para todo n natural, o que prova a nossa proposição.


Nesse momento, acreditamos que as condições dos alunos não eram claro, as iniciais, era a última atividade de um dia em que foram dadas 10 h/a, os mesmos se mostravam exaustos. Um grupo chegou afirmar, praticamente sem discussões preliminares, “que não sabiam responder”, outros dois também desanimaram, embora tenham levado um tempo maior para tal, mas três grupos perceberam facilmente o erro.


Após a realização das atividades, esclarecemos aos alunos todos os pontos importantes de cada uma delas. 

Principais resultados e sua análise


 As atividades que foram realizadas durante o desenvolvimento desse trabalho foram criteriosamente selecionadas com vistas aos objetivos colocados acima. As análises aqui apresentadas foram baseadas nos registros escritos entregues pelos alunos e em nossas observações durante a realização das mesmas.


A partir da realização das duas primeiras atividades, foi possível fazer os alunos perceberem que a Indução Matemática não se constitui em uma comprovação de casos particulares. A construção dos planos nas condições colocadas contribuiu efetivamente para essa conclusão.


 A realização da terceira atividade mostrou aos alunos a importância que tem a primeira propriedade da prova por Indução Matemática, embora seja um procedimento simples, essa percepção só foi possível a partir da atividade, não ficando claro aos mesmos apenas com a exposição do assunto em sala de aula.


Para a realização da quarta atividade, os alunos de forma geral, apresentaram muita dificuldade. Não em demonstrar a seqüência de Fibonacci, mas em generalizar a seqüência. Isso evidencia a necessidade de melhor discutir as leis de formação de seqüências matemáticas.


A última atividade já não foi realizada com tanto êxito pelos alunos e preferimos descartá-la das nossas análises, uma vez que os alunos não tiveram empenho para resolvê-la.



Consideramos positiva a experiência, levando em conta a evolução dos alunos durante a realização das atividades.

Conclusões:


Num curso de formação de professores é grande a importância do significado da Indução Matemática como Método de Demonstração, devido às suas inúmeras aplicações. Assim é importante que esse assunto seja bem trabalhado possibilitando aos alunos o entendimento do processo, a fim de que possa ser aplicado de forma coerente e correta quando necessário. Com base em nossas análises, podemos dizer que a seqüência de atividades adaptadas dos textos de Ângela Vidigal (et. al.) e Geraldo Ávila, parte do nosso referencial teórico, proporcionaram o aprendizado da prova por Indução Matemática, embora ainda sejam necessárias, posteriormente, a resolução de listas de exercícios pelos alunos.


A metodologia adotada possibilitou a percepção da importância da Indução Matemática e sua aplicação no campo das demonstrações.
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