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O TEOREMA DE NAPOLEAO

Nosso primeiro exemplo € o teorema de Napoledo. Comegamos com os enuncia-
dos classicos. Dado um tridngulo AABC qualquer, construa tridangulos equilateros apoia-
dos externamente sobre cada um de seus lados. O tridngulo externo de Napoledo ¢ obti-
do unindo-se os baricentros X, Y e Z destes tridngulos (figura 1). Se, por outro lado, os
triangulos equildteros sdo construidos internamente a A4BC, seus baricentros X', V' e Z'
formam o triangulo interno de Napoledo (figura 1).

Teorema 1. Os tridngulos externo e interno de Napoledo de qualquer triangulo

sdo equildateros.

C
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O triangulo externo de Napoleao O triangulo interno de Napoleao

Figura 1.
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O teorema ¢ atribuido a Napoledo Bonaparte (1769-1821), embora ndo haja evi-
déncias de que seja ele o autor do mesmo (SCRIBA, 1980). A referéncia mais antiga
que relaciona Napoledo com este teorema € o livro (FAIFOFER, 1911).

O teorema tem um enunciado simples, mas sua demonstra¢cao ndo o é: ndo se es-
pera que um aluno do ensino médio seja capaz de obté-la. O teorema e suas extensdes
foram tratados com técnicas de geometria sintética (COXETER; GREITZER, 1967),
variaveis complexas (HAHN, 1994), élgebra linear (YAGLOM, 1973), trigonometria
(BRODIE; LAMBROU, 2000), analise harménica (PECH, 2001), geometria discreta
(RIGBY, 1988) e geometria mecanizada (CHOU; GAO; ZHANG, 1998). Nosso ponto
de vista ¢ ainda outro, bastante elementar.

Quando 4, B e C sdo colineares, a constru¢ao dos tridngulos de Napoledo nado faz
sentido. Faremos, agora, uma construcdo semelhante que permite enunciar o teorema
para quaisquer vértices 4, B e C e que unifica os casos interno e externo. Sejam dados
trés pontos 4, B e C, no plano. Gire de 60° no sentido anti-horario o segmento 4B em
torno do vértice B, o segmento BC em torno de C e CA em torno de A, obtendo os pon-
tos P, O e R, vértices dos triangulos equilateros AABP, ABCQ e AACR, respectivamente.
Chamaremos o triangulo de Napoledo obtido por rotagoes ou, mais simplesmente, o
triangulo de Napoledo, aquele obtido pela unido dos baricentros X, Y e Z desses trés
triangulos equilateros. O tridngulo de Napoledo agora esta bem definido para quaisquer

pontos 4, B e C, inclusive quando eles sdo colineares ou coincidentes (figura 2).

p

Figura 2.
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Quando os vértices 4, B e C estdo dispostos no sentido anti-horario, o triangulo
de Napoledo obtido por rotagdes coincide com o triangulo externo de Napoledo e, quan-
do os vértices 4, B e C estao dispostos no sentido hordrio, o triangulo de Napoledo ob-
tido por rotagdes coincide com o tridngulo interno de Napoledo (figura 3).

Teorema 2. O triangulo de Napoledo é equilatero.

Rotacdes no plano sdo faceis de descrever em notacdo complexa: isso simplifica em muito as

contas, como veremos.

Demonstracio do teorema 2 (usando niimeros complexos).

Desenhe o tridngulo AABC no plano complexo, de forma que o vértice 4 esteja
na origem e B em 1. Seja z o numero complexo associado ao vértice C (figura 4). Como
P ¢ obtido a partir da rotagdo de 7/3 no sentido anti-horario do vértice 4 em torno de B,

podemos escrever
P=(A-B)e"+B=1-¢""
Analogamente, temos que

0=B-0Ce"’+C=(1-2)e"+z e R=(C—A)e™ + 4 =z"",

R
R
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zZ Q
X
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P

Figura 3.
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R=ze'

P= e +1

Figura 4.
Desta maneira, concluimos que as coordenadas de X, Y e Z sao dadas por
X=(A+B+P)3=2-e"?)3,
Y=B+C+0)3=(2-c"*)+1+e")3¢e
Z=(C+A+R)/3= (1+e"?) z3.
Queremos mostrar que o tridngulo de Napoledo AXYZ ¢ equilatero. Para isso, basta veri-
ficarmos que Y ¢ a rotagdo de n/3 de X em torno de Z:
Y=(X-2)e"*+Z
Em termos da variavel z, devemos entdo verificar que
(1 =™+ &¥3) 2+ (1 =™ + 23 = 0,

Mas isto segue imediatamente da identidade 1 — e™” + ™ =0,
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As contas acima sdo mais simples do que as necessarias para uma demonstracao
por geometria analitica, ¢, como veremos, elas sdo até dispensaveis! De fato, como vi-
mos, todos os pontos envolvidos no teorema podem ser escritos como fungoes afins de
z, isto €, que os nimeros complexos relevantes sdo da forma
az+b,

com a e b constantes complexas.

Nova demonstracio do teorema 2 (limitando a complexidade algébrica).

Mais uma vez, como na figura 4, o triangulo inicial A4BC esta no plano comple-
x0 com os vértices 4, Be Cem 0, 1 e z (qualquer). No plano complexo, girar um niime-
ro em torno da origem ¢ o mesmo que multiplicar este nimero por uma constante com-
plexa de modulo 1; girar em torno de um ponto qualquer é uma operagao afim. Assim,
os numeros complexos associados aos vértices P, Q e R sao expressoes afins em z, pois
sdo rotagdes dos nimeros complexos 0, 1 e z em torno de 1, z e 0, respectivamente. Os
vértices X, ¥ e Z também sdo expressdes afins em z, pois sdo médias aritméticas de ex-
pressoes afins.

Para ver que o tridngulo AXYZ ¢ equilatero, verificaremos que Y pode ser obtido
através da rotacdo no sentido anti-horario de /3 do vértice X em torno de Z, ou seja,
que Y= (X - Z) e™* + Z, ou ainda, que

Y- (X-2)e"* - Z=0.
Como X, Y e Z s@o expressodes afins em z, devemos entdo mostrar que uma certa expres-
s30 afim em z (um mero polindbmio de grau 1!) é zero para qualquer valor de z.

Para isto basta encontrarmos dois valores de z que sdo raizes desta expressao a-

fim. Por exemplo, os valores
£ = M3 R 2= —e™?

cujas configuragdes geométricas correspondentes sao mostradas na figura 5. 0
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Figura 5.

A demonstracdo do teorema de Napoledo dada acima sugere uma técnica de de-
monstracdo de teoremas em geometria: obtém-se um polindmio que ¢ identicamente
nulo se, e somente se, o teorema € verdadeiro, e identifica-se um ntmero suficiente de
situacdes para o qual € o teorema ¢ obviamente correto. Assim, o grau do polinomio
pode ser tomado como uma medida da complexidade algébrica do teorema, estimando
além disso o numero de casos particulares necessarios para a sua demonstragdo. Ao teo-
rema de Napoledo, por exemplo, conseguimos associar um polindmio de grau 1 e, entdo,
com apenas dois exemplos (banais), provamos o caso geral! Vejamos agora outros e-

xemplos do uso desta técnica.

Propriedade 1. Os triangulos de Napoledo externo e interno tém o mesmo bari-
centro, que coincide com o do triangulo inicial.

Demonstracio. Considere a configuracao da figura 4. Os baricentros dos tridn-
gulos externo e interno de Napoledo do tridngulo inicial s3o expressoes afins em z. Ver
que este baricentros coincidem também resulta em uma equagao afim. Assim, para veri-
ficarmos a propriedade, basta exibirmos duas configuragdes desta propriedade. Conside-
re, por exemplo, aquelas indicadas na figura 5. O

Propriedade 2. A4 diferenga entre as areas dos tridngulos externo e interno de
Napoledo é igual a darea do triangulo inicial.

Demonstracio. Novamente, considere a configuragao da figura 4, onde 4 =0, B

=1 e C =z Ja vimos que os tridngulos externo e interno de Napoledo sdao equilateros e

que seus vértices sao expressoes afins em z.
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Se /e [' sdo os lados destes tridngulos, respectivamente, entdo podemos escrever

[=|az+b]| e [I'=

onde a, f,y,0 €l .

Se X, Y e Z sdo os vértices do tridngulo externo de Napoledo ¢ X, Y', Z' sdo os vértices

do triangulo interno de Napoledo (figura 1), entdao

-z
b
2i

area(AABC) = 5

f_f

area(AXYZ)=—I ||az+ﬂ|| e area(AX'Y'Z )—

o33

— loz+7].

Queremos mostrar que area(A4ABC) =area(AXYZ)—area(AX'Y'Z"), isto €, que

|z NG
5 i=—|| ﬂ||—7||52+7||-

Desenvolvendo esta equagdo, chegamos a seguinte expressdoemze z :

(55—aa)zz+(5;—aﬁ—%@jz+(7/5—ﬂa+4\fiJZ+W—ﬂE=O,

de modo que a propriedade 2 ¢ verdadeira se, e somente se, a expressao

P(z)=(85- aa)zz+(5}/ af— */_’j +(7/5—ﬂ5+ ‘/_’J 4y — BB

¢ igual a zero para todo z €l].

Observe que P ¢ um polindmio de grau 2 nas varidveis x = Re(z) e y = Im(z). Na
verdade, esse resultado pode ser deduzido sem fazer contas (por qué mesmo?). As con-
tas dizem mais: P(z) = 0 ¢ a equagao de um circulo, em notagdo complexa. Sabemos que
existe uma Unica circunferéncia que passa por trés pontos nao colineares. Portanto, se
encontrarmos quatro raizes de P que ndo estdo em uma mesma circunferéncia (isto &,
quatro configuracdes geométricas para as quais a propriedade 2 é verdadeira) entdo,
obrigatoriamente, P(z) = 0 para todo zell.

Para isto, basta considerar as quatro configuracdes da figura 6, correspondentes

aos valoresz=0, z=1,z=¢"" ¢ z=—¢"", respectivamente. 0
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Q=pP° R=P°
y=X° z=X°
R=R° Q=Q°
A=C B A B=C
z2=2° y=v°
X=Y?° X=2°
P=Q° P=R°
R P°
A
XO
A:QO A= B =
X=Y=2Z
L)

Figura 6.

Propriedade 3. Na configuracdo de Napoledo, as retas que unem os vertices P,
0 e R dos tridngulos equilateros aos vértices opostos do triangulo inicial AABC se en-
contram em um unico ponto 1. Além disso, as retas fazem 60 ° entre si, e os segmentos
AQ, BR e CP tém o mesmo comprimento.

Demonstracio. O fato que os segmentos A0 e BR t€ém o0 mesmo comprimento €
se encontram fazendo 120 ° segue do fato que, em notagdo complexa, R — B é uma rota-
¢do de 120 ° de Q — 4. Como nos exemplos acima, é facil ver que esta € uma proprieda-
de afim: dois exemplos em que ela se verifica sdo dbvios (os da figura 5).

Para demonstrar a afirmag¢ao que falta, considere desta vez o tridangulo AABC no

plano cartesiano [1°, de forma que seus vértices tenham coordenadas reais, 4 = (0, 0), B

= (1, 0) e C = (x, y) qualquer. E facil ver que, mais uma vez, as coordenadas de P, O e R
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sdo expressoes afins em x e y, isto €, elas sdo da forma ox + By + v, com o, B, y constan-
tes reais. Sobre o ponto P sabemos um pouco mais: suas coordenadas sdo constantes.
Portanto, podemos escrever P = (a,b) e, usando a notacao afim para indicar uma expres-

sdo afim nas varidveis x e y, Q = (afim, afim) e R = (afim, afim) (figura 7).

R = (afim,afim)

Q = (afim,afim)

A = (0,0)

P=(a,b

Figura 7.

Em termos das seguintes parametrizagoes das retas A0, BR e CP,
r— A+r(Q—-A)=(0,0)+r(afim, afim),
s+ B+s(R—B)=(1,0)+s(afim—1,afim) = (1,0) + s(afim, afim),
t+— P+t(C—-P)=(a,b)+t(afim—a,afim—b) = (a,b) + t(afim,afim),
vemos que elas se interceptam em um mesmo ponto / se, € somente se, existem valores

de r, s e ¢ tais que

(0,0) + r(afim,afim) = (1,0) + s(afim, afim),
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(0,0) + r(afim,afim) = (a,b) + t(afim, afim),
ou ainda, que existem valores de r, s € ¢ que satisfazem a seguinte equag¢ao matricial

afim afim 0 1 0
afim afim 0 r

0
afim 0 afim || s 0
0

S QO -

afim 0 afim )\ ¢

M

Mas a fim de que (1, 7, s, £) seja uma solugdo ndo trivial do sistema linear homogéneo definido pela ma-

triz M, devemos ter que

det(M) = 0.

Por outro lado, o determinante de qualquer matriz da forma

constante afim afim afim

constante afim afim afim

constante afim afim afim

constante afim afim afim
¢ um polindmio nas variaveis x e y do tipo

Pley) = a@) ¥+ )y’ +y(x) y + 8(x),
onde a, 3, y e 0 sdo polindmios na variavel x.
Assim sendo, se mostrarmos que p(x,y) = 0 para todo (x,y) €[] *, teremos entdo

estabelecido que a propriedade 3 ¢ verdadeira. Faremos isto usando a técnica de provar
a partir de casos particulares. Para a propriedade 3, a configuragdo geométrica evidente

¢ aquela onde o tridngulo inicial AABC ¢ isosceles (figura 8).

P

Figura 8.
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Fixe agora x = x¢ no intervalo (0, 1/2), conforme a figura 9. Se escolhermos C
como sendo um dos pontos (xo, ¥1), (X0, ¥2), (X0, V3) € (X0, y4), obtidos a partir da interse-
cdo da reta x = xo com os circulos de raio 1 e centro em (0, 0) e (1, 0), veremos que o

triangulo A4ABC correspondente sera isosceles.

Vi

i\

O§ 12 1

Figura 9.

Desta maneira, segue-se que y1, 2, ¥3 € y4 sdo quatro raizes distintas do polino-
mio
q() = pxoy) = alxo) ¥+ Blx0) ” + Y(x0) y + 8(x0)-
Como ¢ tem grau 3, vemos que g(y) = p(xo,y) = 0, para todo y €l[]. Mas se isto aconte-
ce, entdo a(xp) = PB(xo) = y(x0) = d(xp) = 0. Uma vez que xo ¢ um ponto qualquer no
intervalo (0, 1/2) e a, B, y € d sdo polindmios, segue-se que

o(x) =Bx) = y(x) = 8(x) =0,
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para todo x e[]. Conseqiientemente, p(x, y) = 0 para todo (x,y)el] >, como queriamos

demonstrar. 0

A GENERALIZACAO DE BARLOTTI

Uma pergunta natural ¢ se a constru¢do e as conclusdes sugeridas pelo teorema
de Napoledo podem ser generalizadas para outros poligonos além do tridngulo. Mais
precisamente, queremos saber se os baricentros dos n-dgonos regulares construidos (ex-
ternamente ou internamente) sobre cada um dos lados de um dado n-agono formam, por

sua vez, um outro n-agono regular. A resposta ¢ ndo, ja para n = 4, como mostra a figura

10.

Figura 10.

Contudo, ainda com relagdo ao caso n = 4, Thébault (THEBAULT, 1937) de-
monstrou que para um paralelogramo, os baricentros dos quadrados construidos (exter-

namente ou internamente) sobre cada um de seus lados formam sempre um outro qua-

drado (figura 11).
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Figura 11.

Tanto o tridngulo quanto o paralelogramo sdo exemplos de poligonos regulares
afins, isto €, poligonos que podem ser escritos como a imagem por uma transformacao
afim de um n-agono regular. A. Barlotti mostrou que a propriedade de regularidade afim
¢ suficiente para se obter uma generalizacdo dos teoremas de Napoledo e de Thébault
para outros tipos de poligonos.

Teorema 3. Sejam P, um n-agono qualquer e Q, o n-agono cujos vértices sao os
baricentros dos n-agonos regulares construidos (todos externamente ou todos interna-
mente) sobre cada um dos n lados de P,. Se P, é regular afim, isto é, se P, é a imagem

por uma transformag¢do afim de um n-agono regular, entdo Q, é regular.

Barlotti apresentou sua generalizagdo em 1955, usando trigonometria no plano complexo para
justifica-la (BARLOTTI, 1955). Desde entdo, varias alternativas de demonstragdo foram sugeridas:
(GERBER, 1980) usando trigonometria, (RUOFF; SHILLETO, 1978) wusando poligonos recursivos,
(FISHER; RUOFF; SHILLETO, 1985) usando analise de Fourier e formas hermitianas.

Daremos a seguir uma demonstragdo cotando a complexidade algébrica do resul-
tado. Mais precisamente, vamos mostrar que a generalizacdo de Barlotti ¢ associada a
uma expressao afim. Desta maneira, como no caso do teorema de Napoledo, duas confi-
guragdes geométricas (onde a generalizacdo de Barlotti ¢ claramente verdadeira) serdo

suficientes para estabelecer o resultado no caso geral.
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Demonstracio do teorema 3. Como a propriedade de um n-agono ser regular é
invariante por translagdes, rotagdes e homotetias, basta considerar os casos em que P, ¢
a imagem por uma transformagdo linear T :[1 —[] (sobre o corpo dos reais) do n-
agono regular R, cujos vértices sdo as n-ésimas raizes da unidade 1, wh,oow !

A partir desta observagdo, ¢ facil de ver que a generalizagdo de Barlotti é equiva-
lente a seguinte sentenca: para cada transformagao linear 7 :[] —[J , os baricentros dos
n-agonos regulares construidos sobre os lados de P, = T(R,) formam um n-agono Q,
regular. Vamos apresentar uma demonstracdo deste resultado supondo que 7 ¢ uma
transformacdo linear inversivel. Uma vez feito isto, o caso em que 7 ndo ¢ inversivel
seguird por continuidade.

Se T ¢ inversivel, entdo podemos supor que 7(1) = 1. Toda transformacao linear

deste tipo fica completamente identificada pelo seu valor z em i: 7(i) = z. Sendo assim,

para estabelecer o resultado, devemos mostrar que para cada z €ll, os centros O;(z),

01(2), ..., O,_1(z) dos n-agonos regulares construidos sobre os lados do n-agono de vér-

tices 7(1), T(w"),...,T(w" ") formam, por sua vez, um outro n-agono regular (figura 12).

I my
RN
K L e
\\0 - T(i)=2z

n{1

Figura 12.

Em termos algébricos, precisamos verificar que

Re



Anais do VIII ENEM - Minicurso 15
GT 3 - Educacdo Matematica no Ensino Médio

Oj11(z) — Ofz) ™" =0 ()
para cada z €] e paracadaj =1, ..., n. Mas cada centro O;(z) ¢ uma expressdo afim
em z, dado que cada vértice 7(w/) também é uma expressio afim em z, pois se W = a; +
b; i, entdo

T(W) = T(a; + by i) = a; T()+ b; T(i) = a; + by =.
Desta maneira, duas solug¢des particulares z; € z; da equagao (*) (isto ¢, duas escolhas de
transformagoes lineares para as quais a generalizagdo de Barlotti ¢ verdadeira) sdo sufi-
cientes para estabelecer o resultado no caso geral. Basta tomar, por exemplo, z; = i

(quando T ¢ a identidade) e z; = —i (quando 7 ¢ a reflexdo com relagdo ao eixo real).
OBSERVACOES FINAIS

O que a técnica que descrevemos acima mostra ¢ que cabe ao professor escolher
entre duas alternativas: ou induzir o aluno a buscar um argumento geral (que € o que se
faz habitualmente), ou pedir para que ele considere o problema de contar quantos exem-
plos sdo necessarios para que o resultado geral seja uma conseqiiéncia deles — nesse
caso, poucos exemplos demonstram o caso geral!

Geometria analitica é freqiientemente apresentada como uma panacéia universal:
problemas em geometria convertem-se em contas, ainda que enfadonhas. A afirmacgdo
entretanto ¢ passivel de critica, e seria interessante apresentar essa opinido em sala de
aula. Para comecar, as contas, como descritas nos cursos em geral, ndo sdo as mais ade-
quadas (evidéncia de que ninguém realmente resolve problemas dessa maneira). Mais, a
maioria das contas pode ser literalmente evitada, como mostra o argumento que cota a
complexidade algébrica de um problema. O tema abre muitas possibilidades didaticas:
exemplos abundam no curriculo escolar de geometria.

A escolha de exemplos no texto acima foi motivada para mostrar ainda um pe-
queno conjunto de técnicas de calculo, entre elas, formulas para area de um tridngulo se
os vértices sdo dados como niimeros complexos, a equagdo do circulo em notagdo com-
plexa, o uso de transformagdes lineares no plano. E evidente que poucos alunos seriam
capazes de usar confortavelmente todos estes recursos, mas o objetivo ¢ mostrar a alu-
nos e professores a riqueza de conexoes e estruturas em assuntos ja tdo batidos. Idéias
desse tipo sdo fundamentais em pesquisam contemporidnea em geometria: robotica, de-
monstradores automaticos de teoremas. Um exemplo tradicional de aplicagdo de geome-

tria em robotica € o problema da mudanga do piano. Como fazer para que um robo en-
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contre, a partir da disposicdo dos méveis em uma sala (que ele obtém por uma camera),
um caminho para levar um piano sem danificar moveis e piano?

Usando o programa de computador Geometry Expert (CHOU; GAO; ZHANG,
2002), Chou demonstrou automaticamente cerca de 366 problemas extraidos de um li-
vro tipico de geometria do ensino médio (ALTSHILLER-COURT, 1952). A estatistica
foi a seguinte: 219 deles sdo lineares e os demais sdo quadraticos, no sentido que os
polindmios em varias varidveis obtidos na conversdo do contexto geométrico para o
contexto algébrico sdo tais que, considerando-se uma variavel de cada vez, apenas poli-
nomios de grau no maximo igual a 1 e 2 aparecem, respectivamente. Um problema de
geometria de grau 3 (que ndo ¢ estudado no ensino médio) ¢ o teorema de Morley: os
pontos de intersecdo das trissetrizes adjacentes dos angulos de um triangulo qualquer
formam sempre um tridngulo equildtero. Com este levantamento, Chou também prop6s
uma classificagdo do nivel de dificuldade dos teoremas de geometria em termos dos
varios tipos de construgdes geométricas envolvidas: colinearidade, paralelismo, propor-

cionalidade, perpendicularidade, circulo, angulo, em ordem crescente de dificuldade.

Palavras-chave: interdisciplinaridade, geometria, algebra.
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