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Resumo:

Esse minicurso ¢ fruto da pesquisa de mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica realizado
no Instituto Federal do Espirito Santo, com uma proposta pautada na construgdo dos nimeros
reais. Desenvolvida em turmas de Licenciatura em Matematica, essa pesquisa possibilitou
discussoes relacionadas aos processos de ensino e aprendizagem relativos a defini¢do dos
numeros reais. Com o intuito de refletirmos sobre como esse ensino tem sido abordado na
Educacao Basica e na formagao do professor de Matematica, € de como podemos desenvolvé-
lo por meio de sua constru¢do, descrevemos o problema da medida que ocasionou na
constituicdo do campo racional, a descoberta de segmentos incomensuraveis que
proporcionaram uma extensao para o campo irracional, e os cortes de Dedekind que buscou
uma fundamenta¢do mais rigorosa para a defini¢do de numeros reais. Destacamos também a
importancia de se utilizar esses procedimentos na formagdo de professores de Matematica,
visando uma melhor compreensao dos porqués de tais definigdes.

Palavras-chave: Construcdo; Numeros reais; Formacao de professores.

1. Introducao

A area da Educagdo e da Educagdo Matematica atualmente tem realizado pesquisas
acerca dos processos de ensino e de aprendizagem na formacdo do professor de Matematica.
Muito tem se discutido sobre a adaptagdo da teoria concebida na formacdo inicial a prética

docente dos professores de Matematica, em especial, na Educacao Bésica.

Nessa perspectiva, como professores de Matematica, durante toda a jornada de ensino,
tanto no Fundamental quanto no Médio, e nos cursos de formagdo continuada que participamos,
nos deparamos com incoeréncias e circularidades em relagdo ao ensino de niimeros reais.
Advindas de alunos e professores de Matematica, muitas dividas surgem quanto a defini¢do dos
nameros, segundo a classificacdo dos conjuntos numéricos aos quais pertencem. Comprovamos
tal problematica em nossa sala de aula, pela dificuldade que encontramos de adaptar as defini¢des
que estudamos em nossa formacdo inicial para nossos alunos na Educacdo Basica. Essa

perspectiva contribuiu para a constituicao deste minicurso.
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Diante disso, propomos desenvolver de forma dialodgica, com a colaboracdo dos
participantes desse estudo, a constru¢do dos numeros reais, tendo como base as obras: Caraca
(1989) e Avila (2006). Buscamos construir os campos dos niimeros racionais, irracionais e reais,
com o intuito de compreendermos como suas definicdes foram constituidas. Para tal, partimos
de um breve relato historico baseado nas de obras de Boyer (2003), Bentley (2009) e Roque

(2012), para entendermos como se deu essa construcao ao longo do tempo.

Nesse viés, propomos a estrutura desse estudo por meio de quatro tdpicos. O primeiro
intitulado “4 Constru¢do dos Numeros Reais: breve abordagem historica”, destaca fatos
histéricos que permitem entendermos como se deu a constru¢do dos nimeros, por meio de
situacdes cotidianas. O segundo “Construcdo do Campo Racional”, descreve a constru¢do do
campo racional via medi¢ao de segmentos e apresenta reflexdes acerca desse processo. O terceiro
“Constru¢do do Campo Irracional” descreve essa construcdo por meio da descoberta de
segmentos incomensuraveis que proporcionaram uma extensdo para o campo irracional. O
quarto “Constru¢do do Campo Real”, descreve essa constru¢ao por meio dos cortes de Richard

Dedekind com uma fundamentag¢do mais rigorosa para a definicdo de niimeros reais.

Durante o desenvolvimento de cada topico, interagdes e discussdes serdo realizadas com
os participantes do minicurso, onde os mesmos serdo envolvidos no processo de constru¢ao dos
campos numéricos por meio de atividades. Na finalizacdo do quarto topico um momento serad

direcionado a sugestdes e reflexdes em relacdo ao processo adotado.
2. Objetivos do minicurso
Propomos como objetivo geral:

Promover discussdes acerca dos processos de ensino e de aprendizagem da construgdo
dos numeros reais de forma a viabilizar reflexdes sobre seu ensino na formacao inicial e

continuada do professor de Matematica.
Propomos como objetivos especificos:

e Destacar alguns aspectos historicos sobre a evolucdo dos nlimeros reais e a formulagdo

de sua definicao;
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e Definir os campos dos nimeros racionais, irracionais e reais, como consequéncia de suas

construcoes;

¢ Evidenciar os significados produzidos pelos participantes do minicurso acerca do tema e

a partir deles promover discussdes sobre o tema na formagao do professor de Matematica.
3. Metodologia do minicurso: a abordagem dos topicos
3.1. Primeiro Topico - A Constru¢io dos Numeros Reais: breve abordagem historica

Nesse topico abordaremos elementos historicos que relatam o desenvolvimento da ideia
de nimero para o homem primitivo e para o desenvolvimento da civilizagdo humana. Aqui,
faremos uma breve introdu¢do ao minicurso para posteriormente tratarmos das construgdes
numéricas. Segue um pouco desse relato historico que vai culminar na constru¢do do campo

racional.

Os niimeros fazem parte de nossa vida. Vivemos cercados por eles seja em uma simples
contagem de elementos, seja nas programagdes computacionais, na musica, nas propriedades da
luz, no movimento dos planetas, no corpo humano, na simples compra do mercado, enfim, os
nimeros constituem boa parte do que usamos e vivenciamos, permeando o universo. Como
destaca Bentley (2012, p. X) “os numeros ndo eliminam nossa capacidade de nos maravilhar

com o mundo, eles a aumenta”.

A civilizagdo humana, com suas necessidades habituais, precisou desenvolver
procedimentos de contagem para resolver problemas cotidianos, antes mesmo da constitui¢do
dos nimeros e dos sistemas numéricos. Um método de contagem utilizado foi o de estabelecer
uma correspondéncia entre ovelhas e pedras, onde cada ovelha correspondia a uma pedra que
era guardada em saco, quem nunca ouviu falar dessa histéria? Roque (2012) relata outra forma
de contagem: a utilizagdo de fokens — “objetos de argila que representavam diversos formatos:
cones, esferas, discos, cilindros etc.” (ROQUE, 2012, p. 41). Os tokens eram usados nas
atividades de economia pois mantinham o controle sobre produtos agricolas e bens
manufaturados. Colocados em potes de argila, parecidos com bolas, representavam quantidades
que eram simbolizadas por riscos na superficie dos potes. Cinco tokens dentro dos potes
correspondiam a cinco riscos na superficie e representavam cinco elementos como: jarras de
6leo, quantidades de grdos, dentre outros; a forma dos fokens estava associada ao tipo de

elemento; a esfera, por exemplo, representava graos. Com o tempo o homem percebeu que
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poderia aprimorar sua maneira de contar, assim comecou a associar ovelhas, quantidade de graos,
jarras de 6leo a riscos em galhos de arvores, ossos de animais, tabletes de argila, ou ainda, por
meio de no6s em corddes de cipd. “Esse foi um passo em dire¢do a abstracdo, pois o registro das
quantidades podia servir para coisas de naturezas distintas, tanto que surgiu a necessidade de se

indicar o que estava sendo contado” (ROQUE, 2012, p. 43).

Uma histéria interessante contada por Bentley (2012) evidencia a importancia da
contagem e da utilizagdo de instrumentos que possibilitaram essa representacdo. Ele conta que
ha muito tempo atrés os chefes das tribos ao enviarem seus guerreiros para batalhas em tribos
vizinhas precisavam saber se todos haviam voltado, pois, para cada guerreiro morto, a tribo
vizinha tinha que pagar um bufalo como recompensa. Assim, o chefe da tribo precisava registrar
o numero de guerreiros que haviam saido para a batalha para que pudesse verificar, ao
retornarem, quantos havia perdido, para poder buscar sua recompensa. O truque utilizado era:
cada guerreiro que saia deveria depositar uma pedra num monte e, ao retornar, cada guerreiro
deveria retirar uma pedra do monte. Dessa forma o chefe saberia quantos bufalos iria receber da
tribo vizinha. Ao buscar sua recompensa trocava as pedras que sobravam por varinhas, pois seria
mais facil de carregar. Dessa maneira, era possivel contar sem mesmo utilizar sistemas
numeéricos. Se pensarmos nesse contexto, até hoje utilizamos formas de contagem primitiva, por
exemplo: em uma turma de alunos que estdo realizando uma votagao para a escolha do lider da
turma, observamos representagdes de contagem através de tragos que sdo agrupados de cinco em

cinco.

De forma semelhante o homem aprendeu a medir sem utilizar instrumentos precisos de
medi¢do (como os que possuimos hoje) e sem uma unidade de medida estabelecida. Eles mediam
terras utilizando pedagos de cipd, que convencionavam como elementos de medi¢do. Como
exemplo, Bentley (2009) retrata que as enchentes, causadas pelas cheias do rio Nilo, que
retiravam os limites das fazendas e lotes, faziam com que os egipcios realizassem cuidadosas
medigdes de terra, utilizando instrumentos como pedagos de cipO, e isso proporcionou um
desenvolvimento dos processos de medi¢do e contribuiu para o aprimoramento da Geometria.
Outro fator importante, destacado por Bentley (2009), foi a descoberta dos niimeros irracionais,
pois com o reconhecimento desses numeros foi possivel descrever formas como tridngulos,
quadrados e circulos, além disso, o nimero passou a ser usado para representar linhas e formas

feitas por linhas. Como explica Roque (2012, p. 101) isso € possivel porque “a medida ¢ um
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procedimento que permite reduzir grandezas a nimeros. Dado um segmento podemos medir seu

comprimento”.

Sobre o processo de medir Caraca (1989, p. 29) relata que “medir e contar sdao as
operagdes cuja realizacdo a vida de todos os dias exige com maior freqiiéncia”. Em nosso
cotidiano, nas mais variadas circunstancias, existe a necessidade de medir. A costureira, o
engenheiro, o agricultor, € em outras diversas profissdes trabalha-se a ideia de medir e contar.
Como destaca Caraca (1989) medir ¢ comparar duas grandezas da mesma espécie. Foi assim,
através de medi¢des realizadas por varios séculos, que o homem constituiu 0s nimeros racionais:
por meio de comparagdo de segmentos de reta, cuja ideia ¢ verificar quantas vezes um

determinado segmento cabe em outro. Dessa forma, o homem evidenciou através da subdivisao

. . , m , . .
da unidade de medida um numero da forma ot sendo m e n numeros inteiros, com n # 0. Esse

, m . ~ y e . . .
namero, da forma —, ocasionou na extensao dos campos numéricos, constituindo assim o campo

racional.
3.2. Segundo Topico: Construcido do Campo Racional

Nesse topico abordaremos a constru¢do do campo racional. Sera estudado a ideia de
medidas, de unidades e de subunidades de medidas por meio de segmentos. Essa atividade
oportunizard os participantes a conhecerem o porqué da definicdo de numeros racionais ser

expressa  por:  “Todo  numero  racional pode ser escrito na  forma,

m . .
—commen inteiros e n # 0.

Para esse estudo adotaremos como procedimento o problema da medida descrito por
Caraca (1989), que optamos por nomear como a solucdo do problema da medida. Como ponto
de partida suponhamos que uma pessoa que construiu conhecimento acerca dos nimeros naturais
quer contar uma cole¢do de objetos; como procede? Conforme destaca Caraga (1989), esse € o

principio da extensdo.

[...] o homem tem tendéncia a generalizar e estender todas as aquisi¢cdes do seu
pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisigdes se obtém, ¢ a procurar
o maior rendimento possivel dessas generalizagdes pela exploragdo metodica de todas

as suas consequéncias (CARACA,1989, p.10).
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Dessa forma, pensando em campos numéricos, como generalizar a forma de escrever um
niamero racional? Isto é, como definir um numero racional? Para respondermos a tais

questionamentos abordaremos a solu¢do do problema da medida.

A partir desses questionamentos prosseguiremos o minicurso com atividades que
permitem a medicdo de segmentos comensuraveis, até o momento que nos deparamos com
segmentos ndo comensuraveis. Ai, temos o dilema: i) ou renunciamos o que foi descrito e

colocamos como falso; i7) ou admitimos e temos que reconhecer a insuficiéncia dos inteiros.

Se considerarmos o dilema i estaremos renunciando a possibilidade de medicdo de
segmentos comensuraveis, que ¢ uma verdade. Logo s6 nos resta admitirmos a existéncia de um
novo campo numérico e ¢ por meio do principio da extensdo que faremos isso, com a constru¢ao

do campo irracional.
3.3. Terceiro Topico: Constru¢io do Campo Irracional

Neste topico descrevemos a constru¢do dos nlimeros irracionais por meio da existéncia
de segmentos ndo comensuraveis que serd tratada no quadrado de lado 1 (uma) unidade,
relacionando a medida do lado desse quadrado com sua diagonal. Para tal, utilizaremos o teorema

de Pitagoras e chegaremos na critica do problema da medida descrita por Caraga (1989).

Durante esse processo de estudo relatos histéricos serdo mencionados até chegarmos no
que Caraca (1989) descreve como encruzilhada, onde serd necessario admitir como verdadeira
uma das afirmagoes: 1) Abandonar sempre a possibilidade de exprimir numericamente a medida
de um segmento; ii) Abandonar o Teorema de Pitagoras; iii) Conservar sempre a possibilidade
de exprimir numericamente a medida de um segmento e o teorema, mas abandonar a exigéncia
da sua compatibilidade l6gica; iv) Conservar tudo, mas admitir que um mesmo numero possa
ser, simultaneamente, par e impar. Apds discussdes, admitimos a existéncia de segmentos
incomensuraveis, com isso, novos numeros sdo descobertos € um novo campo numérico ¢

constituido.
3.4. Quarto Topico: Constru¢io do Campo Real

Foi nos meados do século XIX que os matemdaticos comegaram a sentir necessidade de
uma fundamentagdo rigorosa dos diferentes sistemas numéricos. Um desses foi o matematico

alemado Richard Dedekind (1831 - 1916), que ao ensinar Calculo Diferencial, percebeu ser
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necessario um tratamento rigoroso para os nimeros reais. Assim, em 1872 publicou uma obra
intitulada “Continuidade e numeros irracionais”, onde buscou inspiragdo para sua constru¢ao
dos numeros reais na antiga e habil teoria das propor¢des de Eudoxo, por notar que o

procedimento do grego levava a uma separagdo dos numeros racionais em dois conjuntos.

Dedekind fundamentou a classica afirmacao “Unido dos racionais com os irracionais”
por meio dos cortes na reta. Para tal, algumas verdades sdo admitidas: 1) admitimos a existéncia
do campo numérico racional (Q) e do conjunto dos pontos da reta (P) e consideramos como
desconhecido o campo irracional; ii) compreender as propriedades caracteristicas do conjunto
(P): infinidade, ordenagdo, densidade e continuidade. Definiremos cada uma verificando se no
conjunto (Q) existe uma relacdo de correspondéncia. Por fim, Dedekind caracteriza a
continuidade da reta por meio da afirmagdo, designada como axioma da continuidade de
Dedekind: “todo o corte da reta é produzido por um ponto dela, isto €, qualquer que seja o corte
(A, B) existe sempre um ponto da reta que separa as duas classes (A) e (B)”. Como conclusdo a

todo desenvolvimento, Dedekind (apud, CARACA, 1989, p. 62) define:
[...] chamo niimero real ao elemento de separagdo das duas classes de um corte qualquer
no conjunto dos niimeros racionais; se existe um numero racional separando as duas

classes, o numero real coincidird com esse nimero racional; se ndo existe tal nimero,
o numero real dir-se-a irracional.

Com isso, a natureza do problema encontrado indica a necessidade da introdugdo de

novos numeros — oS irracionais.
4. Algumas Consideracoes

Com a ministracdo do minicurso temos algumas expectativas que na verdade sdo
também oriundas de resultados da pesquisa desenvolvida. E possivel que o processo de
constru¢do do campo racional proporcione compreender que, o que consideramos como
definicdo de nimeros racionais: “Todo numero racional pode ser escrito na forma % comm e
n inteiros e n # 07, ¢ uma generaliza¢ao algébrica que permite representar qualquer numero
pertencente a este conjunto. Em contrapartida, a constru¢do do campo irracional proporcione
compreender que, ndo existe uma generalizagdo algébrica que permita expressar o formato de
um niimero irracional. Com isso entender que para os nimeros irracionais ndo existe uma Unica

definicao.

E possivel que o processo de construgdo do campo real proporcione entendermos o

porqué da cléassica afirmacdo “Unido dos racionais com os irracionais”. Tal afirmacdo ¢é
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utilizada nos processos de ensino e de aprendizagem, em especial na Educagdo Bésica, como
investigado por Cezar (2011 e 2014). Por isso, buscamos justifica-la a partir dos cortes de
Dedekind: o corte na reta real que ndo constituiu um niimero racional ¢ um numero irracional.

Tal facanha pode possibilitar a constru¢do de conhecimento da definicdo de numeros reais.
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