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Resumo:

Este artigo apresenta aspectos da diferenciagdo da incerteza, no ambito da pesquisa em Educagdo Matematica.
Essa diferenciagdo foi admitida, por Keynes em 1936 e estudada por Zadeh em1965. Nessa perspectiva sdo
apresentados, neste artigo, alguns resultados relevantes da diferenciagdo da incerteza, de maneira intuitiva e
exemplos ilustrativos, como: Lodgica dos Conjuntos Difusos, no ambiente software livre e gratuito R e, a
interpretacdo da Metafora Conceitual, no ambito dessa Logica dos Conjuntos Difusos. Os argumentos aqui
apresentados foram constituidos em pesquisa teorica a partir da analise de documentos. Como resultado busca-se
evidenciar que a Logica dos Conjuntos Difusos ¢ importante para modelar, de maneira formal, a imprecisdo da
informagao advinda de dados colhidos no dmbito da pesquisa em Educagdo Matematica e que o uso do programa
R pode contribuir com esse modelamento, ja que ¢ uma linguagem livre, orientada a objetos. Nessa perspectiva
entende-se que este artigo traz uma contribui¢do, quando apresenta uma alternativa da modelagem da
imprecisdo, aspecto qualitativo das observagdes, por meio do programa R.

Palavras-chave: Incerteza, Logica dos Conjuntos Difusos, Pesquisa em Educagdo Matematica, Imprecisdo dos
Dados.

1. Introduciao

Em 1936, Keynes ja considerava a necessidade de diferenciar incerteza da
probabilidade, isto ¢, a incerteza exclui a possibilidade de medir confiavelmente uma
distribuicdo de probabilidade, enquanto, o risco se refere a uma situagdo em que ¢ possivel
medir probabilidade, conforme MOREIRA(2009). Em 1965, Zadeh apresenta uma solugdo ao
problema da incerteza, considerando duas abordagens: a variabilidade que tem com medida a
probabilidade e a imprecisdo, o aspecto difuso da incerteza, que ¢ analisada por meio da

Légica dos Conjuntos Difusos.

Viertl (2011) observa que esse tratamento difuso da incerteza ¢ diferente de erros,
isto &, os erros do processo de média, que se apresentam sob a forma de ntimeros: erros

sistematicos ou erros aleatorios.

Neste artigo, abordamos a Légica dos Conjuntos Difusos em continuidade ao que
apresentamos em Aratjo (2013), trazendo alguns resultados relevantes de maneira intuitiva, e
exemplos ilustrativos, entre os quais: a interpretacdo da Metafora Conceitual no ambito da

Loégica dos Conjuntos Difusos; Logica dos Conjuntos Difusos no ambiente software livre R;
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um importante instrumento computacional para andlise estatistica, manipulacdo e

apresentacao de dados por meio de graficos, como apresenta Verzani(2010).

E importante destacar que o R além de ser um programa livre, que pode ser obtido
gratuitamente, ¢ uma linguagem de programacao orientada a objetos. Como exemplos desse
ultimo aspecto do R, mostraremos que para viabilizar o uso da Logica fuzzy na pesquisa no

ambito das Ciéncias Sociais, Huang (2012) desenvolveu um programa QCA3 .

A Teoria dos Conjuntos Difusos ¢ uma ramificacdo da Teoria Classica dos
Conjuntos. Para este artigo destacamos alguns resultados que consideramos relevantes da
Teoria dos Conjuntos Difusos, ou Logica Difusa, de uma maneira intuitiva resultados esses
encontrados em Zadeh (1965, 1968, 1971, 1975, 1975, 1978, 1995) e em Nguyen & Walker
(1997). O conceito de conjunto difuso (fuzzy) foi definido por Zadeh (1965). Zadeh observou
que, na maioria das vezes, os objetos encontrados no mundo real ndo satisfazem, de modo
preciso, a critérios de pertinéncia previstos na Teoria Classica dos Conjuntos. Nesse sentido
Abar (2010, p. 2) afirma que: A teoria dos conjuntos “fuzzy” se baseia no fato de que os
conjuntos do mundo real ndo possuem limites precisos. De forma alternativa a Teoria
Cléssica, nasce a no¢ao de conjunto difuso (fuzzy) para a qual se define uma relacido de graus
de associativismo e ndo de pertinéncia na relagdo elemento conjunto. A Figura 1, como
apresenta Ross (2010, p. 26), citado por Baleeiro (2007, p.7), ilustra a diferenca entre a
relagdo de pertinéncia ao um conjunto na Teoria Classica dos conjuntos e a relagdo de

associatividade na Teoria dos Conjuntos Difusos (Fuzzy).

Figura 1 - Conjunto Classico e Conjunto Difuso

7
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Fonte: Ross (2010, p. 26), citado por Baleeiro (2007, p.7).

Como analisa Baleeiro (2007, p.7):
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A Figura 1 ilustra essa diferenca entre os conjuntos classicos e difusos.
Observa-se que para conjuntos classicos as uUnicas possibilidades para um
elemento sdo pertencer (elemento a) e ndo pertencer (elemento b) ao
conjunto A. Ja no caso de um conjunto difuso as fronteiras do conjunto A
sdo mais amenas, o que permite incluir a ideia de se ter um elemento como
parcialmente membro do conjunto A.

Bassanezi (2004), numa proposta de elaboracdo de um modelo no ambito das
modelagens como método de ensino de Matematica, considera que a teoria dos conjuntos
difusos ¢ uma alternativa aos modelos estocasticos para modelar populagdes cujos elementos

sdo heterogéneos relativamente a algumas caracteristicas no processo evolutivo.

Spagnolo e Gras (2004) consideram a teoria dos conjuntos difusos como uma nova
abordagem para a classificagdo no ambito da Andlise Estatistica Implicativa, isto ¢, uma
implicagdo difusa (fuzzy). Ou seja, Bassanezi (2004) utiliza a teoria dos conjuntos difusos para
o ensino de Matemadtica por meio da modelagem, Spagnolo e Gras (2004) utilizam num
método de pesquisa em Educagdo Matematica, representado pela Andlise Estatistica

Implicativa.

Na Teoria Cléssica dos Conjuntos, conjuntos ndo difusos, a associa¢do dos elementos
a um conjunto ¢ bindria, isto é, um elemento pertence ou ndo ao conjunto, enquanto que na
Teoria dos Conjuntos Difusos ha uma avaliagdo gradual da adesdo do elemento ao conjunto,

como foi considerado por Suleman (2009, p.20).

A Logica de Conjunto Difuso, ou simplesmente Légica Difusa, tem como objetivo
representar o pensamento humano, ou seja, dar a ele uma representacdo mais aproximada, ou

melhor, liga-la a linguistica e a inteligéncia humana.

Inicialmente, destacamos que algumas areas de conhecimento privilegiam o uso de
metodologias quantitativas em suas pesquisas de conjuntos difusos. Em outras, aquelas
ligadas as Ciéncias Humanas, como a Educacdo Matemadtica, por exemplo, t€ém ultimamente
privilegiado o uso de metodologias qualitativas para analisar conjuntos de dados difusos, isto

¢, aqueles cujas fronteiras sdo ténues e quase imperceptiveis.

No ambito da Teoria dos Conjuntos Difusos (fuzzy), ou utilizando a Logica Fuzzy,
ndo precisamos de um valor exato definido por uma varidvel, como por exemplo, a
velocidade. Classificamos a velocidade por meio de um conjunto formado pelos elementos:

baixa, média e alta. Tal classificacdo representa valores ‘‘fuzzificados” dos valores exatos de
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cada velocidade. A operagdo de traducdo sistematica dos termos fuzzy da comunicagdo
humana por meio de um numero real, ¢ chamado de “desfuzzificacido” (SULEMAN, 2009).
Também, na Teoria de Conjuntos Difusos, temos o conceito de parti¢do difusa o qual permite
relativizar a heterogeneidade individual, posicionar cada individuo em fung¢do de sua distancia
a uma estrutura de perfis e por meio de um mecanismo de compensagdo. Isto ¢, uma maior

pertenca a um dos perfis implica menor pertenca aos outros (SULEMAN, 2009).

2. Conjuntos difusos (Fuzzy): fun¢io de grau associativismo

Lotfali Askar Zadeh (nascido em 4 de fevereiro de 1921), mais conhecido como
Lotfi A. Zadeh, ¢ um matematico, engenheiro elétrico, cientista da computagdo, pesquisador
de inteligéncia artificial e professor emérito de ciéncia da computacdo na Universidade da
California, Berkeley. O seu artigo Fuzzy Set, publicado em 1965 na Information and Control
(8,338-353), ¢ considerado o artigo precursor da formalizacdo da Teoria de Conjunto Difuso
(fuzzy), um quadro tedrico para lidar com problemas nos quais a fonte de imprecisdao advém
da auséncia de definicdo de critérios de pertenga a uma classe e ndo a presenca de varidveis

aleatorias, citado por Suleman (2009, p. 23).

Seja X um espago de pontos (objetos) e x um elemento genérico. Um conjunto difuso
(fuzzy) A contido em X ¢ um conjunto caracterizado por uma fun¢do de associatividade pa,
que associa a cada ponto x em X um numero real ps (x) pertencente ao intervalo [0,1]. O
valor de pa (x) € o “grau de associatividade” de x em A. Esse grau de associatividade pa.(x) €
tal que: pa.(x) = 1,se x €A; pa (x) =0,se xg A; ese 0 <pa(x) <1, diz-se que x pertence
ndo totalmente ao conjunto. Quanto mais proximo de 1 for o valor de pa (x), maior serd o

grau de associativismo de x com A (ZADEH, 1965, p. 339).

Considerando a funcdo pa do “grau de associatividade”, vamos construir uma
aplicacdo por meio de um exemplo adaptado de Suleman (2009, p. 42): Uma empresa de
imobilidria pretende classificar as casas que disponibiliza aos seus clientes. O indicador de
conforto é o nimero de quartos. Seja o universo U = {1,2,3,4,5,6, 7} de tipologia de casas e
u € U o respectivo numero de quartos, isto é, uma colecdo de objetos (pontos). Assim, o
conjunto dos pares ordenados A = {(u, fa(u)) : w € U} € um conjunto difuso e a fungdo
fa € funcdo do “grau de associatividade” ou simplesmente fun¢do de associativismo

(SULEMAN, 2009, p.41). De acordo com a empresa o conjunto difuso “tipologia de conforto
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para casal com dois filhos” a sua respectiva funcdo do “grau de associatividade” ¢

representado por:
A={(1:0.2),(2;0.5),(3:0.8),( 4;1.0),( 5:0.5), (;0.3), (7;0.0)}
Por meio de um grafico, também, podemos representar o conjunto difuso A.

Figura 2 - Representagdo do conjunto difuso A

(ra de associatidade

T
a =2 3 a s (=3 7

Universo(u)

Fonte: Os autores por meio do programa R.

Analisemos a seguir as informacgdes relacionadas ao conjunto A e a respectiva
representacdo grafica. Na opinido da empresa uma casa de 4 quartos ¢ ideal para uma familia
de quatro pessoas, representada pelo grau de associatividade f4(4) = 1, enquanto que uma
casa de sete quartos é sobredimensionada com f4(7) = 0. Como sete quartos ¢ um elemento
incompativel, na opinido da empresa, assim foi atribuida graduacdo nula. Também,

observamos que a soma do “grau de associatividade” ¢ igual a 3.3, isto & 27, fu(x) = 3.3.

Como observa Zadeh (1965, p. 340), deve-se notar que, embora a fungdo de
associagdo de um conjunto fuzzy tenha algumas semelhangas com uma funcdo de
probabilidade quando X ¢ um conjunto numerdvel (ou uma funcdo densidade de
probabilidade quando X ¢ um continuum), existem diferencas essenciais entre esses conceitos,
como, por exemplo, a soma da funcdo do “grau de associatividade” ¢ diferente de um, isto ¢
> fa(x) # 1. E observa, também, que a nogdo de um conjunto fuzzy é completamente de

natureza nao estatistica.

Por outro lado, a fung¢do de densidade de probabilidade ¢ diferente da funcdo
associativismo, porque mede o grau de incerteza aleatoria de tal pertinéncia. Outro aspecto
diferente entre a fun¢do de densidade de probabilidade e a fun¢do de associativismo, do ponto

de vista matematico, ¢ que a fun¢do de densidade de probabilidade ¢ normalizada, isto &,
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multiplicada por uma constante para que sua area seja 1. Com isso, a fun¢@o de densidade de
probabilidade satisfaz: a) f(z) > 0,Vz € R, b) [T f(x)dx = 1. Por exemplo, podemos

comparar a funcdo de densidade de probabilidade Normal, representada por

2
_ le—p)*

flx) =+ ]2_(?. 2.2, com a fungdo de associativismo Gaussiana, representada por

_(.e'—;4)2 . . .
falx) =¢e 202, dessa forma, podemos observar que a principal diferenca entre as duas

funcdes, do ponto de vista matematico, ¢ a constante normalizadora da fun¢do densidade de
probabilidade Normal, representada por ov/27. Também, observamos que as fungdes /e fi
apresentam o mesmo nucleo, isto €, o nucleo de funcdo é a parte principal da fung¢do, a parte
que permanece quando constantes sdo desconsideradas, como estad definido em Casella e
Berger (2010, p.58). Também, observamos que os parametros t€ém interpretacdes diferentes,
ou seja, para funcdo de densidade de probabilidade Normal ;. € o sdo média e desvio padrao,
respectivamente, enquanto que na légica dos conjuntos difusos, ;1 € o representam centro e

largura da funcao de associativismo Gaussiana.

Quanto mais proximo de 1 for o valor de ji4(x) maior serd o grau de associativismo
de x com A. (ZADEH, 1965, p.339). Apresentamos na Figura 3 alguns exemplos de fungdes
de associativismo geradas no programa R, apresentadas no artigo “Generalized and

Customizable Sets in R’ de Meyer e Hornik (2009, p.15).

Figura 3 - Fungdes de associativismo geradas no programa R

1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6

0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0

Membership Grade

1.0
0.8
0.6

0.4
0.2

0.0

Membership Grade
Membership Grade

Universe Universe

Fonte: “Generalized and Customizable Sets in R” de Meyer e Hornik (2009, p.15).
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Analisando a Figura 3, no sentido horario, observamos as func¢des de associativismo.
No canto superior esquerdo, temos uma fun¢do representada por um grafico de barras. A
direita, temos um gréafico em curva de sino ou Gaussiana. Canto inferior direito, temos uma

sequéncia de funcdes triangulares. E no canto inferior direito, temos duas combinagdes de

uma Gaussiana e uma funcao de trapézio.

Zadeh (1965, p. 340-341) estabelece relagdes entre os conjuntos difusos
correspondentes & Teoria Classica de Conjuntos, por meio da fun¢do de associativismo.

Apresentaremos a seguir algumas destas relacdes:

1. Um conjunto difuso (fuzzy) X € vazio se e somente se sua fungdo de associativismo ¢
identicamente zero em X.

2. Dois conjuntos difusos (fuzzy) A e B sdo iguais, escrevendo A = B, se e somente se
fa(z) = fp(z), V2o €X.

3. O complementar de um conjunto difuso (fuzzy) A é denotado por A’, e definido por:
far=1=fa

4. A ¢éum subconjunto difuso (fuzzy) de B, entdo: A C B < f4 < [p.

5. A unido de dois conjuntos difusos (fuzzy) A e B com repeito as fungdes de
associativismo fa e fg ¢ definida por: faup(x) = max[fa(x), fe(x)],z € X, ou de
maneira abreviada; fa4up(z) = fa(x) V fp(z).

6. A intersec¢do entre dois conjuntos difusos (fuzzy) A e B com relagdo as fungdes de
associativismo fx e fg ¢ definida por: farp(z) = min[fa(z), f(z)],z € X ou de

maneira abreviada; fanp(z) = fa(x) A fp(2).

3. Metafora conceitual e conjuntos difusos: fun¢des grau de associativismo

Neste item, abordamos a no¢do de Metafora Conceitual no ambito dos Conjuntos
Difusos em termos da fun¢do de “grau de associativismo” ou fungdo de pertinéncia. Para
tanto, apresentamos alguns resultados observados por MacCORMAC (1982) (Metaphore and
Fuzzy Sets) que t€ém como principal referencial teorico Zadeh (1971) (Quantitative Fuzzy

Semantics).

MacCORMAC (1982) observa que comentarios recentes sobre Metafora Conceitual
apontam para um entendimento do processo de comparar e contrastar os tragos semanticos

intencional (delimitada por toda defini¢do correta do termo) e extensional (classe das coisas
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reais as quais o termo se aplica) das referidas metaforas, pode-se recorrer ao conceito de
Conjuntos Difusos. Como os Conjuntos Difusos apresentam fronteiras imprecisas, as
caracteristicas de uma Metafora Conceitual podem ser parcialmente associadas com outras
caracteristicas, eliminando assim, as linhas precisas definidas que muitas vezes parecem ser

obstaculos para a articulag@o entre as diferentes partes da metafora.

Para MacCORMAC (1982), a Metafora Conceitual sugere novas maneiras de entender
as coisas. Assim, ha na Metéafora Conceitual alguma analogia entre a justaposi¢do dos dois
referenciais e nossa experiéncia, dessa maneira, podemos compreender a metafora. A analogia
¢ entendida com tragos semanticos em comum dos dois referentes sob a diversidade de suas
aparéncias. Assim, os Conjuntos Difusos podem oferecer a possibilidade de ampliar a teoria
semantica, o suficiente para tornar a Metafora Conceitual uma legitima entidade linguistica.
Nesse sentido, MacCORMAC (1982, p. 248) afirma que: informalmente, o “universo de
discurso” ¢ uma cole¢do de objetos, U, que € rico o suficiente para tornar possivel identificar
qualquer conceito, no interior de um determinado conjunto de conceitos, como um

subconjunto difuso de U.

4. Medidas de probabilidades e eventos difusos

No ambito da Teoria da Probabilidade, Zadeh (1968, p.421) apresenta, resumidamente,
a probabilidade de um evento A, membro de uma o — dlgebra, A, em um subconjunto de
espago amostral €2. Uma medida de probabilidade, P, ¢ uma medida normalizada ao longo de
um espago mensuravel (€2, .A): tal que, P é um valor real de uma fungdo que associa o evento
A em A uma probabilidade, P(A), tal que (a) P(A) > 0 para todo A € A; (b) P(2) =1;¢
(c) P ¢ contavel aditivo, isto ¢, se {Ai} ¢ uma colecdo de eventos dijuntos, entdo:
PUZA;) = 3272 Ai.

Um evento ¢, por defini¢do, precisamente uma colecdo especifica de pontos num espago
amostral. Zadeh (1968, p.421) observa que, nas experiéncias do dia a dia, com frequéncia
encontram-se situagdes para as quais um “evento” € antes difuso do que um conjunto de

pontos bem delimitados.

A partir da nogdo da fung@o “grau de associatividade”, Zadeh vai estender o conceito de
probabilidade para um evento difuso (fuzzy). E exemplifica com os eventos em que ha

99 6

imprecisdo nos significados das palavras e, portanto, difusos: “E um dia quente” “x ¢
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aproximadamente igual a 57, “em vinte jogadas de uma moeda ha mais caras que coroas”
(ZADEH, 1968, p. 421). Para Thom (1988) a afirmacdo “E um dia quente” ¢ uma qualidade,
representada pela categoria do adjetivo, uma forma subjetiva que afeta a percep¢do de um
objeto ou de um processo exterior: Duas qualidades A e B pertencem ao mesmo campo

semantico se se pode imaginar uma sequéncia continua de qualidades X;, t variando de 0 a

1, tal que Xy = Ae X, = B.

A defini¢do de campo semantico de Thom coincide com a defini¢do de evento difuso de
Zadeh, evento em que h4 imprecisdo nos significados das palavras. Zadeh (1975, Part.3)
desenvolve um quadro conceitual, no qual ¢ chamada de variavel linguistica, uma abordagem

para a analise de sistemas complexos ou mal definidos e processos de decisao.

5. Conjuntos difuso uma aplicaciio na Ciéncias Sociais

Os métodos de pesquisa podem ser categorizados em trés grupos: qualitativos,
quantitativos e mistos. Segundo Ragin (2000), os cientistas sociais enfrentam um dilema
quando realizam pesquisa social, quanto ao método de pesquisa que esta diretamente
relacionado com a profundidade ou a amplitude do método. Os métodos de pesquisa
qualitativos tém a propriedade da profundidade enquanto os métodos quantitativos a
propriedade da amplitude. Ragin (2000) considera que o método de pesquisa etnografico, um
método qualitativo utilizado em pesquisa para determinar a dimensdo s6cio — cultural da
Educacdo Matematica, conforme Gurgel (2012, p. 1), ¢ uma estratégia de profundidade. Nesse
sentido, Spagnolo (2003) tenta compreender como ¢ possivel analisar e estudar o fendmeno

do ensino/aprendizagem da Matematica em situagdo multiculturais.

Ragin (2000) observa que hd um meio termo entre as duas estratégias profundidade e
amplitude. Dessa forma, considera que as declaragdes tedricas em pesquisa social, na maioria
das vezes, podem ser formuladas como declaragdes sobre conjuntos. Ragin (2000) propds uso
de logica difusa (fuzzy) ou conjuntos difusos como um caminho alternativo para analise de
dados observados em pesquisas das Ciéncais Sociais. Ragin (2000, p.154) observa que a ideia
basica por tras de conjuntos difusos € permitir a escala de pontuagdo de adesdo, o que permite

uma pertinéncia parcial.

Como, observamos o R ¢ uma linguagem de programagdo orientada a objetos, assim,

para viablilizar o uso da légica fuzzy na pesquisa, no ambito das Ciéncias Sociais, Huang
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(2011) desenvolveu um programa QCA3 (QCA3: Yet another package for Qualitative
Comparative Analysis. R package version 0.0-5. URL http://asrr.r-forge.r-project.org/.),

6. Consideracoes finais

Neste artigo apresentamos alguns aspectos tedricos da Logica dos Conjuntos Difusos
por meio do suporte computacional no ambiente software livre R. Como o R ¢ um programa
livre que pode ser obtido gratuitamente, ele viabiliza um recurso computacional acessivel para

o desenvolvimento de varias praticas da Logica dos Conjuntos Difusos.

Considerando as inimeras possibilidades praticas e a subjetividade dos sistemas fuzzy,
Ragin (2000) aplica a ldégica fuzzy na pesquisa das Ciéncias Sociais. Na Educacgao
Matematica, Bassanezi (2004) tem utilizado sistemas fuzzy na Educagdo Matemadtica por meio
da modelagem. Este artigo tem por alvo salientar que trata-se de uma alternativa promissora a
aplicagdo de sistemas fuzzy no ambito da pesquisa em Educacdo Matematica. E apresentamos
como refor¢co dessa ideia a presenga de varidveis fuzzy na Analise Estatistica Implicativa,

como afirmam Réginer, Gras e Bailleul (2012).

E ainda acrescentamos a afirmagdo de Ragin (2000, p. 06): “Os elementos de um
conjunto difuso representam mais que varidveis continuas, porque sdo fortemente
impregnados de conhecimento teodrico [...] um conjunto difuso ¢ mais empiricamente

fundamentado e mais preciso”.
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