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Resumo:

Esse artigo ¢ parte de uma reflexdo originaria de um projeto de pesquisa PIBIC-EM.
Apresentamos os registros de representagdo semiotica para os produtos notdveis chamados de
quadrado da soma e da diferenca, constantes em “Os Elementos” e em livro didatico usado
atualmente. E uma pesquisa bibliografica que busca analisar, a luz da Teoria dos Registros de
Representagdo Semiotica, os tipos de registros utilizados para o tema nos dois contextos
citados. Observou-se que a representacdo em lingua natural se manteve, embora com uma
linguagem atual mais acessivel, entretanto, a representacdo figural (ou geométrica) de “Os
Elementos” deu lugar a representagdo algébrica nos dias atuais. No livro didatico atual
analisado, a representa¢do figural tem destaque apenas na introducdo ao tema. Conclui-se que
0 uso concomitante, e intensivo, dos registros de representagdo em lingua natural, geométrica
e algébrica, favorece a aprendizagem relativa aos produtos notaveis, contribuindo para a
redugdo das dificuldades inerentes ao tema.

Palavras-chave: Produtos notdveis; representacdo semiodtica; historia.

1. Introduciao

Para um melhor ensino e aprendizado nas salas de aula de Matematica, atualmente,
varias pesquisas € métodos sdo desenvolvidos, a fim de suprir as necessidades dos alunos e

professores. A maneira de cada professor ensinar um conteudo varia, assim como a maneira
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? Participa voluntariamente do Programa de Iniciagdo Cientifica para o Ensino Médio na UTFPR, campus
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pela qual o

aluno compreende a matéria que lhe ¢ ensinada. Assim, a necessidade de se trabalhar de
diversos modos um mesmo conteudo em sala de aula ¢ de extrema importancia. Isso pode
ajudar cada aluno a extrair a informac¢do desejada, visto que nem todas as mentes pensam
igual e que cada pessoa precisa trabalhar de maneiras diferentes para o seu aprendizado.
Pensando nisso, estamos desenvolvendo uma pesquisa, no ambito PIBIC-EM (Iniciagdo
Cientifica — Ensino Médio), visando a elabora¢do de uma sequéncia didatica para o ensino dos
produtos notaveis que envolva essas “diferentes maneiras” de ensinar e aprender, as quais sao
contempladas, no nosso estudo, com a diversificagdo de registros de representacdo semiotica.

E parte desse projeto o que esta aqui apresentado.

Em relacdo aos contetidos sobre produtos notdveis, ¢ possivel que os primeiros
registros na historia estejam no livro “Os Elementos”, de Euclides (aproximadamente 325-270
a.C.), onde o autor relata os produtos “quadrado da soma” e “produto da soma pela diferenga”
por meio da Geometria, uma representagdo semiodtica figural, e da linguagem natural, o que

indica, a nosso ver, a possibilidade de uma pluralidade de representacdes desde aquela época.

Duval (2009) refor¢a que o acesso ao saber matematico se da pela diversidade de
representacdes semidticas, devido a natureza abstrata dos objetos de estudo. Além disso,
importa realizar tratamentos e conversdes entre tais diferentes representacdes, pois ao realiza-
los, significa que o aluno esta apto a passar de um registro de representagao para outro, o que
prova, segundo Duval, que o aluno conseguiu entender o contetido e ¢ capaz de remonta-lo,
manipula-lo e trabalhar com ele em outros contextos, havendo entdo a sua compreensao

significativa.

O interesse em pesquisar sobre produtos notaveis surgiu ao perceber a dificuldade de
colegas em sala e também de estudantes de Calculo Diferencial e Integral, Geometria
Analitica e Algebra Linear; areas da Matematica que usam os produtos notaveis como
ferramenta. Como estudantes, acreditamos que utilizar diferentes formas de representagdo de
um mesmo objeto pode ajudar muito no processo de aprendizado durante as aulas de
Matematica. Ao oferecer diversas estratégias, possibilidades e caminhos a serem seguidos,
teremos uma fonte de busca maior para sanar nossas duvidas e at¢é mesmo entender o
conteudo de maneiras diferentes, dando flexibilidade na maneira de pensar para internalizar o
conhecimento, além de apreender esses conhecimentos da maneira como pensamos; ao

contrario de apenas decorar o que lhe ¢ passado, como geralmente acontece.
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artigo, expomos os resultados de uma pesquisa bibliografica realizada com o intuito de
compreender as conversdes entre as representacdes dos estudos sobre produtos notaveis, ao
longo do seu desenvolvimento historico. Sucintamente, apresentamos alguns pontos
importantes da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, de Duval (2003), que

embasaram as analises apresentadas.

2. Teoria de Duval e tipos de registros

Raymond Duval ¢ autor da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica. A partir
dessa teoria, muitas pesquisas da Educacdo Matematica foram elaboradas sobre o tema. Em
seu livro, ¢ fornecida uma defini¢do sobre o que sdo as representacdes semidticas: “[...]
produgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representagdes
os quais tém suas dificuldades proprias de significado e funcionamento”. (DUVAL, 1993,

p.39).

A matemadtica como ciéncia, ndo possui objetos de estudos que sdo palpaveis, ou que
podemos facilmente enxergar, portanto representd-los ¢ a forma de acessa-los e compreendé-
los. Duval (2003) argumenta:

[...] diferentemente dos outros dominios do conhecimento cientifico, os
objetos matemdaticos ndo s3o jamais acessiveis perceptivelmente ou
microscopicamente (microscopio, telescopio, aparelhos de medida, etc.). O
acesso aos objetos passa necessariamente por representagdo semiotica. Além
do que, isso explica por que a evolucdo dos conhecimentos matematicos

\

conduziu ao desenvolvimento e a diversificacdo de registros de
representagdo. (DUVAL, 2003, p.21)

De acordo com a teoria de Duval, quando conseguimos diversificar os registros de
representacdo para representar um mesmo objeto de estudo, estaremos realmente construindo
o conhecimento. O autor ressalta que a representacdo de um objeto nunca pode ser confundida
com o objeto de estudo em si, entretanto, o uso de apenas um tipo de registro de
representacdo, por exemplo, no presente caso, do registro algébrico para produtos notaveis,
pode dificultar essa tarefa de diferenciacao.

Ainda, segundo a teoria de Duval, as atividades cognitivas de conversdo e tratamento
entre os diferentes tipos de representacdo sdo fundamentais para compreender os conceitos
matematicos. Realizar a conversdo da representacdo consiste em transformar o tipo de

representacdo utilizado em outro, mantendo o objeto de estudo o mesmo. No contexto desta
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acontece quando convertemos uma representacdo geométrica para uma formula, como

mostrado na Figura 1.

a b

b

) (@2

a

Figura 1: Exemplo de Conversdo da representagdo figural em representagéo algébrica, envolvendo
produtos notaveis.

Fonte: as autoras.

J& o tratamento se baseia na transformac¢do de representacdo mantendo o mesmo
registro de representacdo, por exemplo, realizar os célculos e alteracdes possiveis, como

mostrado na Figura 2.

(a + b)? ) g2 + 2ab + b?

Figura 2: Exemplo de tratamento algébrico em produtos notaveis

Fonte: as autoras.

Os tipos de registro de representagdo semidtica apresentados pelo autor sdo: a
linguagem natural, representagdo algébrica, representacdo grafica ou figural. A linguagem
natural implica no uso da linguagem falada ou escrita na lingua verndcula do aluno para
representar os objetos de estudos, como uma explicagao sobre eles. A representacdo algébrica
se d4 na maior parte das vezes no uso de niimeros ¢ letras. A representagdo grafica ou figural
¢ uma forma de expressar, visualmente, dados, valores numéricos ou expressdes algébricas do

que precisa ser trabalhado.

3. Produtos notaveis: de Euclides aos dias de hoje
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O livro “Os
Elementos” foi escrito por Euclides (325-270 a.C.), matematico de origem provavelmente
grega. Esta obra reune muitas proposigdes, conceitos e explicagdes fundamentais da

geometria. Foi amplamente usado ao longo da histdria para realizar estudos sobre geometria,

usado até mesmo nos dias atuais sua forma de transmitir a geometria.

Justificado pela situacdo histdrica da época em que o livro foi escrito, grande parte das
proposicdes apresentadas no livro se sustentam em relagdes geométricas, que se caracterizam
como uma algebra geométrica. Os gregos, entdo, tinham um grande avanco geométrico e se
firmavam na geometria para representar o que ndo conseguiam por meio da pura algebra.

Assim, as operacgdes aritméticas eram representadas por construgdes geométricas.

O livro esta separado em cinco partes, as quais abrangem diferentes areas da
geometria. Entre essas, encontram-se representacdes em lingua natural e figural a respeito de
produtos notaveis, provavelmente um dos primeiros registros sobre o tema: as proposicdes IV

eV.

Analisemos a proposi¢ao IV. Lembramos inicialmente que a reta em “ Os Elementos”
representa o que atualmente chamamos de segmento de reta. No quadro 1 apresentamos
representacdes na lingua natural e figural encontradas em “ Os Elementos”, juntamente com a
representacdo algébrica, acrescentada por nds, que pode caracteriza-la. Aqui, observam-se
dois tipos de conversdes: RLN — RF e RF— RA, em que RLN — ¢ a representacdo em Lingua
Natural, RF ¢ a Representagdo Figural e RA ¢ a Representagdo Algébrica. Embora seja mais

dificil, € possivel ainda incluir a conversao RLN — RA.

Observe, no Quadro 1, que as partes as quais estdo referidas no livro Euclides sdo os
segmentos a ¢ b. O quadrado maior ¢ designado pelos lados (a + b). Soma dos quadrados
sobre as partes refere-se, na representagdo figural, a soma das areas dos quadrados de lados a
e b, respectivamente, isto &, a? + b%. Por fim, o dobro do retingulo contido pelas partes

refere-se aos dois retdngulos de dimensdes a X b.
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Quadro 1: Possiveis Representacdes da Proposic¢ao IV, Livro II de Euclides.

W Conversdo RF para RA

Representagdo em | Representagdo figural Representagdo Algébrica*
lingua natural
Dividindo-se uma a b
reta em duas partes,
o quadrado sobre a | ? 2
reta toda ¢ igual a
soma dos
quadrados sobre as | a a
partes juntamente
com o dobro do
retangulo  contido a b
pelas partes

(a + b)* =a? + 2ab + b?

Conversdo RLN para RA

(*) ndo contemplada em “os Elementos”.

Fonte: as autoras.

Vejamos a proposi¢do V do livro II, de “Os Elementos”. Observe-a, juntamente com

as possiveis conversdes presentes, no Quadro 2.
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Quadro 2: Possiveis Representacdes da Proposi¢ao V, Livro II de Euclides.

Conversdo RLN para RF

Conversdo RF para RA

Representagdo  em
lingua natural

Representagdo figural

Representagdo Algébrica*

Dividindo-se = uma
reta em partes iguais

e desiguais, 0 A P N
retangulo  contido
Icizlseil;uais juntcl))a::r(fj G ¥ g & (@ + b)* = 2ab + b* + a?
o quadrado sobre a Sendoa = PQ,b = QB
reta entre os pontos

c E 9D

de seccdo ¢ igual ao
quadrado sobre a
metade da reta dada

Conversdo RLN para RA

(*) ndo contemplada em “os Elementos”

Fonte: As autoras.

Vamos entender a proposi¢do V. Sejam o segmento PQ = a e QB = b. Consideremos,

Vamos associar a representacdo em lingua natural com a descricdo da representagao

figural em Euclides. Observe o Quadro 3.

Quadro 3: Interpretacdo sobre a representacdo em lingua natural da proposi¢ao V de

“Os Elementos”.

Trecho da proposicao

Interpretagdo das autoras

Dividindo-se uma reta em partes iguais e

desiguais

O ponto P divide o segmento AB ao meio,
isto ¢, em partes iguais. O ponto Q divide o

segmento AB em partes desiguais.

o retangulo contido pelas partes desiguais

Refere-se a éarea dos retangulos PQFH e

FLDE, ou seja, 2ab

o quadrado sobre a reta entre os pontos de

Refere-se aos quadrados de lados a e b, isto
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seccio é, as areas a’® e b?

¢ igual ao quadrado sobre a metade da reta | a? + b? + 2ab =(a + b)?
dada

Fonte: as autoras.

Uma outra interpretacdo possivel para a representacdo figural presente no Quadro 3

(vide Figura 3) ¢ apresentada na Figura 4.

A P Q B
G H F L
C E D

Figura 3: Representagdo figural associada a proposicéo V.

Sejam AP = PB = BD = PC = ae QB = BL = b.

Consideremos o retangulo ABDI conforme a Figura 4. Temos as seguintes areas:

a P a ~
— n U b »
3 > I
° o ®
ab (a—b)b b2
(@] O
(a—1b)? (a—0b)b
(a—b)a
[ c E D
° O °

Figura 4: interpretagdo da proposi¢do V de Os Elementos

Fonte: as autoras.

Observe que a 4rea total do retAngulo ABDI ¢é dada por 2a? (I). Por outro lado, a 4rea

do poligono ABDCHG, retratado na proposigdo V, é: 2a® — (a — b)a (II).

Entretanto, a area do poligono ABDCHG também pode ser escrita como sendo:
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ab + 2(a— b)b + b? + (a — b)? (11I)
Como (IT) e (IIT) representam uma mesma area, devemos ter:
2a? — (a—b)a = ab + 2ab — 2b? + b? + (a — b)?
2a? —a? + ab — 3ab + b? = (a — b)?
De onde vem que
(a — b)? = a? — 2ab + b?

Nestas duas proposicdes, no livro de Euclides, encontramos o uso de dois diferentes
tipos de linguagem de representacdo para os produtos notdveis que sdo a linguagem natural e
a figural. Podemos perceber que a explicacdo feita no livro de Euclides usando a linguagem
natural, foi complexa, porém muito precisa. Ele ndo simplesmente citou a leitura da formula
matematica para os produtos, mas sim, forneceu um caminho para a constru¢do dos mesmos.
Ele usou das palavras para representar uma figura, uma imagem e, por meio dela, expressar
uma propriedade matematica. Ou seja, com esse método de explicagdo, em “Os Elementos”
de Euclides, realizou-se a conversdo entre dois diferentes registros de representa¢do para se

tratar de uma mesma proposicao.

Por ser uma obra de sistematizacdo da geometria, no livro de Euclides utiliza-se
argumentos geomeétricos, aliados a retorica, para mostrar as propriedades matematicas.
Devido a complexidade da representacdo em lingua natural observada em “os Elementos”,
analisamos como alguns livros didaticos que ainda sdo usados como referéncias para

professores utilizam esse tipo de representagio para o caso (a + b)2.

Analisamos Souza e Pataro® (2009, p.120-121). Os autores usam a lingua natural para
justificar geometricamente a representagdo algébrica para a formula (a + b)?, como pode ser
observado na Figura 5. Entretanto, a representacdo em lingua natural ¢ bem mais simples do

que a apresentada em “Os Elementos”.

> A escolha deveu-se ao fato dele ser usado como livro-texto na regido das autoras do artigo e pela semelhanga
em relag@o ao tratamento dado ao tema a outros autores como Iezzi, Dolce ¢ Machado (2009), usado como
material de apoio aos professores.
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> Consldm;nal um quadrado cuja medida do lado & 2 + b, ou seja, com drea A=(a+ oY ()
ou A=(g+ D) (a+Db) (). Em seguida, déecompomos esse quadrado em qualro partss.

1

Lu-b 3 ‘|_l+b

b o
Congersao do g - ;rat?t nFt9 noI
Reffistro Figural e e egistp FEREE
Pafa O Teg e Wreas das partes obtidas | 1 B T =
algebrico 45 gadas por: & |a R ‘I o

1 i

—a— —b— —a— —b—
Podemos obter a drea do quadrado Inicial adiclonando as dreas de cada parte obtica.
A=d +8b+ab+ 0" =& +2ab+ 5" (W)

Portanto, como as expressdes I, Il & I representam 8 mesma drea, Justificamaos
geometricamente a igualdade (a+b) =(a+0) (a+0)=a" + 280+ V.

Figura 5: Representacio de (a + b)?.
Fonte: Souza e Pataro (2009, p.120).

Na apresentacdo do tema por Souza e Pataro (2009), observamos a presenca de
tratamento (no registro figural) e de conversdo (do registro figural para o registro algébrico).
Na obra em analise, percebemos que ambos os registros (figural e algébrico) se distribuem

uniformemente, inclusive nos exercicios.

Da mesma forma, os autores tratam o quadrado da diferenca. Observe a Figura 6.

» Cansideramos um quadrado cujo lade mede a

, OU seja, com drea A=ga°, Em segui
decompomos esse quadrado am trds partes iy

—a-b=rb

ist¥olreas das partes obtidas so dadas por:

worles

—

igdral

Aexpressio o' = 2ab +1
também & um trindnilo
quadrado perfelto.

—a-b—

b
Note que a drea do quadrado azul & dada por A=(a- by
=(a-b) (/)ouA
Qutra maneira de obter essa drea 6 sublra A
&2 érea do quadrado Inicial

=(a-b)-ta~b) (1),
ir as dreas dos retdngulos verde ¢ vermeliho
And' —ab—(ab-b')ma’ ~gb-ab+p' =g ~2ab+ 07 (M)

Portanto, como as expressdes I, Il o Il representam a mesma drea, justificamos
eometricamente 8 Iguaidade (a-b)' = (2-b).(a-b) =& - 2ab+ p*

[ S ————

Figura 6: Representagio de (a — b)?.
Fonte: Souza e Pataro (2009, p.121).
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4. Consideracoes Finais

Por meio das pesquisas bibliogréficas realizadas, pdde-se confirmar a importancia do
uso de diferentes tipos de representagdes semioticas no estudo sobre produtos notaveis. No
livro de Euclides, escrito por volta do século III a.C., identificamos conversdo entre as
representacdes em lingua natural e geométrica, o que consideramos essencial para obter
compreensdo completa das proposi¢cdes e raciocinar a respeito das construgdes realizadas,
pois dé sentido e complementaridade ao objeto de estudo. A lingua natural nos faz pensar e
abstrair os conceitos, enquanto a representacdo geométrica nos permite confrontar nossa
imagem mental com o conceito real.

Analisamos também que a conversdo e tratamento de registros existem hoje em dia,
porém a forma com que essas atividades de transformacdo de representacdo nos livros
didaticos se apresentam mudou, se adequando a linguagem mais simples e atual. Além disso,
vale ressaltar que, assim como na Grécia antiga havia predominio da forma de representagao
geométrica, a qual havia maior afinidade, atualmente a forma algébrica de representagdo
torna-se predominante e mais utilizada.

Concluimos que incentivar o conhecimento de diversos registros de representacdo e a
capacidade de conversdo entre eles auxilia o aluno a compreender melhor o objeto de estudo e

torna-se util para a internalizagdo do mesmo.
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