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Resumo:

Neste artigo, tem-se o objetivo de expor os resultados da aplicacio de parte de um
experimento de ensino da disciplina de Geometria Analitica, especificamente sobre o conceito
de base no plano, o qual foi elaborado de modo a explorar relagdes entre representagdes dos
registros grafico, algébrico e da lingua natural. O experimento, desenvolvido nos ambientes
papel e lapis e GeoGebra, contou com a participagdo de cinco alunos do primeiro ciclo do
curso de Engenharia de uma instituicdo confessional de ensino. O estudo foi fundamentado na
teoria dos registros de representacdes semiodticas e sua elaboracdo e condugdo se basearam na
metodologia de Design Experiment. As producdes dos sujeitos revelaram que um trabalho
integrado entre os ambientes papel e lapis e computacional e a diversificagdo de registros
foram vitais para que os sujeitos pudessem avancar na compreensdo do conceito de base no
plano.

Palavras-chave: Base no Plano; Registros de Representacdes Semioticas; Experimento de
Ensino; GeoGebra.

1. Introduciao

O contetido de Base ¢ desenvolvido nos cursos superiores da area de exatas na
disciplina de Geometria Analitica, especificamente para os casos de bases no plano e no
espago, sendo retomado na disciplina de Algebra Linear para os casos de bases de espagos
vetoriais de dimensdo finita. A Geometria Analitica, disciplina presente no ciclo basico dos
cursos superiores de exatas, demanda do estudante a habilidade de tratar algebricamente
situagdes geométricas, o que leva a necessidade de um ensino que integre principalmente

relacdes entre representacdes de dois registros distintos, o algébrico e o grafico.
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Dificuldades de construcdo de conceitos nessas disciplinas e discussdes sobre a
limitacdo do tratamento da Geometria Analitica a resolucdo de algoritmos sdo apontadas por
diversos autores, dentre eles Santos (2013) e Dallemole et al. (2011). Muitas vezes os
estudantes resolvem exercicios apresentando um dominio processual, mas ndo compreendem
o significado do conceito. Ainda, Karrer e Barreiro (2009) detectaram, por meio de analise de
livros didaticos de Geometria Analitica, a reduzida exploracdo de representacdes do registro
grafico e de conversdes envolvendo este tipo de registro, mostrando que ha um desequilibrio
no tratamento das vertentes geométrica e algébrica, com énfase na algébrica.
Consequentemente, algebrizar o estudo da Geometria Analitica, restando ao estudante
manipular equagdes, restringe a constru¢cdo dos conceitos a uma habilidade procedimental,
sem atingir sua efetiva compreensdo. Tal fato nos motivou a realizar um estudo sobre
contetidos desenvolvidos na Geometria Analitica, com o intuito de tentar lidar com essas
dificuldades por meio de um ambiente favoravel para a construg¢do do conceito, constituido de
um trabalho que une a exploragdo de representacdes dos registros grafico, algébrico e da

lingua natural com uma estratégia exploratoria no ambiente dindmico GeoGebra.

Neste artigo apresentamos somente parte do estudo, especificamente o trabalho com o
conceito de base no plano. Para isso foram propostas cinco atividades, visando investigar se o
aluno conclui que a base no plano ndo ¢ tnica, ainda se um conjunto de dois vetores ¢ uma
base do plano, entdo ¢ possivel escrever qualquer vetor do plano como combinagdo linear
deles e que isso ndo € possivel se o conjunto for formado por dois vetores colineares. Por fim,
pretende-se que o aluno exponha que, como a base ndo ¢ unica e um mesmo vetor pode ser

representado em diferentes bases, suas coordenadas dependem da base considerada.

2. Fundamentacao Tedrica e Revisao de Literatura

Considerando o fato de que a Geometria Analitica requer do sujeito o tratamento de
problemas geométricos por meio da algebra, ¢ fundamental que o estudante seja capaz de

coordenar as relagdes entre representacdes dos registros algébrico, grafico e da lingua natural.

Desta forma, este estudo se apoia na teoria dos registros de representagdes semioticas
de Duval (1995, 2006). Este pesquisador afirma que, como a Matematica tem um carater

abstrato, ndo ha como acessar um objeto matematico sem utilizar representacdes semioticas.
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Ele define registro de representacdo semidtica como um sistema em que ¢ possivel
realizar trés atividades cognitivas: a formagdo e duas transformacdes entre representacdes,
denominadas tratamento e conversdo. Enquanto o tratamento ¢ a transformacdo entre
representacdes no interior de um mesmo registro, a conversdo prevé transformacdes de
representacdes de registros distintos. Como exemplo de registros, temos o algébrico, o

gréfico, o da lingua natural e o figural.

A atividade de conversdo ¢ destacada por Duval (2006), uma vez que ela tem
caracteristicas que nem sempre sdo observadas no ensino de Matematica. Isto porque ela pode
ser afetada por dois fendmenos: o da ndo congruéncia e o da heterogeneidade nos dois
sentidos de conversdo. A congruéncia entre duas representacdes requer que haja
correspondéncia semantica entre as unidades significantes que as constituem, uma mesma
ordem de apreensdo das unidades das duas representacdes e conversdo de uma unidade
significante de representacdo de partida para uma unidade significante correspondente no
registro de chegada. Se pelo menos uma dessas condi¢des ndo for verificada, a conversao ¢
classificada como ndo congruente e sdo principalmente estas que podem desencadear
dificuldades nos estudantes. O segundo fendmeno, também frequentemente ndo considerado
no ensino de Matematica, levanta o fato de que conversao pode ser congruente em um sentido

e ndo congruente no sentido contrario de conversao.

Uma classificagdo dos registros proposta pelo autor considera sua funcionalidade e sua
discursividade. Quando suas representa¢des permitirem tratamentos algoritmizaveis, eles sao
classificados em monofuncionais e, caso contrario, em multifuncionais. Quando for possivel
permitir o discurso, os registros sdo classificados em discursivos e, caso contrario, em nao
discursivos. Nessa classificagdo, o registro grafico ¢ monofuncional ndo discursivo, o
algébrico ¢ classificado como monofuncional discursivo, a lingua natural ¢ classificada como
registro multifuncional discursivo e o figural como multifuncional ndo discursivo. Conforme
apontado por Duval (1995), principalmente nos niveis mais avangados de ensino de

Matematica, os registros monofuncionais discursivos sao os mais presentes.

A utilizagdo de ferramentas computacionais no ensino de Matematica ¢ defendida por

diversos pesquisadores, dentre eles Borba e Penteado (2010) e Noss e Hoyles (1996).
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Além de considerarem que seu uso ¢ direito de qualquer aluno, esses pesquisadores
apontam que eles permitem realizar exploracdes que ndo seriam possiveis em outros
ambientes, contribuindo, assim, para o desenvolvimento do pensamento matematico.
Coerentes com esse pensamento, adotamos o software GeoGebra. A selegdo desse software se
deu pelo fato de favorecer um trabalho de levantamento de conjecturas, além de permitir o

estabelecimento de relagdes dindmicas entre representagcdes dos registros algébrico e grafico.

3. Metodologia

Para elaborar e conduzir o experimento de ensino, foi utilizada a metodologia
denominada Design Experiment de Cobb et al. (2003). Essa metodologia tem por foco a
analise das compreensdes dos sujeitos durante o processo. Uma primeira concep¢dao do
desenho ¢ realizada tendo por base as indicagdes presentes na literatura cientifica, porém, a
medida que o experimento ¢ conduzido, caso haja necessidade, novas conjecturas devem ser
realizadas e o experimento pode ser remodelado de acordo com as produgdes dos estudantes.
Isso faz com que a metodologia seja dotada de um carater ciclico, prevendo iteratividade e
flexibilidade. Essa metodologia objetiva fornecer uma base para propostas de inovagdes no
ensino da Matemadtica. H4 varias manifestagdes dessa metodologia, tanto de pesquisas com
modelos de pequena escala, como para grandes amostras, visando reestruturagdes mais
amplas. No presente estudo, utilizamos o modelo de pequena escala para favorecer a analise
minuciosa das trajetorias dos sujeitos. O papel do pesquisador consiste em atuar como
orientador do processo, intervindo somente nos momentos de bloqueio e identificando as

reformulagdes necessarias durante a execugao do experimento.

Participaram do experimento cinco estudantes do ciclo basico do curso de Engenharia
de uma instituicdo confessional de ensino superior. Eles ja haviam tido contato com o tema
proposto, porém, sem o uso do recurso computacional. O desenvolvimento dos questionarios
e das atividades ocorreu em um laboratério de informatica, com duas duplas e um unico
aluno, os quais s3o denominados nesse artigo por Dupla A, Dupla B e Aluno A. Para a andlise
dos dados, foram consideradas as producdes oral e escrita dos sujeitos. Inicialmente foi
solicitado aos alunos que avaliassem a veracidade das seguintes informagdes, justificando

suas classificagdes.
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Quadro 1 - Questiondrio inicial

a) So existe uma base no plano ( ) b) Dado um conjunto de dois vetores {; v }, ele sempre
serd uma base do plano ( ) c¢) Se o conjunto {; v }€ uma base do plano, qualquer vetor do
plano pode ser escrito como combinagdo linear de ue v () d) Dados dois vetores ue v

colineares, qualquer vetor do plano pode ser escrito como combinagdo linearde ue v ()

e) As coordenadas de um vetor do plano dependem da base considerada ()

Em seguida, foram propostas cinco atividades. Em todas as atividades os vetores
foram dados em relacdo a base canonica do plano. Na primeira, apresentada a seguir, teve-se
o0 objetivo de criar para o aluno um ambiente favoravel para observar que, dados dois vetores
do plano ndo colineares, ¢ possivel escrever um vetor qualquer do plano como combinagao
linear deles. Inicialmente esperava-se que o aluno determinasse a combinacdo linear
algebricamente para, em seguida, relacionar o obtido com a representa¢do no registro grafico,

efetuando conversdes no sentido algébrico-grafico.

Quadro 2 — Primeira Atividade
1. Na entrada, construir os pontos A=(0,0), B=(1,2), C=(3,1) e D=(11,7).

2. Usando o comando "vetor" (no terceiro icone), construir os vetores uy = AB, v= ACe

w= AD. Com o botdo direito do mouse va em propriedades e altere a cor de w.

3. No papel, determine a e b para que w = qu + bv, se possivel.
4. Vamos verificar o significado geométrico dessa situacdo. No GeoGebra, construa a reta

paralela ao vetor AC que passa por D. Para isto, use o comando “reta paralela” (quarto

icone). Do mesmo modo, construa a reta paralela ao vetor 4B que passa por D. Usando o
comando “reta” (terceiro icone), construa as retas AB e AC. Agora com o comando
“interse¢do de dois objetos” (segundo icone) determine os pontos de interseccdo entre as

retas. Observe que o vetor AD coincide com a diagonal do paralelogramo AFDE.

5. Construa os vetores e = AE ¢ f = AF usando o comando "vetor" (no terceiro icone). As

coordenadas do vetor AE sdo ( , ) e as coordenadas do vetor AF sio (, ).

6. No item 3, vocé encontrou: (11,7)= (1,2) + (3.,1)
Compare essa resposta com o0s vetores AE ¢ AF na tela do GeoGebra. O que vocé
observou?

Na atividade 2, o vetor 711:(11,7) foi mantido, porém os vetores ZS; e A_(f foram

alterados para £=(2,1) e A_(,;Z(l,l). O objetivo consistiu em fazer com que o aluno
observasse, tanto algébrica como graficamente, que um mesmo vetor pode ser dado em

relacdo a diferentes bases, ou seja, que a base ndo ¢ Unica.
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Neste caso, procurou-se explorar a conversao no sentido grafico-algébrico, ou seja, no
sentido contrario do utilizado na atividade 1. Na atividade 3, foi solicitado aos estudantes que
comparassem o obtido nas duas atividades anteriores. Nesse sentido, teve-se por objetivo
investigar se os alunos percebiam que as coordenadas de um mesmo vetor sdo alteradas de

acordo com a base considerada, por meio da analise das resolu¢des algébrica e grafica. Na
quarta atividade, manteve-se o vetor :v=(1 1,7) e os vetores AB ¢ AC foram alterados para
E=(1,2) e A—(,;:(2,4). O objetivo da atividade consistiu em levar o aluno a concluir que nao

seria possivel escrever o vetor w como combinag¢do linear de 4B e AC, dado que eles sdo

colineares, dai a necessidade de um conjunto possuir dois vetores com direcdes diferentes
para ser uma base do plano. Ainda nessa atividade, foi solicitada a altera¢do do vetor w para

w=(4,8), para verificar que, se o vetor for colinear com os outros dois, a combinacao linear
solicitada ¢ possivel. Novamente essas situagdes foram exploradas no GeoGebra e também no
registro algébrico no ambiente papel e lapis. Na ultima atividade, os alunos puderam

manipular uma macroconstru¢do realizada no software. Nela eram apresentados trés vetores
U, v e w no plano e ao aluno era solicitada a manipulagdo deles. Em primeiro lugar, eles
alteravam apenas o vetor W para verificar se seria possivel escrevé-lo sempre como
combinagdo linear de uev (sendo u e vnio colineares). Em segundo lugar, ao aluno foi

solicitado que fixasse o vetor w e alterasse apenas os vetores u € v, observando o que
ocorria na representagdo grafica e nas coordenadas. Por fim, o mesmo questionario dado no
inicio foi aplicado para observar se os estudantes apresentavam avangos nas suas

compreensoes.
4. Resultados

O Aluno A acertou todas as questdes da atividade inicial e manteve suas convicgdes
no questionario final. Apesar disso, foi possivel observar um salto de qualidade nas
justificativas de algumas tarefas do questiondrio final. Por exemplo, na questdo c¢ do
questionario preliminar, o aluno respondeu corretamente na lingua natural escrita que, se um
conjunto de dois vetores ¢ uma base do plano, qualquer vetor do plano pode ser escrito como

combinagdo linear deles.
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J& no questionario final, ele acrescentou em sua justificativa uma mencao ao fato de
vetores diferentes representados numa mesma base terem suas coordenadas alteradas. Tal
afirmagdo foi dada tanto no registro da lingua natural como no algébrico, apontando assim
uma habilidade em coordenar representagdes de registros diferentes, tanto mono como
multifuncionais, conforme apresentado na Figura 1.
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Figura 1 - Producdo do Aluno 1 - Questionario final - Item ¢

No item d do questionario preliminar, apesar de o aluno acertar na classificacdo, em
sua justificativa ele afirmou que ndo seria possivel escrever qualquer vetor do plano como
combinacgao linear de outros dois vetores colineares. Nesse mesmo item da atividade final, ele
ressaltou que haveria a possibilidade de escrever um vetor como combinagdo linear de dois
vetores colineares se esse também fosse colinear com os outros dois, provavelmente
influenciado pela atividade 4 do design que tratou desse caso. Para esse aluno, durante a
execucdo das atividades, o professor-pesquisador interviu apenas em dois momentos, para
auxilia-lo na compreensdo do enunciado da atividade 2 e para lembré-lo da condicdo de

paralelismo entre dois vetores.

A Dupla A errou todas as questdes do questionario inicial. Além de classificar todas as
tarefas incorretamente, suas justificativas, dadas no registro da lingua natural, apontaram
deficiéncias no conceito de base no plano. Por exemplo, para eles a base no plano era Unica,
fornecendo como justificativa "Verdadeiro, pois em uma base podem estar contidos infinitos

planos".

Além disso, quando questionados se um conjunto de dois vetores quaisquer poderia

ser uma base do plano, eles forneceram a produgdo "Verdadeiro, pois os vetores ue v

possuem mesmo sentido".
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Ao participarem da primeira atividade, os alunos resolveram o sistema linear no
ambiente papel e lapis com certa dificuldade, mas conseguiram determinar a combinagao
linear solicitada. Fizeram a construcdo grafica no GeoGebra, porém necessitaram da
interven¢ao do professor para auxilid-los nessa construcdo, provavelmente porque ndo tinham
muita familiaridade com o software. Eles conseguiram relacionar o obtido algebricamente
com a constru¢do grafica, efetuando satisfatoriamente a conversdo do algébrico para o
grafico. Na atividade 2, eles tiveram sucesso na determinacdo das coordenadas e observaram

que o mesmo vetor foi dado em duas bases diferentes.

Na terceira atividade, os alunos forneceram a seguinte conclusdo: "Podemos concluir
que os dois vetores sdo iguais". Essa resposta revelou que eles observaram que as
combinagdes lineares com vetores diferentes resultavam no mesmo vetor, no caso, o vetor
(11,7). Na atividade 4, a dupla notou, manipulando o software, que ndo seria possivel
representar o vetor (11,7) como combinacdo linear dos vetores (1,2) e (2,4). Em seguida, ela
observou que o vetor (4,8) poderia ser representado como combinacdo linear desses mesmos
vetores, porque ele era colinear com os outros dois. Apesar disso, ao analisar algebricamente

essa ultima situagdo, a dupla classificou o sistema linear como SPD e ndo como SPI. Embora
tenha notado que o vetor (4,8) era colinear com (1,2) e (2,4), a dupla relatou que "o vetor s

passa por cima de ue v e sio equipolentes", o que denotou problemas na compreensdo de
equipoléncia. A despeito desses equivocos, notamos avangos no questionario final, uma vez
que no inicial a dupla errou todas as classifica¢des e justificativas das questdes e, na final, ela
classificou todos os itens corretamente e apresentou justificativas coerentes. Ela afirmou que
existe mais de uma base no plano e soube avaliar que nem sempre dois vetores ndo nulos
formam uma base do plano. Para isso, ela se utilizou do registro ndo discursivo figural,

conforme apresentado na Figura 2.
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Figura 2 - Produgdo da Dupla A- Questionario final - Item b
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Ela observou que, se um conjunto de dois vetores € uma base do plano, qualquer vetor
do plano pode ser escrito como combinagao linear deles, apresentando uma justificativa no
registro algébrico. Ao ser questionada se qualquer vetor do plano poderia ser escrito como
combinagdo linear de dois vetores colineares, a dupla relatou que sé existiria essa

possibilidade para vetores que fossem colineares com esses dois.

No item e, a dupla se utilizou de dados obtidos no software para justificar que as

coordenadas de um vetor do plano dependem da base considerada, conforme apresentado na

Figura 3.
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Figura 3 - Produgdo da Dupla A- Questionario final - Item e

Com isso, notamos que os alunos apresentaram avangos significativos apos a
participagdo no design e as justificativas, antes limitadas ao registro da lingua natural no
questionario inicial, se valeram de diversos registros, tais como o figural, o algébrico e o da
lingua natural, o que aponta que a dupla mostrou habilidade em coordenar diferentes registros

e efetuar conversdes de maneira satisfatdria entre representagoes desses registros.

A Dupla B acertou os itens a e e do questionario inicial. No item b, ela afirmou que
um conjunto de dois vetores sempre serda uma base do plano e apresentou uma representagao

grafica de dois vetores LI, conforme justificativa apresentada na Figura 4.

Figura 4 - Produgdo da Dupla B- Questionario inicial- Item b
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Nota-se que a dupla ndo pensou no caso de vetores colineares. No item c, ela julgou
falsa a afirmacgdo que dizia que se um conjunto ¢ uma base do plano, qualquer vetor pode ser
escrito como combinagdo linear deles, fornecendo como justificativa "porque nem sempre os

vetores vao ser paralelos (multiplos)", denotando um problema no conceito de base.

No item d, a dupla afirmou que dados dois vetores colineares, qualquer vetor pode ser
escrito como combinag¢do deles, justificando com a seguinte frase: "Sim, pois os vetores serdo
multiplos entre si". Provavelmente, ela entendeu que, dados dois vetores colineares, seria

possivel escrever um em fung¢do do outro.

Essa dupla realizou a atividade 1 com é&xito, estabelecendo satisfatoriamente a
conversdo do registro algébrico para o grafico. As intervengdes do professor-pesquisador
foram pontuais, relacionadas a corre¢do de calculos ou a orientacdes do uso do software. Na
atividade 2, a dupla estabeleceu de forma satisfatoria a relacdo entre os resultados grafico e
algébrico e, na atividade 3, concluiu, comparando as resolucdes obtidas nas atividades
anteriores, que a base ndo ¢ unica e que, dependendo da base, as coordenadas do mesmo vetor
sdo alteradas. Na atividade 4, a dupla constatou que ndo seria possivel escrever a combinagao

linear indicada, tanto no registro grafico como no algébrico. Na atividade 5, era esperado que

os alunos constatassem, por meio do registro algébrico, que o vetor ;=(4,8) poderia ser
representado de infinitas maneiras como combinag¢do linear dos vetores (1,2) e (2,4), uma vez
que o sistema obtido seria indeterminado. Nessa situagdo, a dupla ndo recorreu ao registro
algébrico. Ela optou pelo registro figural e mostrou trés opgdes para essa combinacao linear.
Ainda nessa atividade, ao ser questionada se qualquer vetor do plano poderia ser representado
como combinac¢do linear de dois vetores colineares, a dupla respondeu que “Nao, somente
vetores paralelos a eles”. Por fim, a dupla realizou a atividade 5 e, dado o dinamismo do
software adotado, pdde experimentar, de modo mais amplo, a andlise de que, dados dois
vetores ndo colineares no plano, qualquer vetor pode ser representado como combinagdo
linear deles e que um mesmo vetor pode ser dado em diferentes bases e consequentemente

suas coordenadas se adéquam a base utilizada.
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Ap0s o experimento, a dupla mostrou avangos no item b ao observar que nem sempre
um conjunto de dois vetores serd uma base do plano, fornecendo a justificativa presente na

Figura 5.
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Figura 5 - Produgdo da Dupla B- Questionario final - Item b

No item c, ela observou que se o exercicio garante que o conjunto ¢ uma base, entdo
os vetores nao sao paralelos e ai hd possibilidade de escrever qualquer vetor do plano como

combinagdo linear deles. A producdo da dupla ¢ apresentada na Figura 6.

Figura 6 - Produgdo da Dupla B- Questionario final - Item ¢

No item d, os alunos observaram que se dois vetores sdo colineares, nem sempre um
vetor qualquer do plano pode ser escrito como combinagao linear deles, evidenciando que isso
sO seria possivel para vetores paralelos aos vetores dados. Cabe observar que no questionario
final, os alunos s6 utilizaram o registro da lingua natural escrita, enquanto no inicial também
se valeram do registro figural, o que em certos casos trouxe problemas, pois voltaram suas

compreensoes e justificativas para o caso particular por eles desenhado.
5. Consideracoes finais

Um experimento sobre o conceito de base no plano foi elaborado de forma a explorar
principalmente conversdes entre representagdes dos registros grafico, algébrico e da lingua
natural, nos ambientes GeoGebra e papel e lapis. Foram detectados avangos nas produgdes de
todos os sujeitos em relacdo a esse conceito. A analise dos dados permitiu verificar um ganho
na qualidade nas producdes apresentadas no questionario final, principalmente do Aluno A e
da Dupla A, com relag@o a coordenagdo de diferentes registros. Inicialmente esses estudantes
se limitavam ao registro da lingua natural e, apds o experimento, eles passaram a integrar
outros registros em suas produgdes, estabelecendo de forma satisfatdria conversdes entre

representacdes dos registros algébrico, grafico e da lingua natural.
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Ressalta-se que a Dupla B inicialmente se utilizou dos registros figural e da lingua
natural, porém, ao se restringir a representa¢do figural elaborada, muitas vezes cometeu
equivocos que comprometeram a compreensdo do conceito. Tal fato foi sendo superado
durante a execug¢do do design, uma vez que ela teve sucesso no questiondrio final. O software
favoreceu as construgdes graficas e consequentemente a andlise das relagdes entre situagdes
graficas e algébricas. Além disso, dado o seu dinamismo, foi possivel manipular as
extremidades dos vetores para constatar a existéncia de diferentes bases e a mudanga das

coordenadas de um mesmo vetor dependendo da base considerada.
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