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Resumo:

Este artigo apresenta uma pesquisa de dissertacdo do mestrado profissionalizante em Ensino
de Matematica feita com alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma escola da rede privada da
regido metropolitana de Porto Alegre, na qual o objetivo foi analisar as contribui¢des do
GeoGebra no estudo da circunferéncia, transitando entre diferentes registros de representagdes
semidticas, algébrica e geométrica e utilizando parametros para chegar a raciocinios
generalizados. Para a realizagdo desta pesquisa, foi utilizado o estudo de caso como
metodologia. A coleta de dados se deu por meio de observacdes da professora/pesquisadora,
questionamentos sobre as atividades trabalhadas no GeoGebra, registros escritos feitos pelos
alunos e dos arquivos .ggb. Foi criado um website com a sequéncia didatica aplicada em sala
de aula e com os trabalhos finais produzidos pelos alunos.

Palavras-chave: Circunferéncia; GeoGebra; Registros de Representacio Semidtica;
Generalizagao.

Introduciao

A geometria analitica ¢ um dos contetidos de Matematica do Ensino Médio que exige
dos alunos a transi¢do entre pelo menos dois tipos de registros de representacdo: a algébrica e
a geométrica. Para que o aluno desenvolva uma compreensao global dos conceitos abordados
e sinta-se seguro para expressar seus conhecimentos tanto de forma algébrica, quanto de
forma geométrica, o propdsito desta pesquisa foi trabalhar com estas duas representagdes, de

forma que a conversdo entre estes dois tipos de registros fosse enfatizada.

O trabalho aqui apresentado ¢ resultado de uma pesquisa realizada com alunos do 3°
ano do Ensino Médio, no qual o objetivo foi investigar as contribui¢oes do GeoGebra no
estudo da geometria analitica, em especifico no estudo da circunferéncia, utilizando
pardmetros para chegar a raciocinios generalizados. Para conduzir a pesquisa, foi
desenvolvido um website com as atividades propostas durante a coleta de dados e as

producdes finais dos alunos.
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A pesquisa realizada teve como metodologia o estudo de caso, baseado nos estudos de
Ponte (2006) e, comumente utilizado nas investigacdes em Educagdo Matemaética. Foi tomado
como principal referencial tedrico a teoria dos registros de representacdo semiotica de Duval
(2009), no qual ajudou-nos a compreender a importancia da mobilizacdo de diferentes
registros de representacdes de um mesmo objeto matematico para que haja compreensdo

ampla do objeto de estudo.

Para auxiliar neste processo de aprendizagem, para trazer mais dinamismo as aulas e
para proporcionar a compreensdo dos conceitos trabalhados, bem como para desenvolver um
raciocinio generalizador, foi feito uso do GeoGebra, um software de geometria dindmica que
pode provocar nos alunos reflexdes que conduzam a compreensao dos diferentes registros de

representacdes de um mesmo objeto.

1. Os registros de representacio semiotica

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), que norteiam o trabalho do professor
da educacdo basica em sala de aula, recomendam trabalhar no processo de ensino e
aprendizagem diferentes representacdes de um mesmo objeto matematico para aumentar o
campo de visdo do aluno sobre o mesmo objeto e possibilitar uma compreensdo mais global
sobre 0o mesmo. Segundo os PCN’s (2000, p.42), deve-se “reconhecer representagdes
equivalentes de um mesmo conceito, relacionando procedimentos associados as diferentes

representacoes”.

Para compreender como se da este processo de reconhecimento de diferentes registros
de representacdes de um mesmo objeto e, mais do que isso, compreender as complexidades
inerentes ao processo de conversdo entre os registros, foi utilizada a teoria de Duval (2009,

2011 e 2012).

Na teoria de Duval (2009), os sistemas de representacdo semiotica sdo considerados
importantes para o processo de aprendizagem de Matematica. Na Matematica, estas
representacdes podem se dar por meio de representagdes algébrica, grafica, geométrica,
simbdlica ou discursiva. Neste trabalho, no qual o objeto de estudo foi a circunferéncia e suas
diferentes representacdes, os alunos tiveram a possibilidade de transitar entre duas de suas

representacdes: a algébrica e a geométrica.
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Duval (2009) em sua teoria define um conceito importante, que € o de transformacgdes
de registros. Para Duval (2009), as transformagdes podem ser de dois tipos: tratamento e
conversdo, onde o tratamento ¢ uma transformacdo dentro de um mesmo registro e a
conversdo é uma transformacio entre, no minimo, dois registros de um mesmo objeto. E na
conversao que se apresentam as maiores dificuldades de compreensdo dos alunos, pois nao ¢
trivial para os alunos reconhecerem um objeto matematico nas suas diferentes representacdes

semioticas.

As representacdes semidticas sdo classificadas por Duval (2009, 2012) como
congruentes ou nao congruentes. Sdo congruentes quando existe a conversdo entre duas
representacdes de um mesmo objeto, ou seja, quando a passagem de uma representagdo a

outra acontece espontaneamente e preenchem as seguintes condigdes:

[...] correspondéncia semantica entre as unidades significantes que as constituem,
mesma ordem possivel de apreensdo dessas unidades nas duas representagdes, e
conversdo de uma unidade significante da representagdo de partida em uma sé
unidade significante na representacdo de chegada. (DUVAL, 2009. p.18).

Quando ndo ha congruéncia entre a representacdo de partida e a representacdo de
chegada, Duval (2012) observa um isolamento de registros de representagcdo, ou seja, 0s
alunos ndo reconhecem o mesmo objeto representado em sistemas semidticos diferentes. Isso
quer dizer que ndo houve uma total compreensdo do objeto estudado. Esta compreensdao
parcial, apenas de um registro de representacdo, faz com que o aluno fique limitado em seus

conhecimentos referentes ao objeto de estudo, dificultando assim a aplicacdo destes

conhecimentos em outras situagoes.

Pensando na teoria de Duval (2009), a tecnologia foi utilizada para desencadear o
processo de conversdo dos registros de representagdes semioticas (algébrica e geométrica) ao

ser trabalhado com os alunos a parametrizagdo e o raciocinio generalizador.

2. As atividades praticas: um estudo sobre a circunferéncia

As atividades praticas deste trabalho foram aplicadas em uma escola particular da
regido metropolitana de Porto Alegre, em uma turma do 3° ano do Ensino Médio que, no

inicio da pesquisa, contava com dezessete alunos e, no decorrer da pesquisa, chegaram mais
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dois alunos novos nesta turma. Os alunos fizeram as atividades em duplas e um trio,
formando assim oito grupos. Ao todo, foram utilizados catorze periodos de 45 minutos para
aplicagdo das atividades. Neste trabalho, foram analisados quatro grupos (A, C, E e H) que

desenvolveram e entregaram todas as atividades.

A metodologia utilizada foi o Estudo de Caso e teve como referéncia os estudos de
Ponte (2005). Foi escolhida esta metodologia por se tratar de uma investigagdo em Educagao
Matematica que tem como proposito estudar uma situagdo especifica e que, segundo Ponte
(2005), o objetivo da investigacdo num estudo de caso ¢ entender e compreender o “como” e
os “porqués” de uma entidade que pode ser uma pessoa, instituicao, disciplina na area da

educagdo ou de outra area de conhecimento.

Ponte (2005) acredita que os estudos de casos podem ter alguns propositos bem
especificos, como: ser exploratério e servir para obter informagdes preliminares; ser
descritivo e relatar como € o caso estudado; e ser analitico construindo ou desenvolvendo uma

nova teoria ou entdo confrontar com uma que ja existe.

Para atender os objetivos deste trabalho, foi elaborada uma sequéncia de dez

atividades disponibilizadas em um website (http://marcianecarlos.wix.com/matematica).

A coleta de dados se deu por meio de questionamentos sobre as atividades que
estavam sendo trabalhadas no GeoGebra, registros escritos feitos pelos alunos, observacdes da

professora/pesquisadora, e arquivos do GeoGebra.

Na primeira aula, apds ser apresentado o website para os alunos, foi acordado que
todas as circunferéncias deveriam ser construidas pelo campo de entrada do GeoGebra, para

provocar a elaboracdo da equagdo da circunferéncia.

A atividade 1 tinha por objetivo recordar noc¢des basicas do GeoGebra. A atividade 2
tratava da construcao de circunferéncias variando o centro e/ou o raio por meio de controles
deslizantes. A atividade 3 (Figura 1) tinha como objetivo construir circunferéncias a partir de
suas posicdes relativas (concéntricas, internas nao-concéntricas, externas, tangentes externas)
com o intuito de compreender os papéis das coordenadas do centro e da medida do raio na
equacao e suas relacdes com o registro grafico. Os grupos apresentaram dividas iniciais sobre

a ideia de posicao relativa, mas ao entenderem o significado de cada uma das posigoes,
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conseguiram representar graficamente as respectivas circunferéncias, evidenciando uma
situacdo de transicdo da representacdo grafica para a algébrica e, consequentemente, de

controle e compreensdo das variaveis da equagdo da circunferéncia.

Atividade 3
Construindo circunferéncias conforme suas posi¢des relativas
pares de circunferéncias no GeoGebra levando em consideragao suas posicoes

s duas circunferéncias

e) vocé mudaria nafs
f) as duas circunferéncias
(=D

a) D1 as circunferéncis

b) R mo VOCé pensou

circun

c)Oat nternas

d) Fe s duas circunferéncias
tange

a) D1

b) R secantes

Figura 1: Atividade 3.

No item 2, uma menina da dupla C, ao ver os colegas da dupla E ndo conseguindo
transformar as circunferéncias tangentes externas em tangentes internas, orientou para que
estes colegas fossem testando valores para as circunferéncias, pensassem nestes valores e se
eram coerentes: - Vocés ndo estdo parando para pensar nos valores e sim chutando. Pensem
nos valores do centro e o raio das equagoes e nas circunferéncias que estdo vendo! Assim, a
dupla E passou a alterar os valores do centro de uma das circunferéncias até conseguirem
chegar no objetivo da atividade, que era tornar as circunferéncias tangentes internas. Percebe-
se que, a visualizacdo das circunferéncias criadas no GeoGebra, foi importante para estes
alunos atingirem o objetivo desta atividade, poderem manipular os valores das equacdes e
terem o retorno desta manipulacdo através da representagdo grafica, os auxiliou para

chegarem nas equagdes desejadas.
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As atividades 4 e 5 foram realizadas pelos alunos no mesmo dia e encontram-se nas

Figuras 2 e 3.

Atividade 5

Construir sequéncias das posicdes
relativas entre circunferéncias no GeoGebra

Atividade 4

Construlr sequéncias de c1rcunferenc1as

uma sequéncia de circunferéncias

o g
i

O W

Sequéncia[ <Valor Final> |
Sequéncial <Expressao>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>]
Sequéncial <Expressao>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>, <incremento>]

circunferéncia que queremos

ariavel que deve mudar para

valor final”, digitar os valores inicia

", digitar o valor que queremos que a
Figura 2: Atividade 4. Figura 3: Atividade 5.

Na atividade 4 (Figura 2), os alunos deveriam construir uma sequéncia de
circunferéncias conforme representacdo geométrica dada, percebendo que, na equacdo da
circunferéncia, mudaria somente o valor da abscissa do centro. Para responderem aos itens 1 e
2 da atividade 4, os grupos C e H ndo conseguiram, de imediato, identificar quais elementos
da equagdo permanecem iguais e quais devem variar, o que revela, neste momento, ainda uma
falta de compreensdo da circunferéncia e as relacdes existentes entre os registros grafico e
algébrico. Para solucionar o problema, os alunos construiram cinco circunferéncias
semelhantes as circunferéncias propostas pela atividade e, a partir da observacdo de suas
equacdes, constataram que o elemento varidvel na equagdo era a abscissa do centro. Percebe-
se, neste caso, a necessidade dos alunos em apoiarem-se nos recursos do software para
solucionar a questdo, sendo ainda incapazes de antecipar e estabelecer os valores para centro e
raio da equacdo a partir da representagdo grafica. Os alunos do grupo A criaram controles

deslizantes para o centro e o raio com o intuito de explorarem e visualizarem o que estava
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variando e, a partir desta exploragdo, concluiram que a abscissa do centro deveria ser variavel.
Percebe-se que estes alunos estdo utilizando o GeoGebra como uma ferramenta para pensar
em Matemadtica e para auxiliar no processo de reconhecimento e generalizagdo da equagdo da

circunferéncia.

Na atividade 5 (Figura 3), os grupos deveriam criar sequéncias de circunferéncias com
uma Unica expressdo, generalizando as equagdes, a partir das posigdes relativas entres estas
circunferéncias e depois o processo contrario, a partir de uma representacdo grafica da
sequéncia de circunferéncias, escrever a expressdo que generaliza esta sequéncia. Isso para
provocar nos alunos a necessidade de realizar a conversao do registro grafico para o algébrico
e vice-versa, levando ao entendimento mais global da circunferéncia. O grupo A criou
circunferéncias tangentes externas no item 1 ao invés de circunferéncias externas, mas
perceberam que mudando o incremento poderiam torna-las externas, conforme registro feito
pelo grupo: Digitamos incognitas na formula da circunferéncia de maneira que as mesmas
pudessem ser alteradas mas na primeira vez deu errado pois a distancia entre os centros
eram iguais a soma dos dois raios, por isso alteramos o incremento para dar certo. A
primeira vez que deu errado ficou uma tangente externa. Percebe-se que os alunos
conseguiram compreender as relagdes relativas das circunferéncias quando visualizaram a
representacdo grafica da sequéncia de circunferéncias criadas, mostrando a importancia da

manipulacdo do objeto estudado em suas diferentes representacdes.

Na atividade 6, foi solicitado aos alunos que construissem circunferéncias que giravam
em torno de um ponto (Figura 4), depois em torno de uma circunferéncia, primeiro uma a uma

para entender o processo de criagdo, depois generalizando.

A dupla E ndo sabia qual era o objeto que deveriam escrever no item 2.c) e foi

necessario explicar que o centro da circunferéncia deveria estar em funcdo de um ponto,
2 2 >

conforme a equacao (x-x@) +(y-yB) =r° A dupla C teve a mesma dificuldade

que a dupla E em entender qual era o objeto do item 2.c), foi pedido para a dupla ler e tentar

entender o que estava escrito. Apods a leitura feita com atengdo chegaram na equagao (x +

2 . .
x(A)) + (y +¥))? = r%, ao movimentar o controle deslizante, os alunos perceberam que o
centro ficou diferente e que girou em torno de outro ponto, entdo modificaram as coordenadas

do centro corretamente e conseguiram fazer a circunferéncia girar. Os demais grupos tiveram
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dificuldade para dar inicio a construcdo, faltando autonomia para experimentarem e
explorarem as possibilidades sobre o que fazer. Foram necessarias orientagdes como: Qual

objeto vai girar? Olhando para a figura, em torno de qual ponto gira? A partir destas

provocagdes, conseguiram avancar na atividade.

Atividade 6

Construir sequéncias de circunferéncias girando em torno de uma
circunferéncia
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a) Construir um ponto qualguer e uma circunferéncia qualquer. Queremos que esta circunferéncia
rotacione/gire em tormo do ponto por um angulo de 45°. Para tanto, selecionamos o comando
‘rotagdo em torno de um ponto” localizado na barra de ferramentas no nono icone jepoi

selecionamos © ponto, a circunferéncia e o angulo que queremos que a circunferénci
rotacione/gire em torno do ponto

b) Continuar rotacionando circunferéncias em torno do ponto até chegar na circunferéncia onde
comegou a rotagao.

2. Vamos construir sequéncias de circunferéncias girando em torno do centro
circunferéncia, para tanto:

de uma

a) Determinar uma circunferéncia de centro definido e marcar um ponto sobre a circunferéncia.
b) Criar controles deslizantes para duas varié

V - 1", que representa a distribuigéo equidistante das
circunferéncias em torno de um ponto e k', que presenta a quantidade de circunferéncias que
serao criadas
c) Usar o comando “girar’. Apos digitar sequéncia no campo de entrada, em “expressdo’, digite

‘girar” e selecione: ‘[ <Objeto>, <Ar.gulo>, <Ponto> |, como mostra a imagem:

|Girarf <Objeto>, <Angulo> | |
Girar{ <Objeto>, <Angulo>, <Eixo de Rotaczo> ]

Girar{ <Objeto>, <Angulo>, <Ponto sobre O Eixo>, <Eixo de Diracio ou Plano>]
|GirarTexto] <Texto=, <Angulo= ]

Entrada: Sequéncialuir| <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>

O objeto a ser girado seréd uma circunferéncia criada com base no ponto sobre a circunferéncia.
Exemplo: Ponto B sobre a circunferéncia de centro A. Em "angulo’, digitar "1 360°/k".

Figura 4: Atividade 6.

Na atividade 7, o objetivo era reproduzir a semente da vida, mostrada a partir de um

video - disponivel no website e em um arquivo do GeoGebra. Os alunos precisavam utilizar

as ideias exploradas no item 2 da atividade 6, que era a constru¢do de uma sequéncia de

circunferéncias girando em torno do centro da circunferéncia. Ao movimentar o controle
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deslizante k (Figura 5), que mostra a quantidade de circunferéncias criadas em torno do centro

de uma circunferéncia, teremos a sequéncia mostrada na Figura 6.

| Atividade 7

Reproduzir a "semente da vida"

\/ "‘, NV -,"' )
Figura 6: Semente da vida com o controle deslizante

Figura 5: Atividade 7. variando de 0 a 6.

A dupla E perguntou por que as circunferéncias criadas ndo tangenciavam o centro.
Para provocar a reflexdo da dupla, foi questionado sobre o que a construgdo tinha de diferente
das circunferéncias criadas e a da construcdo disponivel no GeoGebra. Assim, perceberam
que o problema estava relacionado ao centro e entdo conseguiram avancar na solucdo da

atividade.

As atividades 8 (Figura 7) e 9 (Figura 8) foram trabalhadas na mesma aula e
consistiam em produzir mais uma etapa da flor da vida. Para replicar o inicio da flor da vida
na atividade 8, foi disponibilizada uma constru¢do no GeoGebra e solicitada aos alunos a
constru¢do e o estabelecimento de relagdes entre as circunferéncias criadas. Os grupos se
ajudaram, uns perguntavam aos outros a ordem que deveriam fazer. Foi preciso ajudar alguns
grupos explicando que o que girava na tltima sequéncia de circunferéncias era a lista 1 criada

a partir do comando sequéncia. O comando sequéncia foi visto na atividade 6.

A atividade 9 consistia na finalizagdo da construcdo da flor da vida. Para tanto foi
solicitado que os alunos observassem a construcdo feita no GeoGebra, movimentando
primeiramente o controle deslizante 'k' que cria circunferéncias em torno do centro de uma
circunferéncia (como na Figura 5), depois o controle deslizante 'm' que cria outra camada de
circunferéncias em torno das circunferéncias ja criadas (Figura 7), e por fim o controle

deslizante 'n' que cria mais uma e ultima camada de circunferéncias (Figura 8), e assim
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reproduzissem a sequéncia de circunferéncias e estabelecessem relagdes entre as
circunferéncias criadas. Os alunos utilizaram como exemplo, para comecar, a atividade 8 e
entenderam que deveriam criar mais um comando sequéncia e que as listas giravam em torno
de um ponto. Tanto na atividade 8 quanto na atividade 9, os alunos superaram as expectativas
ao se ajudarem e estabelecerem relagdes entre as circunferéncias criadas, como: Mesmo
centro, todas sdo tangentes; quando as circunferéncias laterais se encontram, forma-se o
centro de outra circunferéncia. (grupo A — Atividade 8). Todas possuem o mesmo raio; sdo

secantes (grupo A — Atividade 9).

[ Atividade9 |

Reproduzir a *flor da vida“

Atividade 8

Replicar o inicio da *flor da vida“
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Figura 7: Atividade 8. Figura 8: Atividade 9.

Na atividade 10 (Figura 9), novamente os alunos superaram as expectativas ao
realizarem esta atividade com autonomia e utilizando os conhecimentos explorados nas

atividades anteriores.
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Figura 9: Atividade 10.
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Segue a imagem original, a constru¢do no GeoGebra e a descricdo de como o trio H

construiu.

Figura 10: Imagem escolhida pelo trio H Figura 11: Imagem da reprodugéo feita pelo trio H

Figura 12: Descriggo do trio H sobre a construgdo da Figura 11.

3. Consideracoes Finais

Baseados na teoria dos registros de representacao semiotica de Duval (2009), podemos
compreender, a partir desta sequéncia didatica, como os alunos mobilizaram diferentes
registros de representagdes da circunferéncia e, consequentemente, a compreensdo deste
objeto de estudo de forma mais ampla, no qual os alunos fizeram o uso dos pardmetros para
generalizar raciocinios na criacdo de “cole¢des de circunferéncias”.

Percebe-se o quao importante foi o uso da tecnologia, o GeoGebra, nesta experiéncia
para desencadear o processo de conversdo entre os registros algébricos e geométricos do
estudo da circunferéncia, auxiliando assim, o processo de aprendizagem. Esta ferramenta
tecnoldgica, além de tornar as aulas mais dindmicas, instigou reflexdes nos alunos que os
levaram a compreensao da circunferéncia e das relagdes existentes entre os registros grafico e
algébrico, tornando mais versatil as diferentes representacdes e o trabalho com o processo de

generalizacdo.
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