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Resumo:

Esse trabalho relata a aplicacdio de uma sequencia de atividades investigativas que
utilizou uma abordagem historica sobre o processo de constru¢do dos numeros
irracionais, de forma a mostrar, demonstrar, discutir e trabalhar intuitivamente esses
nameros. Os referenciais tedricos adotados foram atividade investigativa, o uso da
historia da matemdatica como abordagem didatica e os obstaculos epistemologicos
identificados no processo historico de constru¢do dos niimeros irracionais A constru¢ao
da sequéncia didatica foi pensada de forma a minimizar os obstaculos identificados e
possibilitar a compreensao intuitiva da completude da reta. A aplicagdo foi realizada com
alunos do 1° ano do ensino médio de uma escola federal. Através da realizagdo de
avaliagOes antes e depois da atividade constatou-se que a sequéncia cumpriu seu papel de
minimizar as dificuldades identificadas. Sendo assim, acredita-se que essa sequencia
pode ser uma alternativa para o ensino de numeros irracionais.

Palavras-chave: Numeros Irracionais; Atividades Investigativas; Obstaculos
Epistemologicos; Historia da Matematica.

1. Introduciao

Os conjuntos dos numeros naturais, inteiros e racionais surgiram a partir de
necessidades naturais, advindas da propria sociedade da época, durante a evolugdo das
civilizagdes. Os numeros irracionais, ao contrario, ndo foram criados a partir dessa
necessidade natural e sim descobertos a partir da solucdo de problemas geométricos,

como a quadratura do circulo e a diagonal do quadrado de lado 1(um).

Foram os pitagdricos que descobriram que a diagonal do quadrado de lado um e o
problema da quadratura do circulo ndo possuiam solu¢des racionais. Os proprios
pitagoricos, ao se depararem com segmentos incomensuraveis, entraram em um conflito
profundo com as ideias matematicas que eles tinham até entdo. Durante muito tempo,
evitou-se essa discussdo, o que reforga a natureza ndo intuitiva do conceito de nlimero

irracional. Nesse sentido, acreditamos que podemos analisar as dificuldades no processo
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de ensino aprendizagem dos nUmeros irracionais a luz do referencial tedrico de

obstaculos epistemolégicos.

Nessa sequéncia didatica, houve a preocupag¢do de como os niimeros irracionais
sdo ensinados nas escolas. Acreditamos que a abordagem apresentada pelos livros
didaticos ndo esteja sendo suficiente para construir o conhecimento a respeito do tema. O
que acreditamos ser agravado pela dificuldade encontrada pelos professores em
relacionar os conceitos adquiridos durante sua formagdo e os conteudos da Educacio
Basica, o que faz com que eles restrinjam a abordagem do contetdo ao livro didatico,

refletindo negativamente no aprendizado dos alunos.

Dessa forma, propomos uma sequencia de atividades investigativas que buscasse
auxiliar os alunos a superar os obstaculos epistemoldgicos presentes na constru¢ao desse
conceito, além de possibilitar a compreensao intuitiva da completude da reta. Para tanto,

usamos a historia da matematica na elaboragdo dessas atividades investigativas.

Os objetivos desse trabalho sdo: apresentar uma sequéncia de atividades
investigativas envolvendo os numeros irracionais e relatar a aplicacdo e os resultados da

aplicacdo dessa atividade.

2. Fundamentagao tedrica

2.1. O uso da historia da matematica como abordagem didatica

Todos os contetidos matematicos passam por um processo de evolucdo e
consolidagdo dentro de uma sociedade e sofrem o reflexo de suas qualidades e
problemas. Porém, todo esse desenrolar costuma ser omitido durante o processo didatico,
devido ao nosso interesse somente nos conceitos e propriedades ja definidas. Na
matematica, ¢ bastante evidente o interesse nos resultados finais, sua apresentacio
formal, sem levar em consideracdo todos os caminhos e contextos em que foram

produzidos.

Concordamos com Medeiros (2005) quando ele salienta a falta de preocupacao
com as questdes historicas no ensino de matematica. Medeiros (2005) afirma que “A

apresentacdo da Matematica foi tradicionalmente realizada sem nenhuma referéncia a
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historia de sua constru¢do, e numa total auséncia de discurso sobre aquilo que ela é ou

sobre o seu fazer.”.

Essas informagdes que sdo omitidas mostram uma matematica obscura, onde os
conceitos, definicdes e propriedades foram descobertos e rapidamente lapidados, sem
que matematicos tivessem feito escolhas erradas, assumido valores ldgicos verdadeiros
para proposi¢cdes falsas ou até mesmo dedicando anos e anos de estudo para conseguir
obter o resultado em questdo. A imagem que a matemadtica passa contribui para que
muitos alunos a considerem como uma ciéncia dificil, ocasionando a desisténcia e

criando barreiras e obstaculos para o aprendizado. Concordamos com o PCN que:

A Historia da Matematica pode oferecer uma importante contribuicdo
ao processo de ensino e aprendizagem dessa area do conhecimento. Ao
revelar a Matematica como uma criagdo humana, ao mostrar
necessidades e preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes
momentos historicos, ao estabelecer comparagdes entre os conceitos e
processos matematicos do passado e do presente, o professor cria
condi¢des para que o aluno desenvolva atitudes e valores mais
favoraveis diante desse conhecimento [...]. (BRASIL, 1998, p.37)

Nesse sentido, acreditamos ser necessario mostrar uma matematica humanizada,
e que por estar inserida em uma sociedade, vise auxiliar a compressdo e interacdo com
fendomenos da natureza e sua manifestagdo em diversos paises, culturas e épocas e
acreditamos que a utilizagdo de dados historicos possibilita a alunos e professores a
visualizagdo do contexto, envolvendo-se e ampliando suas possibilidades de

compreensdo, argumentacdo e constru¢do de novos conhecimentos.

2.2.0bstaculos epistemologicos

A defini¢ao da palavra obstaculo aparece no dicionario Houaiss como “algo que
impede ou atrapalha o movimento, a progressdo de alguém ou alguma coisa”. Ja a
palavra epistemologia ¢ encontrada nesse mesmo dicionario como “reflexdo geral em
torno da natureza, etapas limite do conhecimento humano, (...) teoria do conhecimento,
(...).”. Assim, o termo obstaculo epistemologico nos traz a ideia de algo que atrapalha, e

em alguns casos impede, o conhecimento.

O termo “obstaculos epistemologicos” foi criado pelo epistemologo francés
Gaston Bachelard como constituinte do pensamento cientifico, referendando o

impedimento ou a impossibilidade do progresso da ciéncia. A noc¢do de obstaculo
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epistemologico foi inserida na Educagdo Matematica por Gui Brousseau em 1976 que

afirma que.

O sentido de um conhecimento matematico se define ndo apenas pelo
conjunto de situagdes onde este conhecimento ¢ realizado como teoria
matematica, ndo somente pelo conjunto de situacdes onde o sujeito
encontrou como meio de solucdo, mas também pelo conjunto das
concepgdes, das escolhas anteriores que ele rejeita, dos erros que ele
rejeita, pelas economias que ele proporciona as formulagdes que ele
retoma etc. (BROUSSEAU,1983,p.170,apud IGLIORI,2010)

Dessa forma, percebemos a importancia da reflexdo sobre todos os conjuntos
envolvidos na ruptura de um conhecimento anterior. Os estudos de Bachelard
impulsionaram também a andlise do conhecimento matematico com a utilizagcdo da
historia da matemadtica no contexto ensino, obtendo assim algumas luzes na forma que se
da o processo de construcdo do conhecimento. Segundo Bachelard (2002), obstaculos
epistemologicos sdo aqueles que aparecem na esséncia do proprio ato de conhecer, no

qual podem ser detectadas causas de estagnacdo, regressdo ou de inércia.

Uma vez que os obstaculos epistemoldgicos estdo presentes na propria esséncia

do aprender, concordamos com Igliori, quando ela afirma que.

7

Um obstdculo de origem epistemolégica ¢ verdadeiramente
constitutivo do conhecimento, ¢ aquele do qual ndo se pode escapar e
que se pode, em principio, encontrar na histéria do conceito.
(IGLIORI, 2010, p.123).

Assim, percebemos que um dos caminhos para a identificacdo desses
obstaculos ¢ a analise da histdoria do conceito. A partir dos obstaculos identificados ao
longo do processo histdrico de constru¢do do conceito, podemos prever as dificuldades

que serdo encontradas pelo aluno em seu processo de aprendizagem.

Dessa forma, acreditamos ser possivel trabalhar o ensino de nimeros irracionais a
luz da nogdo de obstaculo epistemoldgico, visto que o processo histérico de construcao
do conceito de niimero irracional nos permite perceber a existéncia de obstaculos de
ordem epistemologica. Acreditamos que essa andlise pode nos ajudar a construir uma
sequéncia de atividades mais eficiente no sentido de prever as dificuldades conceituais

encontradas pelos alunos durante o processo de ensino aprendizagem.

2.3. Atividades Investigativas
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Agdes como procurar, buscar, indagar, esclarecer aliados com os substantivos
tema, estudo, problema, solucdo, do que ndo se conhece ¢ caracterizado como
investigagdo. Tal significado se assemelha a pesquisar. Para tanto, a escolha de uma ou

mais situagdes problema ¢ a base do processo de investigacdo matematica.

E fundamental que o professor tenha conhecimento sobre o que é uma situagio
problema e pra que ela serve no ensino de matematica, para com iSso proporcionar aos
alunos um entendimento dos conceitos matematicos nela envolvidos. Segundo Ponte
(2009), a questdo nao deve estar bem definida no inicio, cabendo a quem investiga um
papel fundamental na sua defini¢do. Ao trabalhar com esses problemas, podem acontecer
pontos de partida diferentes, podendo chegar a lugares distintos. Em uma atividade
investigativa, esses caminhos distintos devem ser explorados pelo professor e podem

acarretar em outras descobertas, tdo ou mais importantes que a solugao.

O objetivo do processo de investigacdo matematica ndo ¢ apenas a resolugdao do
problema, mas também a reflexdo proporcionada por todas as etapas da busca de
caminhos para a resolu¢do. Durante essa busca, podem ser feitas outras descobertas, que

em algumas situagdes se mostram tdo ou mais importantes do que o resultado.

A estrutura de uma investigagdo matematica, segundo Ponte (2009), envolve
quatro momentos principais, o primeiro momento abrange o reconhecer e explorar uma
situacdo problema e criar questdes a serem investigadas. No segundo momento, deve
ocorrer a organizacdo dos dados e a formulacdo de conjecturas ou hipéteses sobre como
solucionar a situag¢@o problema anteriormente explorada. O terceiro momento consiste na
validagdo das conjecturas através da realizacdo de testes. Caso as conjecturas ou
hipoteses formuladas ndo se mostrem suficientes para resolver o problema, havera
necessidade de reformular as mesmas ou criar novas. E, no ultimo momento, ¢ feita a
constru¢do da conclusdo da solugdo da situagdo problema e a avalicdo de todo o
raciocinio utilizado. Esses momentos podem ocorrer de forma simultinea e incluir

diferentes atividades.

Nesse sentido, acreditamos que o uso da historia da matematica pode servir como

inspira¢do para a situacdo problema que dard origem a uma atividade investigativa que
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trabalhe os conceitos de numero irracional, de forma a auxiliar os alunos no

enfrentamento dos obstaculos epistemologicos presentes na constru¢ao desses nimeros.

3. Pesquisa de campo

A pesquisa foi desenvolvida no Instituto Federal do Rio de janeiro, campus Volta
Redonda, localizado na Rua Antonio Barreiros, n°® 212, no bairro Aterrado na cidade de
Volta Redonda, com alunos do 1° periodo do curso de automac¢do, modalidade ensino

médio técnico integrado.
4. Metodologia da sequéncia didatica

Na sequéncia didatica, trabalhamos o conceito, a exemplificagdo e a importancia
do numero irracional através de uma sequéncia de atividades investigativas e da
utilizacdo da historia da matematica como abordagem didatica. Através das atividades,
abordamos o conceito de nlimeros pares e impares, foi feito uma breve explanagdo sobre
a histéria dos numeros naturais, inteiros, racionais e irracionais, trabalhamos também a
ndo racionalidade da diagonal do quadrado de lado um, demonstramos o teorema da

densidade e discutimos a completude da reta.

Na primeira atividade, foram trabalhados alguns pré-requisitos necessarios,
ligados aos conceitos de nimeros pares € numeros impares, necessarios ao entendimento
das atividades seguintes. Comegamos com uma atividade investigativa que discute os
conceitos de numeros pares € impares e suas caracterizagdes. Foi realizada também uma
atividade de demonstragio que auxiliou os alunos a provar a irracionalidade da V2. Nesse

momento, discutiremos também a diferenga entre exemplificar e demonstrar.

Na segunda atividade, iniciamos com a explanacdo da historia do surgimento dos
nameros naturais, perpassa pelo surgimento dos inteiros e racionais até a chegar aos
dilemas encontrados pela escola pitagorica ao se deparar com os problemas da diagonal
do quadrado de lado um. A partir dai, foi apresentada aos alunos uma atividade
investigativa que os levou a reproduzir os passos de Pitdgoras no caminho da descoberta
da existéncia de numeros nao racionais. Fizemos uma rapida explanagdo sobre a crise

que ocorreu na escola pitagorica.
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Apods mostrarmos a existéncia de pelo menos um niimero ndo racional, iniciamos
uma discussdo mais profunda sobre esse novo conjunto numérico. Com o objetivo de
mostrar a existéncia de infinitos nimeros irracionais e propiciar a compreensao intuitiva

da completude da reta numérica, iniciamos a ultima atividade.

Esta ultima atividade ¢ referente ao teorema da densidade, que garante a
completude da reta numérica. Nessa atividade, os alunos mostraram que entre dois
nimeros racionais sempre existe um numero irracional, partindo do intervalo 0 e 1 e
utilizando as propriedades dos numeros irracionais. Apds isso, foi discutido com os

alunos sobre a completude da reta numérica.

Durante a aplicagdo das atividades, os resultados foram obtidos a partir da

observacdo do desempenho dos alunos, registrado em didrio de aplicacao.
5. Atividade 1 — Par e impar

Inicialmente, conversamos com os alunos sobre a caracterizagdo dos nuimeros
pares e impares, além de suas representagdes. O objetivo € que os alunos conseguissem
caracterizar o numero par como sendo 2n € o nimero impar como sendo 2n + 1, o que
auxiliou nas demonstragdes futuras da atividade. Entregamos uma folha contendo as
seguintes perguntas aos alunos: como vocé descreveria 0os nimeros pares, cOmo vocé
poderia expressar o dividendo em fungao do divisor e do resto, como vocé descreveria os
nameros impares e como vocé poderia expressar o dividendo em fung¢do do divisor e do

resto.

Foi dado um tempo para os alunos refletirem sobre a atividade, em relacdo a
descri¢do dos nimeros pares, um aluno respondeu que sdo os niimeros divisiveis por 2 e
os demais alunos concordaram. Em seguida, foi pedido para que respondessem a como
expressar o dividendo em fun¢do do divisor e do resto. Alguns alunos apresentaram
dificuldade em elaborar conjecturas, entdo foi apresentado um exemplo numérico
simples, a divisdo de 6 por 2, questionado como o seis seria expresso em fun¢do do

divisor e do resto, assim entenderam e responderam a pergunta corretamente.
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As mesmas perguntas feitas sobre os numeros pares foram feitas sobre os

nimeros impares aos alunos, procedendo da mesma forma e os resultados foram

semelhantes.

Apds esses questionamentos iniciamos a atividade par e impar entregando uma
folha contendo o exercicio onde os alunos demostrariam que um nimero € par se,
somente se, o quadrado desse numero ¢ par. Os objetivos de realizagdo dessa
demonstragdo ¢ a utilizagdo da caracterizagdo do nimero par e impar, diferenciar

exemplificagdo de demonstragdo e auxiliar na atividade 2.

Separamos o exercicio em duas perguntas, a primeira foi se um niimero x ¢ par,
entdo x*> ¢ par. Ao analisarem a afirmagdo, os alunos disseram que sim. Quando foi
pedido para que eles mostrassem, a maioria dos alunos respondeu apresentando
exemplos numéricos. Apds alguns questionamentos sobre a validade para todos os
nimeros pares, os alunos perceberam que a conjectura anterior era insuficiente e a
reformulacdo foi feita para demonstrar o resultado para um nimero par qualquer,

atingindo assim um dos objetivos propostos.

Para auxiliar os alunos nesta demonstragdo, foi perguntado quais informacodes
eles ja possuiam e o que eles queriam demonstrar. Construindo assim, junto aos alunos, o
conceito intuitivo de hipotese e tese, presentes no processo de demonstragdo de qualquer
teorema. Os alunos foram questionados também sobre como poderiamos escrever o
namero x com os dados que tinhamos e responderam sem dificuldades. A partir dai, a

maioria dos alunos conseguiu concluir a demonstra¢do corretamente sem auxilio.

Passamos entdo para a segunda pergunta, se x* ¢ par, entdo x ¢ par. Alguns alunos
disseram inicialmente que ndo, mas apds alguns exemplos numéricos, dados pelos
proprios alunos, todos concordaram que parecia que sim. Foi deixado um tempo para os
alunos tentarem mostrar tal fato. Apesar de nenhum aluno ter concluido a demonstragao,
a reflexdo proporcionada por todas as etapas da busca de caminhos para a resolugdo foi
proveitosa, eles conseguiram estabelecer a hipotese de que x? é par e caracterizaram x”
como 2q, mas afirmaram nao saber como usar este fato para mostrar que x ¢ par. Note
que, por ser uma demonstracdo que exige um raciocinio matematico mais elaborado, nao
era de fato esperado que os alunos conseguissem realiza-la sem nenhum auxilio.

Entretanto, a forma como os alunos procederam a tentativa nos leva a crer que a
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atividade anterior conseguiu efetivamente construir o conceito intuitivo de hipotese e

tese. Além disso, eles demonstraram compreender a caracterizagdo do niimero par.

Sugerimos que a turma modificasse a forma de enxergar o problema. Que eles
refletissem por que x ndo poderia ser impar. Os alunos tiveram dificuldade de perceber
que isso seria suficiente para concluir que x tem que ser par. Foi necessario entdo
explicar detalhadamente como funcionava uma demonstragao por absurdo: perguntamos
aos alunos: se dizemos que algo ¢ verdadeiro e concluimos um resultado falso o que isso
significa? Os alunos responderam: o que dissemos que era o verdadeiro, ndo ¢
verdadeiro. Perguntamos entdo: dissemos que x era impar e encontramos um resultado
falso, o que isso significa entdo? Os alunos entdo responderam: ah que x € par. A partir

dai, eles conseguiram usar validar as conjecturas e concluir a solu¢do do problema.

6. Atividade 2 - Nio racionalidade da V2

Iniciamos abordando a histéria dos numeros naturais, inteiros e racionais
explicando aos alunos as necessidades humanas que motivaram seu surgimento. A partir
dai, questionamos os alunos sobre os numeros irracionais, perguntando como sera que
eles surgiram, sera que havia a necessidade da sociedade de representar um nimero com

infinitas casas decimais ndo periddicas.

Perguntamos a turma se eles ja ouviram falar do matematico Pitagoras e falamos
um pouco da escola pitagérica Nessa escola, os pensadores acreditavam que os nlimeros
inteiros (positivos) e as razdes entre eles, hoje chamadas de nimeros racionais, fossem
suficientes para resolver qualquer problema que envolvesse medi¢des. No entanto,
alguns problemas propostos pelo pitagdricos puseram por terra essa ideia. Propusemos
aos alunos que tentassem ajudar Pitdgoras a encontrar uma solug¢do racional para o

problema da diagonal do quadrado de lado 1.

Apo6s um tempo, foi perguntado como eles calcularam a diagonal e eles disseram
que utilizaram o teorema de Pitdgoras e encontram como resposta 2. Os alunos
conseguiram apresentar a conjectura que se \/ 2. € racional seria possivel entdo encontrar

dois niimeros naturais a e b tais que (a/b)*> = 2.
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Foi proposto aos alunos que tentassem achar esses dois nimeros e, apds um
tempo, foi perguntado o que os alunos fizeram, eles responderam que elevaram a e b ao
quadrado e passaram o b? multiplicando ficando com a? = 2b?. Inicialmente, perguntamos
se 0 a era par ou impar, os alunos responderam corretamente que a € par. Foi perguntado

se 0 b era par ou impar, os alunos tiveram dificuldade, mas depois de refletir

visualizaram que b também teria que ser par.

Em seguida, foi perguntado aos alunos se era possivel simplificar a fracdo a/b, os
alunos disseram que sim. Logo apds, foi perguntado se era possivel simplificar a fracdo
a/b até obter uma fracdo x/y, com x e y impares e os alunos também disseram que sim.
Lembramos aos alunos que x*> = 2y? e que eles mesmos ja observaram que, nessa
situacdo, x e y entdo devem ser pares. Assim, os alunos entenderam que ndo seria

possivel, entdo, escrever raiz de dois na forma de fracao.
7. Atividade 4 — Teorema da Densidade

A tltima atividade trabalhada nessa aula foi relacionada ao teorema da densidade.
O objetivo de trabalhar esse teorema com os alunos foi para auxilia-los no entendimento

da completude da reta numérica.

Para trabalharmos de forma intuitiva, pedimos aos alunos que apresentem um
exemplo de um niimero irracional entre zero € um e os alunos responderam utilizando o
namero 0,101001000... .Em seguida, continuamos perguntando sobre a existéncia de
numero irracional entre dois racionais pré-estabelecidos. Como os alunos conseguiram
apresentar exemplos em todas as situagdes, estabeleceram a conjectura de que entre dois
nameros racionais sempre havia um numero irracional. Lembramos aos alunos que, se
fosse verdade, teriamos que mostrar para quaisquer numeros € que se nao fosse verdade

terlamos que encontrar um exemplo onde isso ndo ocorre.

Apesar de alguns alunos terem dito que ndo concordavam ndo encontraram
nenhum exemplo para comprovar sua teoria. Para ajudar na reflexdo, questionamos se
entre 5,5 e 5,6 havia um numero irracional e os alunos responderam corretamente.
Repetimos a solicitacdo entre 5,55 e 5,56 ¢ novamente os alunos conseguiram construir

um exemplo, isso levou os alunos a perceber que sempre seria possivel criar um numero
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irracional em qualquer intervalo. Convencidos que o resultado era verdadeiro, foram

convidados a tentar encontrar uma demonstragdo para o fato.

Mesmo ndo conseguindo elaborar uma demonstragdo algébrica, os alunos
conseguiram observar, de forma intuitiva, que sempre seria possivel criar um niimero
irracional entre quaisquer nUmeros reais. Notamos que eles conseguiram utilizar
conhecimentos adquiridos ao longo das atividades anteriores para estabelecer novas
conjecturas e valida-las, o que nos leva a crer que as atividades alcangaram bons

resultados.

Ao final, fizemos a demonstragdo algébrica junto aos alunos e discutimos a

completude da reta.

8. Consideracoes Finais

A pesquisa bibliografica realizada propiciou a compreensao do processo histdrico
de construcdo do conjunto dos nimeros irracionais e permitiu a reflexdo sobre os
obstaculos epistemologicos presentes neste processo, o que auxiliou na construgdo das

atividades investigativas direcionadas ao enfrentamento das dificuldades previstas.

Acreditamos que essa sequéncia de atividades investigativas se mostrou uma
alternativa eficiente para a superacdo desses obstaculos. Através da aplicacdo das
atividades e das observacdes feitas, foi perceptivel que todos os alunos evoluiram em sua

compreensdo do tema, resultado confirmado na avaliag¢do da disciplina.

Em relacdo a completude da reta numérica, houve a preocupagdo de que a
demonstragdo do teorema fosse realizada levando em consideragdo a bagagem
matematica dos alunos, os alunos conseguiram entender a demonstracdo, se apropriando
de forma intuitiva de técnicas matematicas avancadas, como a demonstragdo por reducao

ao absurdo.

Acreditamos que, para uma melhor observagdo dos obstaculos epistemoldgicos,
uma pesquisa futura pode ser feita através de entrevistas com professores de Matematica
dos 8°, 9° el° anos das escolas. A possibilidade de avaliar como o assunto vem sendo

tratado pode ajudar a estabelecer um panorama sobre as abordagens mais utilizadas
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atualmente. A analise do livro didatico também pode vir a auxiliar a compreender em

que dire¢do o ensino do assunto tem se dado.
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