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Resumo:

Este minicurso tem como objetivo mostrar a relagdo da Modelagem Matematica com o tema
de pesquisa do grupo PET Matematica e Meio Ambiente da UFRRIJ. O trabalho apresenta
resultados obtidos através de 3 experimentos feitos no grupo de Ensino, Pesquisa e Extensao.
Os experimentos sdo feitos em um processo de reutilizacdo de 4gua, onde se aborda também o
processo de filtragem caseira. Através dos dados que foram obtidos — dgua de entrada, saida e
agua desperdigcada — utilizou-se um recurso da programacao linear, o Algoritmo Simplex, para
podermos ter definido um valor ideal de dgua (em litros) que pode ser filtrado de forma que
seu desperdicio seja minimo, ou seja, no contexto da modelagem matemadtica, procuramos
resultados prescritivos.

Em contexto com a modelagem dentro da sala de aula, interdisciplinarmente une-se a
matematica e 0 meio ambiente, onde os alunos podem de forma cognitivista aprender o como,
o porqué de reutilizar a 4gua, fazendo com que vejam a matematica de forma utilitaria no seu

cotidiano.

Palavras-chave: Modelagem matematica; Simplex; Reuso de agua; Filtragem; educagdo

ambiental;
Objetivos do Minicurso:

1) Evidenciar os aspectos cognitivos no processo de constru¢cdo de modelos matematicos
para alunos da educagdo basica;

2) Abordar exemplos referentes ao projeto, de acordo com o tema do minicurso;
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Justificativa:

A modelagem matemadtica tem diferentes concepgdes e ¢ um dos assuntos mais abordados na
atualidade da educa¢do matematica. Dessa forma, poder pautar temas interdisciplinares e que

despertam

a curiosidade do corpo discente ¢ de suma importancia para que seja feita um aproveitamento
de trabalhos e projetos académicos para o dia-a-dia da sala de aula. Com esse minicurso, o
professor da educacdo basica podera vivenciar a pratica da modelagem (programagdo linear) e

posteriormente, desenvolver em sala de aula com os alunos.
Metodologia:

1) O conceito de modelagem e sua apresentacdo através do contexto com a Educagdo

Matematica.

2) Conceituagdo de Modelagem Matematica: O que ¢, modelagem e a relagdo com a

programacao linear, programacgao linear e o algoritmo simplex.

3) O trabalho desenvolvido pelo PET Matematica e Meio Ambiente e sua correlagdo com o

algoritmo simplex.
4) Constituicao de grupos com 0s inscritos no minicurso.
5) Desenvolvimento de atividades com programacao linear do algoritmo simplex.

6) Discussoes acerca do minicurso: a possibilidade da constru¢do do pensamento matematico
e as possibilidades de trabalho na Educacdo Basica, questdes relevantes ao trabalho

desenvolvido.
1 — Modelagem Matematica: Conceito e aplicacio

Entende-se a modelagem matematica como sendo um conjunto de etapas que tem como
objetivo final fornecer uma descricdo matematica de um dado fendmeno do mundo real. Tal
descri¢do, que geralmente ¢ feita por meio de equagdes, ¢ chamada de modelo matematico.
Segundo Goldbarg “Um modelo ¢ um veiculo para uma visdo bem estruturada da realidade.
Um modelo pode também ser visto, com os devidos cuidados, como uma representacao

substitutiva da realidade.”.
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Isso significa que, quando queremos e pensamos em um modelo (matematico ou nao),
queremos algo que seja proximo a, ndo igual a realidade, algo que seja similar de forma que

as conclusdes tiradas através da analise possam ser estendidas a realidade.
Em consequéncia, para a formalizagdo desse modelo ¢ indispensavel definir:
. A estrutura relacional do sistema representado.

. O comportamento funcional de cada subsistema ou componente atomico.

. Os fluxos de inter-relacionamento.

Pode-se abordar a classificagdo dos modelos pelas propriedades que os mesmos sdao capazes
de representar. Sob esse aspecto, Goldbarg cita Ackoff (1971), destacam-se os seguintes

grupos:

— Modelos icOnicos: as caracteristicas relevantes dos objetos reais sdo representadas como se
parecem, mas normalmente com mudanca de escala; sdo, portanto, imagens, dai o termo
iconico. Um modelo de um carro de Formula 1, em escala 1:30, colocado num tinel de vento,

¢ o exemplo da modelagem a qual nos referimos.

— Modelos analdgicos: usam um conjunto de propriedades para representar outro conjunto de
propriedade. O desenho das linhas do metrd ou entdo o diagrama unifilar de uma instalacao

hidraulica sdo exemplos desse tipo de modelo

— Modelos simbdlicos: Os modelos simbdlicos usam letras, nimeros e outros simbolos para
representar as varidveis e suas relagdes. Em grande parte dos casos, tomam a forma de
relacdes logicas ou matematicas (equagdes). De uma forma geral, todos os modelos e, em
especial, os modelos simbolicos sdo desenvolvidos de uma forma interativa por

aproximacoes.

Para o minicurso, o modelo utilizado sera o simbolico, onde trabalharemos com variaveis e as

relacdes existentes nelas.
1.1 — Implicacées da Modelagem para o Ensino e a Aprendizagem

Algumas implicagdes dos trabalhos ja desenvolvidos com Modelagem podem ser

enumeradas, sdo elas:
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a) maior interesse do(s) Grupo(s);
b) maior interagdo no processo de ensino e aprendizagem,;

c¢) demonstragdo de uma forma diferenciada de conceber a educagdo, o ensino ¢ a

aprendizagem, o que leva a ado¢do de uma nova postura pelo professor;

d) a ruptura com o curriculo vigente;

e) as Diretrizes Curriculares e a Modelagem Matematica;

f) a indissociabilidade entre Ensino e Pesquisa na Modelagem Matematica;
g) a Modelagem Matematica e a contextualizagao.

2 — Programacio Linear

2.1 — Conceito e aplicaciao

A programacdo linear, no campo da programacdo matematica, ¢ uma area da pesquisa
operacional com vasta aplicacdo em apoio a decisd@o. O termo “programacao”, tanto linear
quanto matemadtica, ndo tem a ver diretamente com programacdo de computadores, ou
linguagem de programacdo. Este termo tem origem em suas aplicagdes, originalmente
desenvolvido para resolver problemas industriais. Assim, o termo ‘“programac¢do” da
programacao linear esta relacionado ao planejamento de recursos escassos visando atender as
condi¢des operacionais. Estas, por sua vez, sdo representadas por equagdes e fungdes lineares.
A aplicagcdo da programacdo linear em apoio a decisdo ocorre na condi¢do que se decide
para atingir um objetivo. Este, por sua vez, ¢ resultante da alocagdo 6tima dos recursos. Por

isso caracterizamos a programacao linear como uma técnica de otimizagao.

2.2 — Algoritmo Simplex

Hillier (2006) define o simplex:
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“(...) o método simplex, um procedimento para solucionar problemas de
programagdo linear. Desenvolvido por George Dantzig em 1947, provou ser um
método extremamente eficiente que ¢ usado rotineiramente para solucionar

problemas imensos nos computadores de hoje.” (HILLIER, 2006, p. 101).

Sabendo que o método simplex ¢ um procedimento para solucdo de problemas de
programacao linear (P.L.), sabemos que ele utiliza de métodos como equagdes de primeiro
grau para buscar uma solucdo e também na algebra sistema de variaveis X;, Xp, ..., Xn, de
acordo com a quantidade de varidveis de informacao forem dadas para encontrar a resposta do
problema.

3 — O trabalho do grupo PET Matematica e Meio Ambiente
3.1 — Reutilizacio da agua e Filtragem de agua:

O grupo PET Matematica e Meio Ambiente da UFRRJ tem como um dos projetos principais a
reutilizagdo da dgua e o processo de filtragem que ¢ feito com essa dgua que vai ser
reutilizada através de um filtro caseiro, que pode ser montado facilmente por qualquer pessoa,
utilizando recursos tecnolodgicos de pouco custo e que sdo faceis de encontrar em qualquer

lugar.
O texto abaixo, do Brasil Escola, define agua de reuso:

“A 4agua de reuso pode ser definida como a agua residudria que esta dentro de padrdes
estabelecidos para a sua reutilizagdo. Normalmente a dgua residuéria ¢ proveniente do banho,
cozinha, processos de fabricacdo industrial e dguas de infiltragdo, sendo geralmente tratada

em Estag¢des de Tratamento de Esgoto. Existem dois tipos principais de reuso: o indireto € o

direto. O reuso indireto ¢ aquele em que a 4gua ¢ utilizada pelo homem e liberada novamente
nos corpos hidricos sem ou com tratamento prévio. O reuso direto, por sua vez, € o uso
planejado da 4gua residuaria. Dessa forma, sdo realizados tratamentos, e essa agua ¢
transportada até seu local de uso. Nesse ultimo caso, a 4gua ndo ¢ lancada no meio. A 4gua de
reuso possui uma qualidade inferior quando comparada a agua potdvel e ndo ¢ usada
diretamente para o consumo. Em grande parte dos casos, sua utilizagdo engloba geracdo de
energia, refrigeracdo de equipamentos, lavagem de carros, irrigacdo de campos para cultivo,
combate a incéndios, limpeza de ruas e irrigacdes de jardins. Todas essas atividades ndo
necessitam da utilizagdo de agua potavel, sendo assim, a 4gua de reuso faz com que maior
quantidade de &gua potavel seja disponibilizada, ajudando, portanto, no problema de

abastecimento. A dgua de reuso ¢, sem duvidas, uma Otima alternativa para a atual crise
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hidrica na qual o Brasil encontra-se. A reutilizacdo da agua promove o uso sustentavel de
recursos hidricos, diminui a quantidade de esgoto langada nos rios e lagos, além, ¢ claro, de

aumentar a disponibilidade para fins em que hé necessidade de potabilidade.” (Brasil Escola,
2016).

O processo de filtragem utilizado, ¢ bastante conhecido por professores, principalmente do
Ensino Fundamental I, onde se utiliza muito o processo de ensino e aprendizagem
cognitivista. O filtro caseiro utiliza de recursos que sdo faceis de serem encontrados e além do
mais, traz uma consciéncia ambiental para os alunos. A dgua que seria desperdigada apos uma
lavagem de roupa, podera ser reaproveitada para mais fins domiciliares, como lavar pano de

chao, lavar calg¢ada, entre outras atividades.
3.2 — Como utilizar o algoritmo Simplex no projeto do processo de filtragem?

3.2.1 — Escolha do Tema

Nesse topico surge a proposta do tema central para a utilizagdo com os alunos, que ¢ o
processo de filtragem e a reutilizacdo da 4gua, colocando-os a procura de um modelo para
resolver o problema com a quantidade de dgua filtrada de modo que o seu desperdicio seja

minimo.

Tema: Aproveitamento da dgua de reuso no filtro caseiro.
Autor: PET Matematica UFRRJ

Orientador: Prof. Dr. Pedro Carlos Pereira

O tema sugere que o aluno tenha o maior aproveitamento da dgua que vai ser reutilizada
depois que ela passar pelo filtro caseiro, encontrando assim, um modelo matematico que
satisfaca esse processo. O tema escolhido faz correlagio com o trabalho do grupo PET

Matematica.
3.2.2 — Processo exploratorio

O processo de escolha do tema deu-se a partir da visita técnica a sede da CEDAE-RJ
(Companhia Estadual de Aguas e Esgotos — Rio de Janeiro) que é uma das companhias de

tratamento de agua mais conhecidas do mundo. A CEDAE opera ¢ mantém a captacao,
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tratamento, aducgdo, distribuicdo das redes de 4guas, além da coleta, transporte, tratamento e

destino final dos esgotos gerados dos municipios conveniados do Estado do Rio de Janeiro.

Foram levantados dados sobre como ¢ feito o processo de filtragem de dgua etapa por etapa e

como ¢ feita a distribui¢do da agua no estado do Rio de Janeiro.

No processo de filtragem/tratamento da CEDAE, existem diversas etapas, como na figura a

seguir:

DESINFECCAO
Cloro

i Desinfec¢do da dgua, el
FLOCULACAO DECANTACAQ possiveis bactérias ain TS
Agitacio controlada da dgua Biblce
- z FLUORETACAO
ETA Estacio de : FuRacio  GICTRUCE
gne Auxilia na prevengio da

P do
Tratamento de Agua  mais pesadas cirie dentdria

CORRECAO de PH

COAGULACAO Cal hidratada ou cal virgem

GRADEAMENTO : QuimicA
Retirada de DESARENACAO Sulfato de
il Retirada de

grosselros particulas de areia
contidos na dgua  Presentes na igua

Captagio Caixa de .
!
Ma mnn(. al de gua tranquilizagio pa

Adutora de
‘ |

Correcdo da faixa de pH da dgua,
tornando-a proxima do pH
Evita a corrosio das tubu
ocorre quando o pH & baixo, tornando

aluminio ¢/ou
cloreto férrico

€ 2
e/ou carvio
antracitoso.

do fundo do x
decantador FLUORETACAO
Sal de fldor
Ndo faz parte do tratamento,
porém ¢é recomendada pelo
Ministério da Saude para
auxilio no combate a carie
dentdria

’—\ ; agug bruta \ nadgua
£ Estagdo de

Medidor b
de Vazio > s Ml Rede de

distribuica
ETE Estacao de Eatatioia tribuicio

de dgua
bombeamen
Tratamento de Esgotos d:r:sge:x:;:“\o‘

Caixa
d'agua

Hidrometro
Esgoto
Tratado -

Rede de Esgotos
Figura 1 — Ilustragdo: Estagdo de Tratamento de Agua e Estagio de Tratamento de Esgoto

A pesquisa foi feita no ETA-Guandu, que ¢ considerada a maior estagdo de tratamento de
agua do mundo, de forma continua. Durante a visita técnica foi observado que esse processo
pode ser feito em casa, através de um modelo menor e com material que pode ser encontrado
facilmente. Na prorpia CEDAE existe um modelo de filtro, que mostra cada material que ¢

utilizado, chamado “Corte de um Filtro”.
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Figura 2 — Modelo de filtro (corte)

Através desse modelo, foi montado um modelo de processo de filtragem, que ¢ bastante
conhecido e tem diversos exemplos na internet, utilizando material reciclado e de fécil acesso:

o Garrafa pet — 2litros

. Tesoura sem ponta

o Chumacgo de algodao

. Areia fina

. Areia grossa

o Cascalho fino (pedra 0)

. Cascalho Grosso (a partir de pedra 2)

o Agua barrenta

Com esse material € possivel trabalhar a construgdo do filtro, da seguinte forma:
v Ap0s cortar o fundo da garrafa, vire-a de cabega pra baixo;
v Coloque um chumago de algoddo na boca da garrafa, de forma que ndo haja folga e
que ndo ceda apods serem colocados todos os outros materiais;
v’ Adicione, respectivamente, uma camada de areia fina, uma de areia grossa, o cascalho

fino e, por fim, o cascalho grosso.
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Figura 3 — Ilustragdo do filtro caseiro

Apoés essas etapas, o filtro estara pronto e a partir da experimentacdo desse processo de
filtragem, podera ser aplicada a modelagem matemadtica no processo de reutilizacdo de agua,
onde a questdo pertinente serd: Qual o méximo de agua utilizada para ter o maximo de agua
reaproveitada?

Utilizando o algoritmo Simplex, de forma que sera otimizado esse procedimento, procuramos

um modelo, uma solu¢do 6tima para o caso adiante.

3.2.3 — Levantamento do problema

Com base nos dados levantados, temos questionamentos pertinentes sobre o que serd
avaliado: Como utilizar o processo de filtragem de 4gua em sala de aula? A correlacdo da
Matematica com o processo existe? Como achar um modelo matematico que diga a
quantidade ideal de dgua para ser filtrada? O tipo de material utilizado influencia no processo

de filtragem? Qual o impacto socioecondmico e as consequéncias para o meio ambiente?

Processo Exploratorio

O grupo Pet Matematica e Meio Ambiente fez diversos experimentos, onde eram utilizadas
quantidades variadas de agua suja para podermos encontrar um padrao onde seria encontrada
a quantidade maxima de dgua utilizada inicialmente. Uma das ideias principais do minicurso ¢

a montagem do filtro com os alunos, de modo que os mesmos tenham acesso ao processo de
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ensino cognitivista e a partir desse ponto com seus resultados formar modelos para utilizar no

algoritmo simplex.

Com base nos dados que foram recolhidos nas amostras do grupo PET — Matematica e Meio

Ambiente, foi montada a questdo abaixo:

TABELA 1 Agua de entrada | Agua retida Agua de saida | Tempo (min)
FILTRO A (2L) 8L 3,5L 5,5L 50
FILTRO B (3L) 18L 6,7L 11,3L 112

Tabela 1 — Tabela com os dados dos experimentos

1 — O grupo PET — Matemadtica e Meio Ambiente da UFRRIJ trabalha com o processo de
filtragem de 4gua, encadeado com a agua de reuso. E nesses trabalhos sdo necessarios que
sejam montados filtros caseiros. Os dois modelos de filtros disponiveis, A e B suportam 2 e 3
litros, respectivamente. Baseado na tabela acima, qual o maximo de 4gua que pode ser usada

nesses processos acima, para que seja obtido “lucro” méaximo?

SOLUCAO: As varidveis X; € X, serdo os tipos de filtros, A e B respectivamente. A fun¢do Z
sera a agua de saida, que pode ser comparada a um “lucro” e as restricdes ¢ o tempo. Logo
temos:

MaxZ=5,5x;t+11,3x;

8 X1 + 18 X2 S 40
3,51 +6,7x, < 112

A partir dessas equagdes utilizamos a ferramenta PHP Simplex para fazer o calculo:
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PHPSimplex

"'ihﬁl

Romero Rodrigues,
fundador do Buscapé

Qual é o objetivo da fungdo? | Maximizar ¥

Fungao: 5,5 X1+(11.3 X2
Restrigdes:
3 X1+18 X2|< v |40
35 X1 +16,7 X2 v | 112
X1.X220

Continuar

Figura 4 — Montagem da fungdo na ferramenta online PHP Simplex

PHPSimplex
®
Nos passamos o problema para a forma padrio. adicionando variaveis de excesso. de folga. e artificiats. onde necessario (mostrar/ocultar detalhes)
o Como arestrigio 1 é do tipo '<' é necessaria a variavel de folga Xa.
o Como arestrigo 2 é do tipo '<' é necessaria a variavel de folga X4.
MAXIMIZAR: 55X1 - 113 X2 MAXIMIZAR: 55X1+ 113X - 0X3 + 0 X4
8§X1+18X2=40 II $X1+18X2+1Xs=40
35X1+67X2<112 35X1+67X2+1X4=112
X1.X220 XX X5, X420

Nos passamos construir a primeira tabela do método Simplex.

Solucdo direta

Figura 5 — Inser¢@o de variaveis de folga
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Tabela 1 55113000
Bse G P P P PP
P[0 40| 8 BISH 10
Poo [0 12|35 6701

Mostrar os resultados como fragdes.

Avartavel que vai sair da base & P ¢ a que entra P2,

Continuar

Figura 6 — Tabela do PHP Simplex indicando a variavel que sai.

Tabela 2 55 113 0 0
Base (b Po P P: Ps Py
P 113 | 2222220202020 | 044444444444444 1 1 | 0.055555353535356 | 0
Py 0 | 97.111111111110 | 0.52222222222222 | O | -0.3722222222207) | 1

Z A1 | 0477777777798 | 0| 0.62777777777778 | 0

Figura 7 — Tabela do PHP Simplex indicando a variavel que entra

Operagdes mtermédias (mostrar/ocultar detalhes)

Linha p1voé (Linha 1):

2.2222222222222/ 0.44444444444444 =5
0_11111111111111 0A|||||l||||||(|=1
1/0.44444444444444 =225
0.055555555555556 / 0.44444444444444 = 0.125
0/0.44444444444444 =0

Linha 2:
97.111111111111 - (0.52222222222222 * 5) =94.5
0.52222222222222 - (0.52222222222222 * 1) =0

Linha Z:

25.111111111111 - (-0.47777777777778 * 5) = 27.
-0.47777777777778 - (-0.47777777777778 * 1) =
0-(-0.47777777777778 * 2.25) =1.075
0.62777777777778 - (-0.47777777777778 * 0.125) = 0.6875
0-(-0.47777777777778 * 0) =0

5
0

Figura 8 — Operagdes intermediarias do PHP Simplex
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fundador do Buscapé

Operagdes wtermédias (mostrar/ocultar detalhes)

Tabela 3 55| 113 0 0
Base G R P P P Py
P 5505 | 1|22 0125 |0
P4 0 | 945| 0 |-1175 | 04375 | 1
z 2758 0 | 1075 | 06875 | 0

Mostrar os resultados como fragdes.

A solugdo otima é Z=27.5
X1=3
X2=0

Figura 9 — Tabela com o resultado, indicando a quantidade de dgua ideal para o tipo de filtro, de modo que tenha

“lucro” maximo.

3 9 15 21 27 33

Figura 10 — Grafico que mostra o poligono de decisdo (area viavel de uso de agua)

Tivemos como resultado a utilizacdo de 27,5 litros de 4gua para que possamos ter 0 maximo

de 4gua reaproveitada no processo de filtragem.

Através desse modelo, muitos outros, envolvendo problemas podem ser formulados. Como,

por exemplo, a quantidade de filtros necessdria para uma quantidade X de pessoas, a

quantidade de agua desperdicada minima e etc. Um dos levantamentos que pode ser feitos

acerca desse problema de P.L. ¢ sobre a parte geométrica existente nesse sistema de varidveis.

Pode-se também trabalhar com o modelo de Matrizes de sistemas e analise de dados, além de
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mostrar aos alunos a inser¢cdo da matematica em lugares onde ndo se vé€ explicitamente que

ela existe.
Consideracoes Finais

O minicurso busca explicitar caminhos e sugestdes de como utilizar a Modelagem
Matematica em sala de aula, fazendo uma correlacdo da Programacdo Linear com a
Matematica utilizada na algebra linear das escolas — matrizes, sistemas e dados — além de
trazer como topico um tema transversal que ¢ o meio ambiente, usando fatores que sdo
encontrados no dia-a-dia para a constru¢do e execucao do problema. Visto que a andlise de
dados ¢ importante e que o uso de recursos tecnologicos ¢ um dos grandes aliados dos
professores no processo de ensino e aprendizagem, o professor pode propor desafios acerca de
dados obtidos nesse processo de filtragem e além de mais, de temas que envolvam a
matematica e o meio ambiente de forma coligada. O principal objetivo ¢ fazer com que o

aluno perceber o processo que conduz a um produto mais significativo.
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