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Resumo:

O ensino de matrizes nos anos finais da Educacdo Bésica sofre do problema da descontextualizacao,
frequentemente originado pelo fendmeno conhecido como naturalizagdo. Inspirados pelas reflexdes de
Felix Klein no inicio do século XX, denominada pelo proprio de translagdo histdrica, propomos neste
minicurso uma recontextualizacdo do conceito de matrizes e suas operacdes usando como aplicagdo
tecnoldgica motivadora o conjunto de técnicas que permitiu ao Google assumir a dianteira dos
mecanismos de busca: o algoritmo PageRank. Por meio do processo de modelagem matematica do
problema do ranqueamento da grande rede, e de uma sequéncia de atividades, apresentamos o conceito
de matrizes e resolugdo de sistemas lineares como ferramentas para solugdo de um problema real.
Dessa forma objetivamos apontar mais uma direcdo para a desnaturaliza¢do de matrizes, assim como
contribuir para discussdes sobre o contedo matematico na formagao docente.

Palavras-chave: matriz; modelagem matematica; algoritmo de ranking; recontextualizagdo;
dupla descontinuidade.

1. Introduciao

Tecnologia. Vocé certamente deve ter pensado em smartphones, computadores,
videogames, internet. Vocé esta certo! Exemplos ndo faltam a nossa volta: ao efetuar
transacdes bancarias de onde estivermos pelo celular, ao fazer a declaragdo de imposto de
renda no computador e depois envia-la pela internet, a0 armazenar arquivos nas nuvens, ao
utilizar o sistema de localizagdo geografica (GPS), ao ouvir musicas online, ao fazer buscas
na internet usando o Google, ao assistir televisdo com sinal digital, etc. A essa extensa lista
podemos ainda adicionar aplicagdes mais especificas como o langamento de nanossatélites, os

exames médicos de imagem, por exemplo, ressonancia magnética, ultrassonografia 3D e PET
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Scan’, entre muitas outras situagdes. Todos os avangos tecnologicos que a nossa sociedade
vivenciou ao longo da histéria, como por exemplo a Revolucdo Industrial; estd vivenciando e
experimentard nas proximas décadas nas mais diversas areas t€ém pelo menos uma coisa em
comum: foram alavancados pelo conhecimento matematico. Estamos presenciando e vivendo
uma transicdo para a nova era da Internet Das Coisas (10T — Internet Of Things), dos
dispositivos vestiveis (wearables), da nanotecnologia, e a Matematica igualmente tem um
papel preponderante para o desenvolvimento e a consolidacio de cada uma dessas
tecnologias. Um dos nossos grandes desafios como professores ¢ mostrar para os estudantes
esse importante papel que a Matematica desempenha, despertando neles maior interesse pela

disciplina.

Para este minicurso, escolhemos abordar a relagdo entre matrizes ¢ o mecanismo de
ranqueamento de paginas da grande rede realizado pelo Google, conhecido como PageRank.
As discussoes pretendidas tém um potencial de se adaptarem tanto para estudantes do Ensino
Médio, quanto para licenciandos. Além disso, elas podem servir a dois propositos: motivagao

ou aplica¢do do estudo de matrizes.

A proposta de minicurso estd organizada da seguinte forma: na préxima se¢do
apresentamos a justificativa e a fundamentacdo teodrica. Na se¢do 3, discutimos um pouco
sobre o PageRank e sua relacdo com alguns contetidos matematicos. Na se¢cdo 4, fazemos
uma breve descricdo das atividades que pretendemos realizar no minicurso e, por fim,

apontamos algumas perspectivas futuras.

2. Desnaturalizacio, Translacdo Historica e Modelagem: a Fundamentaciao Tedrica

Em geral, 0 ensino de matrizes se d4 de maneira descontextualizada®. Como Bernardes
(2016) indica em sua tese, as matrizes surgiram como uma técnica, contudo, em geral, sdo
apresentadas como um objeto, muitas vezes com fim em si mesmo. Como Giraldo e Roque
(2014) argumentam, ¢ necessario que a visdo naturalizada dos conceitos matematicos seja
superada, sobretudo, nos cursos de formagdo de professores. Ao abordar os conceitos
matematicos de modo naturalizado “sua existéncia, sua importancia e seu papel na
matematica contemporanea sdo assumidos como dados arbitrariamente, sem que sejam

levadas em conta as demandas e tensdes que impulsionaram sua génese.” (GIRALDO &

1 PET Scan sigla em inglés para Tomografia por Emisséo de Positrons.

2 Empregamos aqui o termo “descontextualizado” no sentido empregado por Tatiana Roque. Ver, por exemplo (GIRALDO & ROQUE, 2014).
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ROQUE, 2014, p. 14). E nesse sentido que apontamos para uma recontextualizacio das
matrizes, buscando destacar sutilezas relacionadas ao conceito de matrizes as quais a
tecnologia pode deixar aparente, articulando-as ao ensino.

Entendemos que a perspectiva de visdo naturalizada dos conceitos denunciada por
Giraldo e Roque (e.g., 2014) tem relagdo com o processo de translacdo historica apontado
por Felix Klein j4 no inicio do século XX. Para entender tal processo ¢ fundamental atentar

para o que Klein denunciou como dupla descontinuidade.

Klein lamentou a permanéncia de um sistema de ‘duplo esquecimento’: os iniciantes
dos estudos em matematica tém que esquecer desde o primeiro semestre a
matematica ‘baixa’, aquela tratada na escola. Tendo passeado nas regides superiores
da ciéncia durante as aulas, e passando nos exames para se tornar professor em tais
escolas, ele tem de deixar toda esta matematica alta, para descender aquelas partes
coaguladas. (KLEIN & SCHIMMACK, 1907, p.1 apud SCHUBRING, 2014, p. 49-
50).

Visando desfazer essa dupla descontinuidade,

Klein ndo optou por uma translagéo direta do novo saber matematico para a escola,
mas percebeu a relagdo entre os dois dominios de saber [elementar e superior] como
uma variavel historica, e assim propos lidar com este desenvolvimento histérico
como um processo de elementarizagdo que ele chamou [...] ‘translagdo historica’.
(SCHUBRING, 2014, p. 50).

Klein e Schimmack esclarecem que a translagdo histérica pode ser entendida como o
processo de desenvolvimento da ciéncia no qual “partes superiores e mais complicadas
tornam-se paulatinamente mais elementares, devido ao aumento na capacidade de esclarecer
os conceitos e a simplificagdo da exposicao” (KLEIN & SCHIMMACK, 1907, p.90 apud
SCHUBRING, 2014, p. 50).

Nossa proposta ¢ apresentar um uso para o conceito de matrizes que acreditamos ser,
de certa forma, uma simplificacdo da exposicdo, uma vez que podemos, através da
modelagem de uma situacdo oriunda de uma outra ciéncia, a saber, a Ciéncia da Computacao,
traduzir um problema real que envolve (literalmente) bilhdes de varidveis e técnicas
matematicas avangadas em uma linguagem simples e acessivel para um estudante do nivel
médio. Para este minicurso consideramos a Modelagem Matematica como em Almeida e
Ferruzi (2009), “uma alternativa pedagogica na qual fazemos uma abordagem, por meio da
Matematica, de uma situagdo-problema ndo essencialmente matematica”. Pretendemos,

através das atividades propostas apresentar a Matematica como protagonista no
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desenvolvimento tecnoldgico recente, trazendo assim a tona a dimensdo socio-critica da

Modelagem Matematica, segundo a qual

“As atividades de Modelagem sdo consideradas como oportunidades para explorar
os papéis que a matemdtica desenvolve na sociedade contemporinea. Nem
matemadtica nem Modelagem sdo ‘fins’, mas sim ‘meios’ para questionar a realidade
vivida. Isso ndo significa que os alunos possam desenvolver complexas andlises
sobre a matemdtica no mundo social, mas que Modelagem possui o potencial de

gerar algum nivel de critica”. (BARBOSA, 2001, p. 4).

Além do carater motivador para o estudo de matrizes que dard o tom do minicurso, as
atividades aqui apresentadas podem também ser utilizadas pelo professor como uma aplicagao
posterior a apresentacdo do contetdo. Esperamos, assim, que de uma maneira ou de outra, a
experiéncia propiciada por este minicurso possa ser inspiradora para a pratica docente dos

participantes.

3. PageRank

Desenvolvido inicialmente na Universidade de Stanford a partir de 1995 por Larry
Page, por isso o nome “Page” Rank, e posteriormente contando com a colaboracdo de Sergey
Brin, ambos fundadores do Google, o PageRank (PR) ¢ a métrica utilizada pela ferramenta de
busca do Google para decidir a posicdo em que um site deve aparecer na lista exibida a partir
de uma consulta. O PR de um site varia de 0 a 10, quanto mais proximo de 10 maior ¢ a
possibilidade dele aparecer bem posicionado na tela de resultados do Google.

Podemos pensar no PR como um mecanismo de “votos” que funciona da seguinte
forma: cada link direcionando uma pégina para outra ¢ considerado um “voto”, como se fosse
uma recomendacdo daquela pagina a pagina para a qual o /ink aponta. Quanto maior for o PR
da pagina de onde sai o /ink maior peso terd o “voto” atribuido a pagina de destino. Dessa
maneira, periodicamente, se faz uma espécie de eleicdo para se decidir quais paginas
receberam mais “votos”. O algoritmo PR funciona como o mecanismo de apuracdo desses
votos.

Vamos detalhar tal algoritmo conforme Austin (2008). A cada pagina web P vamos
atribuir uma medida de sua importancia, que denotaremos por /(P). Suponha, entdo, que a

pagina P; possui [; links. Se um desses links apontar para a pagina P;, entdo P; ird passar 1/1;

de sua importancia para P;. Dessa forma a importincia de P; serd a soma de todas as
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contribui¢des trazidas pelas paginas que apontam para ela. Sendo assim, se denotarmos por B;

o conjunto de todas as paginas que possuem /ink para P;, entdo:
ey=y 2
PjeB; J
A expressdo acima revela que para determinar a importdncia de uma pagina, primeiro
precisamos conhecer a importancia de cada uma das paginas com /inks que apontam para ela.
Isso, em um primeiro momento, pode dar a impressao de que estamos aprisionados em uma

espécie de loop. No entanto, quando reformulamos nosso problema em um contexto matricial
percebemos que este ndo ¢ o caso. De fato, consideremos a matriz H = [Hi j] definida da

seguinte forma:

Hl" =

{ 1/l}, .S‘erEBi
]

0, caso contrario

Seja ainda o vetor I = [I(P;)] cujas componentes sdo as importancias de cada uma das
paginas P;. Percebemos, entdo, que a condi¢do acima, que define a importancia da pagina P;,
pode ser expressa como I = H.I. Isto €, o vetor / ¢ um autovetor da matriz H com autovalor

correspondente igual a 1.
Vejamos um exemplo. Considere o esquema indicado na Figura 1 contendo uma web

formada por 4 péaginas e os respectivos links entre elas, representados na figura pelas setas.

=
©

Figura 1: Web formada por 4 péginas e links entre elas.

|

o=
|

Nesse caso, [; = 2,1, = 1,13 = 1 e I, = 3. Portanto, a matriz H € igual a

0 1 0 1/3
H = 1/2 0 1 1/3

0 0 o0 1/3]

1/2 0 o0 0

O vetor de importancia I = (I(Py), I(P,),I(P3),1(P)) é a solucdo da equacdo:
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0 1 0 1/311I(Py) 1(Py)
1/2 0 1 1/3|{I(P)| _|I(Py)
0 0 o 1/3|[IP)| |I(Pa)]
1/2 0 o o IR I(R)

Uma solugdo possivel, j4 que o sistema tem infinitas solugdes, é I = (6,5,1,3). O que
significa que a pagina 1 ¢ a mais importante nessa web, seguida das paginas 2, 4 e 3, nessa
ordem. Em termos probabilisticos, podemos pensar o vetor / como uma distribui¢do de
probabilidade, isto ¢, que a soma de todas as suas coordenadas seja igual a 1. Nesse caso,
temos I = (0,4;0,33;0,07;0,2).

A modelagem que foi estabelecida nos permite explorar os seguintes topicos: sistemas
lineares, traducdo de sistemas lineares para matrizes, motivar a defini¢do da multiplicagdo
entre matrizes, métodos iterativos ¢ numéricos, matrizes estocasticas, autovalores ¢

autovetores e grafos.

4. Atividades

Pretendemos desenvolver no minicurso atividades baseadas em um modelo reduzido
do PageRank considerando webs contendo um numero pequeno de paginas e a relagdo de
links entre elas, como mostrado na Figura 1. Inspirados em Batti (2015), exploraremos
situacOes nas quais o desenvolvedor de uma pagina pode avaliar o impacto causado no
ranqueamento de sua pagina com a inser¢ao de uma nova pagina. Apresentaremos um applet
feito no Geogebra em que o aluno pode experimentar diversas situacdes de diferentes webs e,
entdo, conjecturar como os /inks afetam o ranqueamento das paginas. Introduziremos, na
medida do possivel, algumas técnicas que permitem resolver casos mais proximos do real,
envolvendo grande quantidade de paginas na web, como o método iterativo para encontrar
solugdes estacionarias, bem como a defini¢do da matriz Google, introduzindo no modelo

apresentado uma nova matriz conhecida como matriz de teletransporte.

As atividades abordadas envolvem os conceitos de matrizes, sistemas lineares,
autovalores e autovetores, cadeias de Markov e grafos. No minicurso enfocaremos os

conceitos de matrizes e de sistemas lineares.

Também pretendemos apresentar o sofiware Maxima como uma ferramenta para
resolver sistemas lineares, a partir da apresentacdo de redes com um niimero maior de paginas
linkadas, usando como exemplo a pagina da SBEM para montar um modelo em menor escala

do PageRank. Destacamos, ainda, que este minicurso pode contribuir para o enriquecimento

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica
ISSN 2178-034X

u;l



a) Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades

\4
Sociedads Sao Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016 ‘ \
Brasileiraﬂde \ \
S MINICURSO W

Encontro Nacional de Educagao Matematic

do conhecimento matematico do futuro professor. Assim, pretendemos também discutir ao
final das atividades como o seu desenvolvimento pode contribuir para o ensino e a
aprendizagem de matrizes, na medida em que amplia o repertdrio do professor para além do

lugar comum da abordagem desse conceito.
5. Consideragoes Finais e Perspectivas

Por fim, gostariamos, de destacar a importancia de se atentar para as implicagdes que
abordagens naturalizadas podem trazer para a formag¢ao de modo geral, especialmente no que
diz respeito a um conhecimento sem fundamento, isto ¢, um conhecimento que nao permite ao
sujeito fazer articulagdes e conexdes que ultrapassem os exemplos e a forma com que o

contetdo lhe foi apresentado.

Entendemos que a proposta aqui apresentada ndo tem inten¢do de sanar todos os
problemas e as caréncias relacionadas ao ensino de matrizes. Nossa intengdo ¢ de mostrar
como ¢ possivel apresentar para alunos da Educacdo Bésica desenvolvimentos matematicos
de ponta e recentes. Reflexdes sobre atividades como as propostas neste minicurso parecem
ser promissoras nas discussdes sobre formacdo de professores, sobretudo, num cenario como
o da Educagdo Brasileira em que a lista de conteudos a serem estudados pelos jovens na
Educacdo Basica ¢ muito extensa, perdendo-se, muitas vezes a oportunidade de discutir mais
profundamente algum tema, sob a justificativa de que ¢ preciso cumprir um programa. Além
disso, destacamos que o uso da tecnologia permite que se ultrapasse as barreiras impostas
pelas orientagdes curriculares. Quem poderia imaginar nossos estudantes do Ensino Médio
trabalhando com matrizes de ordens superiores a 10 ou mesmo avaliando a convergéncia de

um algoritmo numérico?

Nesse sentido, defendemos a autonomia do professor na selecdo de materiais e temas
para serem abordados em suas salas. Para tanto, ¢ fundamental que o professor tenha um
conhecimento matematico solido; entendemos que essa solidez ndo se d4 em “mais
Matematica” apenas, mas também na possibilidade de revisitacdo da matematica ja conhecida
e aprendida com vistas para o ensino. No caso da proposta de atividades para este minicurso a
ideia é ndo apenas apresentar um desenvolvimento de ponta, mas também motivar o estudo da
Matematica em geral. A motivacdo vai ao encontro da perspectiva de desnaturalizar os
conceitos matematicos apresentados na medida em que esperamos, por exemplo, que os

participantes compreendam por que o produto de matrizes ¢ definido como tal.
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Esperamos que as discussdes ocorridas durante o minicurso facam os participantes
refletirem sobre a sua [futura] pratica. Também buscamos fomentar uma interagdo entre a
Matematica e a Educacdo Matematica, especialmente visando a melhoria da formagdo do
professor de Matematica, em face do papel que pesquisadores dessas duas areas t€ém nas
licenciaturas e devido a importancia das discussdes sobre o conhecimento de contetido

matematico na formag¢ao desses profissionais.
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