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Resumo:
Uma curva pode interceptar a si propria, ser fechada ou desenvolver-se em espiral em

torno de um ponto. Pode ser considerada como trajetéria de uma particula que se desloca no
plano durante um intervalo de tempo. O estudo de tais trajetorias consiste em determinar as
coordenadas de um ponto arbitrario P da curva e expressa-lo como fun¢des de um parametro t.
Tal descricdo ¢ chamada de curva paramétrica. Refere-se a fungdes de uma variavel real, no
Célculo estuda-se essas funcdes (y = f(x)) em coordenadas retangulares, depois em
coordenadas polares (r = f(0)), fazendo mudanca de varidvel, sdo chamadas de curvas
classicas. Como: Limagon, Cardioide, Rosacea, Lemniscata de Beroulli, Cicloide, Catenaria,
Folium de Descarte entre outras [1, 2, 3]. O objetivo foi estudar a geometria das curvas
classicas planas em coordenadas polares, usando o software GeoGebra para tragar suas
trajetorias e entender seus comportamentos.

Palavras-chave: Curvas classicas; coordenadas polares; software GeoGebra.

1. Introduciao

0 lugar geométrico dos pontos de um plano que satisfaz uma determinada condigdo ¢
chamado curva plana. Esta condicdo chama-se lei degeracdo e a expressdo matematica que

traduz este lugar geométrico chama-se equacao da curva [1].

Na Geometria, a ideia de movimento foi idealizada por gedmetras gregos através de

instrumentos que pudessem descrever curvas mecanicamente definidas. E o problema de
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estimar de forma precisa as propriedades geométricas de curvas no plano ¢ reconhecidamente

importante em diferentes dominios da ciéncia, tais como a modelagem geométrica [2].

Na Geometria Analitica, uma curva no plano IR? ¢ um conjunto de pontos (x,y) € IR, tais
que satisfazem uma equacao do tipo F(x, y) = 0, denominada de equag¢do na forma implicita.

A figura 1 mostra alguns exemplos de curvas nessa classe de subconjuntos do IR? [3].

No contexto de Geometria Diferencial, em vez de considerar curvas descritas na forma
implicita, considera-se a ideia intuitiva que uma curva deve descrever a trajetoria continua do
movimento de uma particula sobre o plano. Considerando que um ponto o(t) representa a
posi¢do de uma particula em movimento continuo, quando o tempo t varia em um intervalo
[a,b], considera-se o conjunto U C = {a(t) = (x(t), y(t)), t € I = [a, b]}, que descreve todo o
movimento da particula. Sendo assim, a curva C ¢ chamado de parametrizagdo de a e t ¢
denominado o parametro da curva a [3]. Se a curva a estd definida em um intervalo fechado I
= [a, b], os pontos a(a) e o(b) sdo chamados de ponto inicial e ponto final de a,
respectivamente. Se o estd definida num intervalo I = [a, b] e a(a) = a(b), a ¢ denominada
uma curva fechada. Uma curva a: IR — IR? ¢ dita periddica se existe um numero real 1 > 0,

tal que a(t + 1) = a(t), paratodo t € IR [3, 4].

Com o objetivo de apresentar o comportamento geométrico das curvas na forma
paramétrica e em coordenadas polares usando o software GeoGebra, para tracar suas
trajetorias e obter um melhor entendimento de suas defini¢des, este artigo esta dividido em
duas partes: uma algébrica e a outra geométrica, a qual sdo apresentadas as curvas classicas
planas denominadas por Limagon, Cardidide (caso particular da Limagon), Rosécea,
Lemniscata de Bernoulli, Espiral de Arquimedes, Espiral de Bernoulli (Espiral Logaritmica),

Cicloide, Hipocicloide, Astroide, Catenaria, Folium de Descarte e Epicicloide [4, 5].

2. Sistema de Coordenadas Polares
2.1. Representacio das coordenadas polares
Para cada ponto P(x, y) do plano cartesiano pode-se associar as coordenadas polares

P(r, ), como mostra a figura 1.

2 XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica
ISSN 2178-034X



= N
I = m i Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades \\\ j\l
Sociedade Séao Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016 \\
Brasileira de
Educagao POSTER \\\\\\\

Matematica
Encontro Nacional de Educagao Matematic

P(xy)ouP(r8)

OA eixo polar

Figura 1. Representag@o do ponto P em coordenada polar.
Observando a figura 1, tém-se o ponto O denominado polo ou origem, a semirreta AO
¢ o eixo polar, o segmento r ¢ a distancia da origem ao ponto P, P(r, 0), onde 0 representa a

medida do dngulo em graus.

2.2, Relacio entre o sistema de coordenadas cartesianas e o sistema de
coordenadas polares.

No plano cartesiano localiza-se um ponto P qualquer e traca suas projegdes com

relagdo aos eixos coordenados obtendo-se um tridangulo retangulo, como mostra a figura 2.

Usando o Teorema de Pitdgoras, obtém-se as equagdes:

x =1 cos(0), (1)
y =1 sen(0). (2)
Assim, o ponto P em coordenadas polares ¢ definido por
P(I', e) = (ra e) = ('ra e + H) = (ra e+ 2kH)9 ( 3 )
A
P(X,Y) ou P(r, B)

Figura 2: Ponto P em coordenada cartesiana e coordenada polar

3. O tracado das curvas classicas em coordenadas polares.
3.1. O tracado das curvas classicas em coordenadas polares sem o uso do
software GeoGebra.
Considerando o plano polar (ver figura 3), traca-se as curvas classicas descritas na
forma implicita F(r, ) = 0.
E comum apresentar essa equagio na forma reduzida r = f (). Para esbogar os graficos

das curvas cléssicas no plano polar, sem o recurso do software GeoGebra, basta seguir os
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seguintes procedimentos: (i) Calcular os pontos de maximos e/ou de minimos; (ii)
Encontrar os valores de 0 para os quais a curva passa pelo polo; (iii) Verificar a simetria,
que pode acontecer quando substitui r por —r em F(r, 0) = 0 e ela ndo ¢ alterada, logo
existe simetria em relagdo a origem, e se substituir 0 por — 0, existe simetria em relagdo ao
eixo polar; e se a equagdo ndo se altera quando substituirmos 0 por m - 0, entdo existe

simetria em relagdo ao eixo 6 =1/2 ( eixo dosy ).

Figura 3: Plano polar.

A figura 4, mostra uma curva classica tragada no plano polar sem o recurso do

software GeoGebra

0 cosd 1-cosé r

0° 1 0 0

30° 0,866 0,134 0,268

60° 0,5 05 1

90° 0 1 2 A
120° -05 15 3

150° - 0,866 1,866 3,732

180° -1 2 4

Figura 4 Cardidide (r=2(1 - cos 0)).
3.2. O tracado das curvas classicas em coordenadas polares com o uso do

software GeoGebra

O software GeoGebra de licenca livre, possibilita o desenvolvimento de pesquisas e
investigagdes. Este software auxilia na exploragdo visual e na integracdo da algebra e da
geometria que favorece o entendimento dos conteidos a serem investigados. O acesso a
sua interface ¢ simples, pois apresenta uma janela inicial dividida em duas: parte algébrica,
que pode ser fechada se necessario, e parte geométrica para visualizar os graficos (Ver
Figura 5).
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Figura 5. Interface do GeoGebra

3.2.1. Exemplos.
(a) Limacons
Sdo trés os tipos de de limagons: as cardioides, as limagons com lago e sem lago,
cujas equagdes polares, com a e b constantes nao nulas, se restringem a:
r=axb.cos0 (4)
r=axb.senb (5)
Note que na equagdo (4) existe simetria em relagdo ao eixo polar, enquanto que na equacao

(5) existe simetria em relagdo ao eixo de 90° [6].

(b) Cardiéides (Jaj=|b|)

7 N

r=a=+b- cosf

r=a+b- send

Figura 6.

(c) Limacgon sem laco (|aj>|b|)

r=a+b- cost r=axb- senf

Figura 7
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(d) Limacon com lago (|aj<|b|)

NN S
.’\/l J

|
r=axb- cosf r=azxb- senf
Figura 8
(e) Rosaceas
A equagdo polar da rosaceas coma € IR", n € Z* - {1}, é:
r=a. cos (no) (6)
r=a.sen (nf) @)

A quantidade de pétalas ¢ obtida do seguinte fato:

e 2n, se n for par.

e 1, sen for impar.

r=a- cos (nd) r=a- sen (nf)

figura 9
A ] d ° a=2
A D OO £ N e =2 )
¥ Janela de Algebra X| | ¥ Janela de Visualizagao
S|ay A O ac~
Cunva Paramétrica 5
o x=3 cos (6 t) cos(t) 0<t<628
® 3 cos(68) sen(y) [ OSSO
Funcdo
1(x) = 3 cos (6x) 4
4
8 4 a 4
r=3.sen (58)
Figura 10

(f) Lemniscatas
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S3o curvas com equagdes do tipo r2 = a.cos( 20 ) ou r2 = a.sen( 20 ), com a € IR". Note
que se a € positivo, tanto cos (20) quanto sen (20) sdo positivos e se a € negativo, tanto cos

(26) quanto sen (20) sdo negativos, visto que r>>0

D Q |
o 0
2 0 a 2 -1 oa 1 2 T T - -
F=2sen (26)
-1

rF=2sen(-286)

rF=-2cos(26)

o

Figura 11

4. Consideragoes Finais

O objetivo principal dessa pesquisa foi estudar a geometria das curvas cldssicas planas
em coordenadas polares. Os resultados mostraram que tragar as geometrias das curvas
classicas (Limacon, Cardidide, Rosacea, Lemniscata, Espirais, Cicloide, Hipocicldide,
Astroide, Catenaria, Folium de Descarte e Epicicloide podem ser realizadas de duas
formas, com e sem o recurso do software GeoGebra, mas com o auxilio deste software os
resultados foram rapidos de serem encontrados e seu entendimento simples. Logo, saber

usar o software GeoGebra ¢ de grande interesse neste estudo realizado.
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