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Investigando pavimentacoes do plano por
poligonos regulares: uma atividade construida e
desenvolvida por uma turma de licenciandos

Resumo:

Este relato descreve uma atividade de investigagdo que foi
elaborada e desenvolvida pela turma da disciplina de
Instrumentalizagdo para o Ensino da Matematica IV-M (60h) -
Geometria do semestre 2024.1 da Universidade Estadual de Feira
de Santana e realizada no Colégio Estadual de Tempo Integral
Professora Ana Angélica Vergne de Morais no dia 18 de julho de
2024 para uma sala do 9° ano. A proposta objetivou conduzir os
alunos a compreenderem o conceito de pavimentagdes do plano
por poligonos regulares, além disso, trabalhar conceitos
geométricos por meio da construgdo de bases caleidoscdpicas e
posterior visualizagdo das respectivas pavimentacdes nos
caleidoscépios. Esta experiéncia mostrou-se significativa,
principalmente, pela potencialidade percebida para estimular o
raciocinio lagico, incentivar o levantamento e questionamento de
hipéteses, além da atracao visual das pavimentacdes visualizadas
nos caleidoscopios.

Palavras-chaves: Pavimentagdes. Poligonos. Ladrilhamento.
Caleidoscopio. Atividade de investigagao.
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M (60h) - Geometria1 (INEM 1V-M) do quarto

' Ementa: “Deve-se objetivar através dessa atividade a (re) colocagdo da geometria nos curriculos da Educagéo Basica.
Para tanto, estara constantemente sendo alimentada pelas dificuldades encontradas nas relagdes entre a Educagado
Basica e esse saber matematico. Na perspectiva da interdisciplinaridade, é valido ressaltar que os alunos estardo fazendo
a recontextualizagdo pedagdgica de todas as disciplinas de carater geométrico, estudo que se iniciou no 1° semestre. E
nesse momento que se tera a oportunidade de discutir formas simplificadas de inser¢gdo nos Anos Finais do Ensino
Fundamental e no Ensino Médio de situagdes-problemas que sdo trabalhadas nas disciplinas de LET 602 Sistema
Geomeétrico de Representacdo, EXA 374 Geometria Analitica, EXA 375 Geometria Euclidiana Plana e EXA 380 Geometria
Euclidiana Espacial. Esta disciplina devera oferecer ao discente a oportunidade de trabalhar com a Geometria de forma
dindmica. A pratica deve ser pensada a partir da analise e producao de material curricular e didatico na perspectiva da

Educagdo Matematica Critica.” (Uefs, 2028, p. 40).
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semestre da grade curricular do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de
Feira de Santana (UEFS), conforme entendemos, preza por oferecer oportunidades de trabalhar com
a Geometria de forma dindmica, analisando praticas, produzindo e analisando material curricular. O
trabalho com caleidoscépios no ensino de geometria tem sido desenvolvido com estudantes desta
disciplina, conforme explicitado em Santos e Batistela (2013), Batistela e Santos (2013), Oliveira
(2014), Nascimento e Batistela (2021), entre outros.

No primeiro semestre do ano letivo de 2024, entre outras atividades desenvolvidas em INEM
IV-M, vivenciamos2 uma experiéncia em que enquanto licenciandos vivenciamos a proposta utilizando
a ferramenta Polypad3 e a construgdo das bases pelo método proposto por Murari (1999)4. A
proposta desenvolvida na escola utiliza o kit de poligonos regulares proposto por Santos (2006) e a
construcdo das bases a partir de uma regido triangular, que possibilita trabalhar com conceitos e
propriedades geomeétricas. O delineamento da atividade investigativa foi realizado por toda a turma de
maneira conjunta e dialogada.

Assim, sob a supervisdo da professora de INEM IV-M, os 14 licenciandos em Matematica,
desenvolveram a atividade com 23 alunos, em uma turma do 9° ano do Colégio Professora Ana
Angélica Vergne de Morais. Cada licenciando5 ficou responsavel por conduzir a proposta com o0s
alunos organizados em grupos com trés ou quatro integrantes. A turma foi escolhida devido ao fato
de uma das licenciandas ja estar realizando atividades de estagio nesta sala.

Esta experiéncia foi considerada significativa por ter sido uma producao coletiva que em sua
elaboracgdo e desenvolvimento demandou uma gestdo dindmica em que todos os envolvidos podiam
opinar, bem como, pela situagdo vivenciada que necessitou de ajustes, porém nosso planejamento
nos passava seguranga em realizar mudancas.

2 Pavimentagoes do plano por poligonos regulares

De acordo com Santos (2014), pavimentacdo ou ladrilhamento “consiste em revestir um
determinado plano com estruturas geométricas, ladrilhos, de maneira que ndo sobrem espacos vazios

2 Importante informar que a exigéncia do evento, que diz da obrigatoriedade de todos os autores e coautores estarem
inscritos no evento, impediu que uma das autoras fosse incluida. Trata-se da estudante Micaele Silva Ferreira.

3 Acesso em: https://polypad.amplify.com/p.

4 0 método proposto por Murari (1999): “as linha(s) de simetria de uma pavimentag&o que é (sdo) também linha(s) de
simetria de um ou mais poligonos distintos (configuracbes monoedrais ou poliedrais, conforme o caso) dessa
pavimentagao, formardo “redes” de tridangulos congruentes com os mesmos padrdes de segmentos de reta formados em
cada tridngulo da tal rede. Tais segmentos podem ser provenientes dos lados dos poligonos que comp6em a configuragao,
isto é, conterdo segmentos (multiplos) de lados (um ou mais) de poligonos que formam a pavimentagdo ou parte das
linhas de simetria da pavimentagdo. Descobrindo, numa por¢do da pavimentagdo, tridngulos eqiilateros (para
configuragdes: (3,3,3,3,3,3), (3,12,12), (4,6,12), (3,4,6,4), (6,6,6) e (3,6,3,6)) e isdsceles (para configuragdes: (4,4,4,4) e
(4,8,8)), formados pelas linhas de simetrias das redes, teremos, entdo, reveladas as bases para pavimentagdes do plano.
(Murari, 1999, p.131).

% Neste texto utilizaremos a expressdo “alunos” para nos referir aos estudantes da Educago Basica e “licenciandos” para

estudantes da Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Feira de Santana.
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e nenhuma estrutura sobreponha as outras.” (Santos, 2014, p. 15). Para mais, o ladrilhamento é
constantemente utilizado em diversas aplicagdes do dia a dia, a exemplo da arquitetura, do design de
interiores, da pavimentagao, da arte, da estamparia de tecidos, dentre outros.

O livro Matematica na Pratica — modulo |: Desafio Geométrico traz a contextualizagdo sobre
ladrilhamento por meio da cantiga popular "Se essa rua fosse minha...", apresentando um desafio
proposto pela propria cangdo: ladrilhar uma rua inteira com pedrinhas de brilhantes. Os autores
expdem que se estivéssemos diante desse mesmo cenario retratado na cantiga em 4.000 a.C., esse
desafio ja estaria resolvido a uma vez que civilizagdes como o0s egipcios, arabes e outros povos, ja
naquela época, possuiam um amplo conhecimento geomeétrico e utilizavam o ladrilhamento na
construcao dos seus templos, castelos e obras de arte. Seus padrdes impressionantes sao admirados
até os dias de hoje.

O ladrilhamento, principalmente por ladrilhos retangulares, € comum no revestimento de
superficies por azulejos ou pisos. A disposicao sistematica das pegas permite cobrir o plano continua
e uniformemente sem deixar areas expostas ou sobreposi¢des. Contudo, o processo sistematico de
dispor uma quantidade finita de ladrilhos ndo se restringe aos de quatro lados. Esse recobrimento
pode ser estendido a ladrilhos cujos tamanhos dos lados sejam congruentes e 0 numero de lados
sejam trés e seis, como 0s hexagonos regulares, o qual possui lados e dngulos congruentes. Também
pode-se ladrilhar reunindo sistematicamente outros poligonos distintos combinados. Para além de
contextos de usabilidade do ladrilhamento com pisos, azulejos, na natureza etc, o conceito de
pavimentacao € rico e complexo do ponto de vista matematico, envolve a soma dos angulos ao redor
de um vértice e a simetria dos poligonos e da pavimentacao.

Um dos aspectos fascinantes do trabalho com pavimentagdes diz das inumeras maneiras de
cobrir um plano integralmente. Destacamos que, a constru¢do das bases para visualizagao de
pavimentacdes possibilita o trabalho com conceitos e propriedades fundamentais da geometria e
podem ser uma oportunidade de trabalhar com régua e compasso.

Os ladrilhos explorados na atividade sdo os ladrilhamentos que chamamos de bem-
comportados. Isto significa que devem obedecer a trés condicbes ou as regras de bom
comportamento, sendo eles: Ndo haver lacunas ou sobreposi¢oes entre eles; A soma dos angulos
internos ao redor de um vértice deve ser 360° O mesmo arranjo/configuracdo dos poligonos ao redor
do vértice. E valido destacar que também foi trabalhado com os alunos os casos em que 0s
ladrilhamentos ndo obedecem a algum desses critérios, e por conta disso, ndo é possivel pavimentar
um plano completamente. Trabalhar os casos que ocorriam e ndo ocorriam a pavimentagdo completa
sao essenciais para o desenvolvimento da proposta, dessa forma, podemos contemplar a seguinte
habilidade da Base Nacional Comum Curricular (BNCC):

(EFO7MA27) Calcular medidas de angulos internos de poligonos regulares,
sem o0 uso de férmulas, e estabelecer relagdes entre angulos internos e
externos de poligonos, preferencialmente vinculadas a construgdo de
mosaicos e de ladrilhamentos. (Brasil, 2018, p. 309).
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Diante do exposto acima, a atividade a que nos referimos neste relato explora o conceito de
pavimentagdo, por meio da manipulacdo de poligonos regulares recortados em papel cartdo,
investigando as condigbes necessarias para ladrilhar um plano sem deixar espago ou sobreposicao.
Para a visualizacdo de algumas pavimentagOes utilizamos caleidoscopios educacionais de trés
espelhos, modificado para o trabalho em grupo, um dos instrumentos do conjunto explicitado por
Batistela (2005).

3 A tarefa e seu desenvolvimento no 9° ano

A atividade foi desenvolvida em duas horas aula (100 minutos) e dividida em duas partes, uma
que se concentra em levar os alunos a conceituar pavimentagdo do plano por poligonos regulares,
por meio da exploragdo da juncdo de poligonos - recortados em papel - ao redor de um vértice e
soma dos angulos dos poligonos arranjados, passando pelo exemplo da configuragdo (5, 5, 10) que
nao pavimenta o plano, mas cuja soma dos angulos ao redor do vértice totaliza 360° e, por um
exemplo sobre a ordem dos poligonos ao redor do vértice nas pavimentagoes (3,6,3,6) e (3,3,6,6).
Na outra parte os alunos seguiam instrugdes para desenhar e colorir regides triangulares, que, quando
colocadas no interior dos caleidoscdpios com trés espelhos permitem a visualizagdo de alguma
pavimentacgdo 1-uniforme.6 As duas partes sdo conectadas por meio de um questionamento sobre a
possibilidade de visualizagdo da pavimentagao (3,6,3,6) no caleidoscdpio. A seguir os poligonos que
compdem o kit poligonos (Figura 1).

Figura 1 - Kit poligonos

10000

1 VIILG. Tilavvilauuv lJUIa witia uc 1NLIve 1v=ivl.

A ficha de trabalho foi composta por trés etapas. Na Etapa 1 (Figura 2), o foco esta em juntar
poligonos ao redor de um vértice. Com isso, primeiro os alunos organizaram os poligonos recortados
sobre a carteira ao redor de um unico vértice, sem sobrepor ou deixar espacos entre eles.

® As pavimentages 1-uniforme caracterizam-se por apresentarem, em cada vértice da pavimentago, a mesma disposigio
dos poligonos, ou seja, a sequéncia de poligonos ao redor de cada vértice € a mesma em todos os vértices do plano.
Essas pavimentagdes seguem regras especificas, como a soma dos angulos internos ao redor de cada vértice ser igual a
360°, e sdo classificadas em 11 tipos distintos no plano euclidiano.
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Figura 2 - Ficha 1 e desenvolvimento da atividade na escola

FICHA DE TRABALHO: KIT POLIGONOS

Fonte: elaborado pela turma de INEM IV-M.

Em seguida, a criacdo de seis arranjos diferentes de poligonos, colando-os em uma folha em
branco e nomeando cada um dos arranjos. Apds isso, o célculo da soma dos angulos internos dos
poligonos de cada arranjo utilizando uma tabela fornecida na atividade com os valores de angulos
para cada tipo de poligono. Eles analisaram se alguma soma ultrapassava de 360° ou ndo chegava a
360°, além disso, refletiram sobre o que os arranjos com soma exata de 360° tém em comum. Por
fim, determinaram as condicdes necessarias para completar o entorno de um vértice perfeitamente
com os poligonos. Houve demora dos estudantes na realizacdo da soma dos angulos dos arranjos.
Numa proxima oportunidade, recomendamos que os alunos utilizem calculadoras para realizar os
calculos, uma vez que, em nosso entendimento, o tempo despendido com as operagdes
comprometeu a atividade, na medida em que ajustamos passando da Etapa 1 para a Etapa 3.

A respeito da Etapa 2 (Figura 3) nao foi possivel de ser desenvolvida com os alunos pois, ante
0 tempo que nos restou apés a realizagcdo da Etapa 1, optamos por iniciarmos o trabalho com a
construgdo das bases que envolvia os caleidoscopios. Nessa etapa, os alunos utilizariam um decagono
e dois pentagonos para formar o arranjo (5,5,10), destaca-se que € importante que os alunos
observem que estes poligonos ndo pavimentam o plano completamente, embora a soma dos angulos
dos pentagonos e do decagono totalize 360°. Em seguida, deveriam criar um novo arranjo com dois
triangulos e dois hexagonos e discutem se a ordem dos poligonos ao redor do vértice influencia o
resultado, comparando arranjos como (3,6,3,6) e (3,3,6,6). Nessa etapa, explora-se a possibilidade
de pavimentar o plano com padrdes que podem ser replicados infinitamente, como o arranjo (3,6,3,6),
e discute-se a visualizagdo desses padrdes com auxilio de um caleidoscopio.
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Figura 3 - Ficha de trabalho, etapa 2.

ETAPA 2 - Avangando para o conceito de pavimentagio 2) Forme um arranjo que inclua 2 tridngulos e 2 hexigonos
a) Existe diferenga entre a manecira com que escolhemos a ordem dos poligonos? Por
1) Com um decigono ¢ dois pentigonos, wtilizando um dnico vértice como centro, forma uma exemplo, (3,6,3,6) ¢ diferente {3,3,6,6)7

figura com o arranjo (10,3,5).

) Observe a figura ahaixo

Ela € uma figura bastante interessante, pois tem o vértice ladeado pelos
entanto, cla ndo completa o plano ¢ nem pavimente. Veja as pequenas "o,
que ficaram de fora da nossa brincadeira. Isso nio acontece na configuw
exemplo, que & um grande tabuleiro de dama.

XAgonos 20 redor, ¢ no vértice 2 também
ordem. Nos vértices | temos o
o redor do vértice, mas

arranjo (3,63,
no sentide anti-h

iz , entio temos o armanjo
{3,3,6,6). A figura acima pode ser completada sucessivamente até o infinito.

Pergunta: teria como fazermos uma porglo da figura, co
esta pavimentagio até o infinite? Resposta: Sim, teria como. Podemos construir uma “base
Frgura Feng shul R, e d . -

Figura Feng shu que p a visualizago da pav (3.6,3.6).

ar no cabeidoscdpio e visualizar

Fonte: elaborado pela turma de INEM IV-M.

Ademais, na Etapa 3, os alunos constroem bases para visualizagdo no caleidoscopio (Figura
4). A base para visualizagao da pavimentacao (3,6,3,6) deveria ser construida num tridngulo equilatero
de cartolina, com medidas adequadas para perfeito ajuste entre os trés espelhos do caleidoscopio,
por meio da unido dos trés pontos médios dos lados do tridngulo de cartolina e colorindo-o com cores
diferentes. Conforme figura abaixo:

Figura 4 - Base para visualizagdo da pavimentag&o (3,6,3,6)

A
A

Fonte: elaborado pelas autoras.

A construcao da base (3,4,6,4) solicita: i) Marque o ponto médio de um dos lados do tridngulo
e chame-o de M; ii) Utilize o transferidor, posicionando-o sobre o ponto M, alinhando-o com o lado
do tridngulo;; iii) A partir de M, meca e marque dois angulos de 45° no lado do tridngulo; iv) Trace
uma reta pontilhada a partir de M nos dois angulos marcados até que cada uma intercepte um dos
outros dois lados do triangulo. Nomeie os pontos de intersecdo como A e B; v) Por meio de régua e
esquadro, trace as retas perpendiculares de A e B ao primeiro lado do tridngulo; vi) Una os pontos A
e B, formando um retangulo dentro do tridngulo original; vii) Pinte o tridngulo maior de uma cor, o
retdngulo de outra e os dois tridngulos menores com uma terceira cor; viii) Posicione a base
construida entre os trés espelhos e aprecie o visual obtido.

A terceira base solicita que, com o caleidoscopio isosceles retdngulo, construa uma base para
visualizar um tabuleiro de xadrez. A ultima era uma construgéo livre numa base de tridngulo equilatero
ou isosceles retangulo.
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Essa atividade de investigagdo articula conceitos geométricos e visuais, promovendo o0
desenvolvimento de habilidades matematicas por meio da investigacdo das propriedades dos
poligonos e dos padrdes que emergem de suas combinagdes. Por meio da construgdo das bases para
visualizagdo das pavimentacgdes sdo trabalhados conceitos e propriedades de figuras geomeétricas.

4 Consideragoes finais

No que se refere a nossa formagdo como professores, a experiéncia vivenciada revelou a
importancia do planejamento ao mesmo tempo em que a realizagdo de ajustes pode-se tornar uma
necessidade, em detrimento da ndo cumprimento do objetivo da atividade. O desafio de despertar o
interesse dos alunos e envolvé-los na atividade esteve presente desde a elaboragdo da proposta. A
atividade investigativa mostrou-se adequada ao trabalho com ladrilhamento, pois conduz os alunos
ao entendimento e envolve o trabalho com conceitos geométricos fundamentais. A construgdo do
conceito de pavimentagdo do plano por meio de poligonos regulares e a exploragdo de visuais de
algumas pavimentacgdes por meio dos caleidoscopios, e o desafio de construgdo de bases mostrou-
se favoravel para o despertar da criatividade e da percepg¢ao espacial.

No entanto, apesar do bom desenvolvimento da atividade, os licenciandos destacaram que o
tempo limitado representou um desafio significativo. O carater interativo e a profundidade dos
conceitos exigiram mais tempo do que o disponivel, o que exigiu um ajuste. De forma geral, os
licenciandos reconheceram que a atividade foi bem-sucedida e reforgam a importancia de iniciativas
pedagodgicas que integram teoria e pratica no ensino da matematica e de praticas pedagdgicas
exploratorias que busquem tornar a matematica mais acessivel.
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