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Explorando produtos notaveis por composicao de areas
de retangulos com sinal: Uma abordagem pedagogica
inovadora

Resumo:

Este texto apresenta resultados parciais de uma pesquisa em
desenvolvimento, que investiga o ensino de produtos notaveis por meio
de areas de retdngulos com sinal. Busca estabelecer uma representacao
geométrica inovadora para os produtos notaveis, possibilitando aos
estudantes nesse processo a criacao de hipoteses, o teste e a validagao
de conjecturas. A pesquisa adotou uma abordagem qualitativa carater
qualitativo em que foi realizado um Estudo de Caso com estudantes da
Educagao Basica aplicando um novo recurso didatico a fim de verificar o
avanco dos estudantes quanto a sua aprendizagem sobre produtos
notaveis e expressoes algébricas, fomentando para os professores uma
estratégia para o ensino. Os resultados e as discussdes até o0 momento
apontam que os produtos notaveis podem ser abordados de forma mais
dindmica e visual, em que diferentes abordagens e reformulagdes sdo
imprescindiveis para sua compreensao.
Palavras-chaves: Areas. Areas de retangulos. Produtos notaveis.
Materiais manipulaveis. Aprendizagem matematica.

1 Introducao

0 aprendizado da matematica € indispensavel, pois contribui
de forma crucial para a formacao da estrutura do conhecimento
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humano, desenvolvendo habilidades de raciocinio l6gico, abstragdo e argumentagéo (Avila, 2010). A
matematica ensina a pensar de forma estruturada e ldgica, ajudando a desenvolver habilidades de
resolugdo de problemas, analise e tomada de decisdes. Esse tipo de pensamento é util ndo apenas
na matematica, mas também em muitas outras areas da vida. A matematica esta presente em muitos
aspectos do cotidiano, como finangas pessoais, compras, calculos de tempo e distancia, além de
ajudar a compreender dados e informagoes que encontramos diariamente. Esse entendimento reforga

a importancia do ensino da Matematica, conforme aponta Avila (2010).
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Enquanto educadores, € muito comum ouvirmos: Para que tanta Matematica professor? Para
que serve tudo isso? Onde vou usar esse conteudo na minha vida? Perguntas como essas nem
sempre possuem respostas curtas ou imediatas que justifiquem o ensino da Matematica. Entretanto,
para além do exposto no paragrafo anterior, Avila (2010) expde que o ensino da Matemética se justifica
ainda pelos elementos enriquecedores do pensamento matematico na formacao intelectual do
Estudante, seja pela exatiddo do pensamento demonstrativo que ela exibe, seja pelo exercicio criativo
da intui¢do, da imaginacao e dos raciocinios por indugao e analogia.

Ao longo da histéria da Matematica, muitos estudiosos pesquisadores se debrugaram sobre
livros, artigos, relatos, pesquisas, etc, para entender como o sujeito aprende matematica. Esse
processo investigativo resultou no desenvolvimento de diversas teorias e metodologias de ensino,
que vao desde abordagens tradicionais, focadas na memorizagao e repeticao, até metodologias mais
modernas e interativas, que valorizam a compreensao conceitual e a aplicacdo pratica (Fiorentini e
Miorim, 1990).

Muitas destas investigacoes e debates fundamentam-se no fato de que o aproveitamento dos
estudantes da educacao basica em matematica em avaliagdes nacionais como o Sistema de Avaliagcdo
da Educagdo Basica (SAEB), o Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes (PISA) e a Prova
Brasil, estd aquém das metas estabelecidas. Nos trabalhos de Fiorentini e Miorim (1990), Lorenzato
(2006) e Smole e Diniz (2007) encontram-se discussoes sobre esses resultados e a proposigdo de
estratégias pedagodgicas para o ensino da matematica na educagao basica. Tais autores protagonizam
relatos e estratégias pedagogicas para o ensino da matematica na educagdo basica, trazendo
resultados significativos e praticos para o professor que ensina matematica.

Alguns desses resultados significativos, indicam que as estratégias didatico pedagégicas como
uso de jogos e de Tecnologias Digitais da Informacdo e Comunicagdo (TDICs) em sala de aula
fomentam nos estudantes, momentos de criatividade, aprendizado e motivacdo para estudar
matematica. Neste contexto alguns autores apontam a importancia do uso de materiais didaticos, que
de acordo com Lorenzato (2006), é descrito como qualquer instrumento Util ao processo de ensino-
aprendizagem. Material didatico (MD) pode ser um giz, uma calculadora, um filme, um livro, um
quebra-cabega, um jogo, uma embalagem, uma transparéncia, entre outros.

Esta pesquisa centra-se em estudar um material didatico manipulavel fisico especifico, o qual
podera possibilitar ao estudante o entendimento de propriedades matematicas oportunizando a
interacdo de forma pratica e sensorial com conceitos abstratos. Esse MD fisico € denotado por
material manipulavel e sera utilizado neste estudo para representar areas de retangulos com sinal.

Nesse sentido, apresentamos um novo recurso pedagdgico associado as areas de retangulos
com sinal a qual fornece uma nova alternativa para explicar o conceito de fatoragdo envolvendo
produtos notaveis por meio da manipulagdo de materiais possibilitando aos estudantes relacionarem
conceitos algébricos abstratos a figuras geomeétricas, o que abre espaco para explorar hipoteses, fazer
e testar conjecturas as quais poderdo ser validadas dentre outras maneiras pela construgdo
geomeétrica.
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Sendo assim, o0 objetivo geral deste trabalho se evidencia em desenvolver um novo recurso
pedagogico alicergado na representagdo geométrica para explicar os conceitos de produtos notaveis.
E para isso, buscamos apresentar uma revisdo teorica dos produtos notaveis e suas propriedades
algébricas, aplicando esse recurso em uma sala de aula de escola da educagdo basica de modo a
analisar sua eficacia em comparagao com métodos tradicionais.

2 Metodologia

Esta pesquisa possui carater qualitativo e, conforme Fiorentini (1994), busca compreender as
especificidades educacionais a partir da interacdo entre os sujeitos e o0 contexto em que estdo
inseridos. Conduzida pelo professor-pesquisador, trata-se de uma pesquisa de campo realizada com
12 estudantes da primeira série do Ensino Médio, com o objetivo de investigar como o uso de
materiais manipulaveis pode facilitar a compreensao de produtos notaveis.

Para isso, foram confeccionados retangulos sinalizados, onde diferentes areas representavam
valores positivos e negativos, permitindo a visualizagdo simultdnea das operagdes algébricas
envolvidas. Segundo Grando (2000), materiais manipulaveis ampliam as possibilidades de
aprendizagem ao tornar conceitos abstratos mais concretos e acessiveis.

Isso vai a encontro ao que afirma Lorenzato (2006) que os materiais manipulaveis sdo
ferramentas fundamentais no ensino da matematica, pois permitem que os estudantes construam o
conhecimento de maneira ativa, explorando conceitos por meio da experimentacao e visualizagao.

Nossa abordagem também encontra respaldo na teoria de registros de representagao
semidtica de Duval (2003), que aponta a necessidade de multiplas representagdes para a
aprendizagem efetiva da matematica.

O trabalho foi desenvolvido em um colégio da rede estadual de educacdo do estado do
Tocantins na cidade de Combinado com uma turma de 1° ano do Ensino Médio. A cidade com pouco
mais de 4.800 habitantes possui 3 colégios estaduais, mas apenas um oferece o ensino médio.

O colégio estadual Joaquim de Sena e Silva onde foi realizado a pesquisa possui 8 turmas,
sendo duas turmas de primeiro ano, trés turmas de segundo ano e trés turmas de terceiro ano. O
colégio atende 198 estudantes cuja faixa etaria varia de 15 a 21 anos. Esta promove uma gestao
democratica, envolvendo a participacdao de todos nas tomadas de decisGes, pois compreende 0s
valores presentes no processo educacional. A turma escolhida para o trabalho foi a do 1° ano
composta por 12 estudantes.

De inicio, foi explicado aos estudantes a importancia da matematica para a evolugao humana
e que em meio a tanto avango tecnologico existe sempre a presenga de numeros e codigos
matematicos, isto é, acreditamos que a matematica ndao é uma ciéncia simples, pronta e acabada, ela
estad em constante aperfeicoamento e aberta a novas descobertas e invengdes, fazendo um paralelo
com Lakatos (1976) em que argumenta que a matematica € um campo em constante evolugao,
desenvolvendo-se por meio de conjecturas e refutagcbes, e ndo como um corpo de verdades
imutaveis.
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Depois disso foi aplicada uma atividade diagnostica aos estudantes afim de identificar as
habilidades e conhecimentos prévios, bem como suas dificuldades e necessidades de aprendizagem
em relagdo ao conceito de produtos notaveis.

Entendemos que a avaliacdo diagnostica € uma ferramenta essencial para identificar as
potencialidades e dificuldades dos estudantes, sendo fundamental para o planejamento e a execugao
de préaticas pedagogicas que promovam a aprendizagem de todos." (Brasil, 2018, p. 56). A partir desta
atividade foram planejadas as acbes e ajustadas as estratégias de ensino para a realidade dos
estudantes. Posteriormente a realizacao da atividade diagnostica, as etapas foram: Introdugao teorica,
demonstragao, pratica guiada, exploragdo independente e discussao e reflexao.

Em seguida confeccionados os materiais necessarios a aplicacdo do recurso como cartolinas
dupla face cores verde e cinza, tesouras de cortar papel, régua de poliestireno ou madeira e caneta
preta para cada participante.

A confecgdo dos quadrados e retdngulos com sinal deram-se em sala de aula sob orientagao
do professor pesquisador. Primeiramente, foi desenhado no software de geometria dindmica
geogebra os quadrados e retdngulos com medidas e areas de corte para facilitar a visualizagdo pelos
estudantes como mostra a figura 1 abaixo.

Figura 1- Quadrado subdividido em retdngulos e quadrados

o——0

Fonte: Diario do Pesquisador, 2024

Apb6s mostrar aos estudantes a construgdo deste quadrado e das divisdes por meio de retas
perpendiculares no software, foi solicitado que eles recortassem de uma cartolina de medida 40cm x
50cm um quadrado de lado 18cm.

Em seguida, foi indicado que para a construcdo das retas perpendiculares os 18cm fossem
divididos em quatro seguimentos respectivamente iguais a 5cm, 3cm, 5cm + 3cm, 5cm - 3cm. Com
as divisdes e a determinagdo dos quadrados e retangulos, os estudantes escreveram no centro de
cada um deles sua area trocando os valores numeéricos pelas letras a e b ficando o resultado como o
descrito na figura 1 abaixo.
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Figura 2 - Quadrado subdividido em quadrados e retdngulos com marcagoes

a* ab a(a+b) a(a-b)

ab b? b(a+b) b(a-b)

a(a+b) b(a+b) (a+b)? a-b)@+b

a(a-b) b(a-b) (a-b)(a+b) (a-b)*

Fonte: Diario do Pesquisador, 2024

Para a construcdo pelos Estudantes, tomamos a = 5 e b = 3. Apds as marcag6es na cartolina
como indicadas na imagem acima, os quadrados e retangulos foram recortados e agrupados como
indica a figura 3, onde as inscrigdes presentes na imagem apos o desmembramento das partes foram
transcritas para o lado oposto de cor vermelha da cartolina para representar a “area de sinal”.

Figura 3 - Distribui¢do de forma organizada do material
concreto

Em resumo, seja a, b dois numeros reais positivos tais que a > b > 0. Observe-se que a +
b>0,a—b>0eb—a<0.Poroutro lado, a area de um retdngulo é definida como o produto de
sua base (B > 0) pela sua altura (H > 0). Matematicamente, a férmula para calcular a area A de
um retangulo é dada por A = BH > 0. Implicitamente, a area de um retangulo é definida de forma
que seja um valor maior que zero, pois é dado como o produto de dois numeros positivos. No entanto,
podemos definir a area com sinal de um retangulo, atribuindo um sinal (+ ou —) na area do retangulo
em relacdo ao sinal de sua base e sua altura, isto &, A ou H podem ser dois numeros reais quaisquer
diferentes de zero, desta forma, o sinal da area do retdngulo com base |B| e altura |H| fica
inteiramente determinado pelo sinal do numero real BH, onde | | é a fungao valor absoluto.
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3 Resultados e discussoes

Os resultados se mostraram promissores e dialogam com nossas expectativas. Como
explicitado anteriormente, os estudantes foram submetidos a uma avaliagdo diagnéstica contendo
sete perguntas objetivas, sendo quatro delas multipla escolha com quatro alternativas e trés questdes
com alternativas a e b (verdadeiro ou falso). A figura 4 abaixo mostra um recorte de duas questdes
da avaliagdo para analise.

Figura 4 - Avaliagdo diagndstica
Prova de Multipla Escolha - Produtos Notaveis
(Primeira Prova)

Escolha a opgio correta para cada questdo. Justifique a sua resposta.

1. Qual é o resultado do produto notével (a + b)27

(a) a®+b° (e) a? + 2ab+ b?

(b) a*+ab+b? (d) a® — 2ab + b?
2. Qual ¢ o resultado do produto notavel (a — b)2?

(a) a’ — b? (c) a’ — ab + b*

(b) a® — 2ab+ b? (d) a® + 2ab+b?

Fonte: Diario do Pesquisador, 2024

As questdes com mais erros foram a de numero 1 e numero 2. A figura 5 abaixo mostra os
resultados da avaliagdo diagndstica em trés pesrpectivas distintas.

Figura 5 - Analise grafica da avaliacdo diagnoéstica
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Por meio da andlise do grafico de calor ( Heatmap), observamos que na questdo 1 ndo houve
acertos, e por meio de uma analise mais detalhada notamos que 10 estudantes marcaram a opgao
a? + b* e 2 marcaram a? + ab + b?. Ja na questdo 2, apenas 1 acertou e 8 estudantes marcaram
a? — b* como soluggo.
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Verificamos assim que os estudantes ndo tinham conhecimento sobre manipulagGes
algébricas como propriedade distributiva da multiplicagdo e potencia¢do para abrir alguns produtos
notaveis como (a + b)? e (a — b)* cometendo um erro muito comum que € sugerir como solugio
respectivamente a? + b? e a? — b>.

A questao 5 foi a que teve mais acertos, sendo 8 respostas corretas e 4 incorretas. Vale
registrar algumas falas dos estudantes durante a entrega da avaliagdo diagndstica como a do
Estudante B, D, F e K:

Estudante B: Misericordia professor! Esta parecendo prova de portugués... S6 tem letras.
Estudante K: Acho que errei todas! N3o sei fazer isso nao.

Estudante F: Fui pela regra dos sinais.

Estudante D: Muito complicado! Parecia lingua maia.

Sobre ja terem estudado produtos notaveis no ensino fundamental, alguns estudantes
afirmaram: “Se estudei, ndo me lembro”, “Ndo vi isso ndo professor”, “Nunca estudei isso na minha
vida!” Como mencionado anteriormente, esse desconhecimento do conteudo evitou uma “cola” por
saber o resultado previamente.

Ap6s a aplicagdo da atividade diagnoéstica, houve a introducdo tedrica do conteudo,
demonstracgao e pratica guiada com o recurso didatico criado e em seguida a exploragdo independente
e discussdo e reflexdo. As discussdes geraram reflexdes e asseguraram a criagdo de hipoteses e
descobertas diversas sobre a representacdo dos produtos notaveis.

Figura 6 - Estudantes tendo o primeiro contato com o material manipulavel

Fonte: Diario do Pesquisador, 2024
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Figura 7 - Estudantes no processo de constru¢do com
material manipulével

Fonte: Diario do Pesquisador, 2024

Por fim, a mesma avaliagao objetiva foi administrada e uma avaliagdo formativa discursiva foi
proposta aos estudantes. Os resultados da segunda aplicagdo da avaliagdo objetiva estdo na figura 8
a seguir:

Figura 8 - Resultados da Avaliagdo apés aplicacdo do recurso didatico
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Fonte: Diario do Pesquisador, 2024

Vale ressaltar que na segunda aplicacao da avaliagdo, os estudantes a resolveram com o
intermédio do recurso didatico. Os resultados foram muito satisfatérios chegando a 79,8% de
acertos, sendo 100% de acerto na questdo 1 e 91,6% de acerto na questao 2. De maneira geral os
resultados foram positivos.

O estudante K, em especial, permaneceu com baixo desempenho mesmo ap6s a
intervengdo. Isso chamou a atengédo por destoar dos demais resultados, indicando que podem haver
fatores externos interferindo em sua aprendizagem, como dificuldades cognitivas, emocionais ou
falta de engajamento. Para aprofundar essa andlise, seriam necessarias outras estratégias
avaliativas e acompanhamento pedagodgico individualizado.
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Os estudantes obtiveram éxito na resolucao partindo de um retangulo de area a(a + b) e
subtrando deste outro rentagulo de area igual a b(a + b), isto é, (a — b)(a + b) = a(a + b) —
b(a + b), respeitando dois critérios:

i.  Para somar duas areas colocamos os retangulos de cores iguais de forma adjacente
a outro;

ii. Para subtrair areas utilizamos as areas com sinal, isto é, a cor cinza sobreposta a
cor verde em cada caso.

Figura 9 - Retangulo de area a(a+b)

Fonte: Diario do Pesquisador, 2024

Figura 10 - Retdngulo de area a(a+b) sobreposto por -[b(a+b)]

Fonte: Diério do Pesquisador, 2024

Evidenciou-se com esses exemplos, a exploracdao, questionamentos e construgdo
conhecimento de forma colaborativa, investigando cada situagdo, criando hipoteses e validando
conjecturas. Por meio disso, entende-se a matematica como uma ciéncia repleta de descobertas e
que as descobertas surgem dessas indagagdes em procurar resolver problemas buscando diversos
caminhos e representagfes para solugdes. Assim, compreender a matematica envolve a conversao
entre diferentes registros de representagdo semioética, fazendo um paralelo com a teoria de Raymond
Duval (2003).
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E é evidente que nosso recurso permite essa criagdo de conexdes entre 0os campos da algebra
e geometria, permitindo aos estudantes a criagdo de hipoteses e possibilitando suas validagdes por
meio de reformulagdes e testes.

Vale ressaltar que, a validagdo dos resultados encontrados pelos estudantes com o material
manipulavel foram realizados de forma algébrica no quadro pelo professor-pesquisador e também
pelos estudantes no caderno, como foi o caso de b(a+b) =a(a+b) —[(a—b)(a+b)] e
a(a+b)=ab+a?=b?>+ab+ (a—b)(a+b)=ab+ab+ala—>b) =a?+b%?+ b(a—Db)
e também (a+b)>=b(a+b)+a?*+ab= b(a—b)+b?>+ab+ala—b)+b(a+b)=
a(a+b) +b(a+b) = a? + ab + ab + b>.

O diferencial do material estd na proposta de sinalizar areas positivas e negativas de modo
bidimensional, com o uso de cartolinas dupla face coloridas. Embora ja existam propostas que
relacionam produtos notaveis a areas de retangulos, a introdu¢do do conceito de “area com sinal”
oferece uma perspectiva inovadora, pois permite representar expressoes algébricas que envolvem
subtragao diretamente no plano geométrico.

5 Consideragoes finais

Verificamos que, os estudantes puderam relacionar os conceitos algébricos dos produtos
notaveis com sua representagao geométrica por meio do manuseio de areas de retdngulos com sinal,
0 que abriu espago para exploracao de hipoteses ja que o material manipulavel aqui desenvolvido abre
a possibilidade de investigar diversas solugdes para um mesmo problema. Os estudantes puderam
validar seus resultados geométricos por meios algébricos, fazendo assim uma conversdo entre
registros de representacao, constituindo assim uma aprendizagem efetiva que segundo Duval (2003)
ocorre quando ha transicdes entre diferentes registros de representagdo, sendo o material
manipulavel um mediador essencial nesse processo.

Os resultados obtidos até o0 momento permitem afirmar o quéo significativo para o ensino é o
uso de materiais manipulaveis em sala de aula desde que realizado de forma planejada e com uma
intencionalidade. Estes materiais fazem o estudante ver e interpretar de forma concreta dados e
situacOes algébricas ditas abstratas presentes nas aulas de matematica da Educagao Basica.
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