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A producgao de pesquisa em Educagao Matematica no Ensino Superior no Brasil era, até
pouco tempo, bem acanhada. Isso se deu pelo fato de a Educagao Matematica ter sido
estimulada e financiada, na década de 80, pelo Subprograma de Educagao para a Ciéncia
(SPEC) do Programa de Apoio ao Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (PADCT) da
CAPES, que privilegiava projetos de melhoria do ensino/aprendizagem de Matematica na
escola basica.

Com a valorizacdo que a Educacao Matematica foi conquistando como area de
pesquisa, e 0 crescimento do numero de doutores em Educagao Matematica atuando nas
universidades brasileiras, esse quadro vem se revertendo, e observa-se um numero cada vez
maior de projetos e teses cujo objeto de pesquisa é a Educagao Matematica no ensino
superior. A introdugdo de novas tecnologias no ensino também contribuiu muito para o
crescimento da pesquisa voltada para esse nivel de ensino. Varios estudos tém como objetivo
investigar as vantagens e as adaptagoes de devem ser feitas ao ensinar topicos de matematica
do ensino superior usando a Internet, softwares especificos, ou, simplesmente, usando o
computador como ferramenta. O ensino por meio de softwares de geometria dinamica como o
Cabri-geometre ou o Sketchpad tem sido tema de investigagdes, sob diversos pontos de vista.

Os trabalhos sobre Educacao Matematica no ensino superior tém interface com
diversas areas de interesse, como: Novas Tecnologias no Ensino, Pensamento Matematico
Avancgado, Argumentagdo e Provas, Fungoes e Graficos, Pensamento Algebrico, Pensamento
Geomeétrico e Espacial, Visualizagdo, Modelagem, Formagdo de Professores, Avaliagao da
Aprendizagem, Crengas e Concepgdes de alunos/professores, Linguagem. entre outras. Por
'ss0, & possivel que haja trabalhos produzidos no Brasil sobre a Educacao Matematica no
Ensino Superior incluidos em outros grupos de trabalho deste seminario. Vale observar que O
grupo internacional de Psicologia da Educagao Matematica (Psychology of Mathematics
Education — PME), que promove encontros anuais (0 proximo, em julho/2001, sera o 25° na
Holanda), classifica os trabalhos apresentados por areas de interesse, e nao por niveis de
ensino.

O Grupo de Trabalho sobre Educagac Matematica no Ensino Superior contava, a
principio com a colaboragao, na coordenagao, dos professores Silvia Dias Alcantara Machado,
da PUC-SP, e Roberto Ribeiro Baldino, da UNESP de Rio Claro, SP. Apesar de eles nao
astarem presentes ao seminario, sua contribuigdo sobre o tema do grupo é marcante, e deve
ser mencionada.

Silvia Alcantara Machado tem desenvolvido trabalhos e orientado dissertagbes de
mestrado em diversas frentes, ligadas ao ensino superior: desenvolvimento de habilidades de
visualizagao, concepgoes dos alunos gque chegam ao ensino superior sobre fungoes,
polindmios. sistemas de equagdes. Também investigou o ensino-aprendizagem de Algebra
Linear e Geometria Analitica, e o potencial do software Cabri-Geometre na transformagao de
concepgoes dos professores.




O prof. Baldino tem apresentado trabalhos nos encontros anuais do PME, ligados a area
de Pensamento Matematico Avangado. A metodologia de ensino criada por ele, intitulada
Assimilagdo Solidaria, tem servido de modelo para varios estudos. Orientou diversas
dissertagoes de mestrado na UNESP de Rio Claro, duas das quais serao apresentadas neste
grupo, ligadas ao ensino de Célculo e Algebra Linear. Atualmente esta interessado no “Papel
da definigdo matematica do século 20, e sua consequéncia no ensino”.

Os professores Sonia Igliori e Benedito Silva, da PUC de S&o Paulo também possuem
uma vasta produgdo em Educagdo Matematica no Ensino Superior, individualmente e em
conjunto. Neste seminario vao apresentar um trabalho sobre concepgoes dos estudantes
sobre numeros reais, mas também desenvolveram investigagoes sobre o conceito de fungao,
limite e de derivada, em ambientes computacionais.

O professor Armindo Cassol, da UNISINOS, RS, desenvolveu sua dissertagdao de
mestrado sobre a produgado de significados para a derivada, tendo como referencial o Modelo
Tedrico dos Campos Semanticos, de Rdmulo Campos Lins (UNESP-Rio Claro-SP). Como
resultado, foi produzido um software, chamado Sistema Barra, com o qual é possivel tornar
visiveis as grandezas envolvidas num problema, bem como a sua variagao.

Em tese de doutorado defendida em Grenoble, na Franga, a professora Marilena Bittar,
da UFMS, investigou a introdugdo da nogao de vetor, usando a teoria dos campos conceituais
de Vergnaud, os registros de representagdo semiética de Duval, e a as nogdes de instrumento
e objeto (R. Douady). O estudo inclui uma levantamento de pesquisas sobre o ensino de
vetores, e da abordagem desse tema nos livros didaticos.

Na linha de crengas e concepgdes, temos o trabalho de dissertacdo de mestrado
apresentado na UNESP de Rio Claro pelo professor Arlindo José de Souza Junior, da
Universidade Federal de Uberldndia. Investigando as concepg¢des do professor universitdrio
sobre o ensino de matematica, ele concluiu que, em geral, os professores universitarios l1&em
pouco sobre ensino, baseiam sua pratica pedagdgica na vivéncia e no cotidiano, e acreditam
que a matematica deve ser ensinada através de aplicagdes. J4 em sua tese de doutorado, o
professor Arlindo analisou a trajetéria de um grupo no processo de ensinar e aprender Calculo,
trabalho que sera apresentado neste seminario. Sera apresentado também o trabalho sobre as
concepgdes prévias de estudantes sobre numeros reais, de Sonia Igliori @ Benedito Silva, da
PUC-SP. Estudando as concepgdes e estratégias de aprendizagem de alunos de cursos de
engenharia, Maria Clara Frota (PUCMG) e Jodo A. Filocre Saraiva (UFMG) concluiram que a
estratégia de resolugdo de problemas é preponderante como método de estudo,
independentemente da engenharia cursada.

Um grupo de professoras do Instituto de Matematica da ITRJ. coorderadn pai
professora Angela Hocha dos Santos, vem desenvolvendo travaib Jore tducaga
Matematica no Ensino Superior em duas linhas. No que se refere a Novas Tecnologias no
Ensino, tém pesquisado métodos e técnicas de utilizagdo do computador no ensino de Célculo
e Algebra Linear, além de desenvolver aplicativos e ferramentas para a introdugao de aspectos
graficos e numéricos no ensino dessas disciplinas. O outro aspecto abordado é o de
Tecnologias de Informagao aplicadas ao Ensino a Distancia. Nesse sentido, vém pesquisando

e desenvolvendo disciplinas a serem oferecidas via Internet, incluindo adaptagao de curriculos
e treinamento de tutores.

O impacto do uso das novas tecnologias no ensino de matematica no curso de
engenharia téxtil do CETIQT/SENAI do Rio de Janeiro foi investigado pela professora Lilian
Nasser, concluindo que o bom rendimento do ensino usando as novas tecnologias depende da
atitude do professor, e da motivacao do aluno.
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Embora ndo sejam apresentados pessoalmente por seus autores, os trabalhos citados

até aqui sao contribuigdes importantes na linha de pesquisa deste gruno, e por isso estao aqui
registradas.

Os trabalhos apresentados neste grupo de trabalho sobre Educagao Matematica no
Ensino Superior estao agrupados em dois blocos. A primeira sessao consta dos trabalhos que
abordam temas ligados ao ensino e aprendizagem de disciplinas de matematica no ensino
superior, como Célculo, Algebra Linear e Andlise Real. Os trabalhos do encontro seguinte tém
um enfoque ligado ao discurso ou a concepgdes de alunos e/ou professores sobre aspectos
diversos do ensino e da aprendizagem de matematica no ensino superior, incluindo 0s cursos
de Licenciatura em Matematica.

Maria Cristina Barufi, da USP, explora a negociagdo dos significados para esclarecer
em que medida a abordagem do Calculo € uma construgao significativa. O trabalho tambéem
discute a existéncia de livros didaticos de boa qualidade, e o papel fundamental do professor e
do computador como instrumento facilitador da aprendizagem.

Ainda sobre o ensino de Cdlculo, Claudia Segadas Vianna (IM-UFRJ) analisou, em sua
tese de doutorado apresentada na Inglaterra, a compreensao do Teorema Fundamental do
Calculo. Os instrumentos usados foram testes escritos, entrevistas, e entrevistas com
computador. As dificuldades detectadas estdao relacionadas ao conceito de fungao, e a
compreensao dos verdadeiros papéis de uma prova na matematica.

Claudia Laus Angelo, da URI, RS, analisou a sobrevivéncia da Regra de L'Hospital nos
livros textos de Calculo | mais usados atualmente, comparando com livros antigos. Para isso,
ela usou os referenciais tedricos de Chevallard e Hariki, concluindo muitos aspectos 30s livros
antigos foram preservados.

Em sua tese de doutorado apresentada na UNESP de Rio Claro, Ligia Arantes Sad
(UFES) estuda uma abordagem epistemolégica do ensino e aprendizagem de Caculo. O
suporte tedrico para o desenvolvimento do trabalho foi o Modelo Teérico dos Campos
Semanticos, ja citado anteriormente.

Patricia Fantinel, da UFRS, analisa a influéncia do uso de representagdes graficas na
compreensao de conceitos de Calculo e Algebra Linear. Seu estudo foi objeto de dissertagao
de mestrado defendida na UNESP de Rio Claro, SP.

Também como dissertagao de mestrado da UNESP de Rio Claro, SP, Rute Henrique da
Silva (UFRS) apresenta uma abordagem diferente da usual para a disciplina de Algebra Linear,
ministrada para uma turma de Ciéncias da Computagao. Na proposta foram usadas a
metodologia da assimilagao solidaria, e sugestoes provenientes dos trabalhos de “pensamento
matematico avangado” do PME.

Fechando os trabalhos desse primeiro bloco, vem o trabalho referente a tese de
doutorado da professora Marcia Fusaro Pinto, da UFMG, defendida na Inglaterra. A pesquisa e
sobre a compreensao de Analise Real, por uma turma de final de curso de Licenciatura em
Matematica. Sao discutidos dois tipos de estratégias usadas pelos alunos: a atribuigao de
significados e a extragao de significados.

No segundo bloco, os trabalhos sdo mais voltados para os cursos de Licenciatura, e
mostram uma preocupagao com as concepgoes de alunos e professores sobre o ensino-
aprendizagem.

As dificuldades no dominio do processo dedutivo apresentadas por alunos de
graduagao em Matematica sao analisadas por Lilian Nasser em sua pesquisa, desenvolvida




junto a um grupo do Projeto Fundae no IM/UFRJ. A conclusdo é de que 0s professqr_es desse
curso devem investir na preparagao dos alunos para que saibam argumentar e justificar suas
afirmativas.

Arlindo José de Souza Junior, da UFU, acompanhou a trajetéria de um grupo no
processo de ensinar e aprender Calculo, para seu trabalho de tese de doutorado na UNICAMP.
A andlise levou em conta a dindAmica do trabalho coletivo, 0 envolvimento dos individuos nesse
trabalho, e o processo de produgao de saberes do grupo.

A professora Gilda Pallis, da PUC-Rio é responsdvel pela disciplina de Introdugao ao
Caculo, que pretende suprir as deficiéncias dos alunos que chegam a universidade. Neste
trabalho, ela procura analisar as estratégias adotadas numa sequéncia didatica dedicada ao
estudo da Ldgica Matematica. Foram introduzidas inovagdes, como a redagéo de um portfolio,
e a produgao de uma auto-avaliagao.

O conhecimento das concepgdes prévias sobre numeros reais dos estudantes de um
curso de Computagdo foi enfocado por Sonia igliori e Benedito Silva, da PUC-SP. Além de
observar as concepgoes erréneas dos alunos, eles também avaliaram quais destas persistem
apos um estudo sistematico de Analise Real.

Miguel Koga, da UNEMAT, por sua vez, analisou o discurso de professores de Calculo
de cursos de Licenciatura em Matematica do estado de Sdo Paulo. A visdo que esses
professores t&m do futuro professor é a de que o importante é saber o conteudo, ndo dando

muita importancia a analise dos conceitos da matematica, nem dos meios que ela pode ser
inserida.

Ainda tendo como amostra alunos concluintes do curso de Licenciatura em Matematica,
a professora Josinalva E. Menezes, da UFFRPE, investigou as representagdes sociais sobre
caracteristicas necessarias a um bom professor de matematica em sala de aula.

A diversidade dos enfoques dos trabalhos constantes do GT-4 mostra como a Educagao
Matematica no Ensino Superior tem crescido quanto area de pesquisa , e que ha perspectivas
de um envolvimento cada vez maior, gerando um corpo rico e substancial de subsidios para
melhorar a aprendizagem e o ensino de Matematica no 3° grau.

Sintese dos trabalhos

[RABALHO COLLTIVO NA UNIVERSIDADE: TRAJETON!" 7L U'M GiRUeO NO
PROCESSO DE ENSINAR E APRENDER CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Arlindo Jose de Souza Junior1

Na nossa pesquisa procuramos compreender o processo de produgao coletiva de
saberes realizado por um grupo de professores e alunos da Universidade Estadual de
Campinas - UNICAMP, que desenvolveu um trabalho sobre o processo de ensinar e aprender
Calculo Diferencial e Integral.

Para discutir a trajetéria deste grupo participamos de suas reunides durante quatro
semestres, nos anos de 1996, 1997 e 1998. Realizamos entrevistas (complementares e
recorrentes ao longo desse periodo) com professores que participaram deste grupo. Além
disso, colecionamos o material (relatorios, artigos, projetos, atividades e exercicios) produzido

' Professor da Universidade Federal de Uberlandia - UFU: Doutor em Educagiao: Educagio Matematica.



pelo grupo durante a realizagao do trabalho e também documentos produzidos pelo o grupo e
sobre o grupo.

Tal como Ezpeleta e Rockwell (1981: 11) consideramos importante “olhar com particular
Interesse 0 movimento social a partir de situagoes e dos sujeitos que realizam anonimamente a
historia”; buscamas investigar assim: a “trama real em que se realiza a educagdo”. Sequndo as
autoras, essa trama esta em permanente construgao e articula histérias locais, que podem ser
individuais ou coletivas, também ressaltam a importancia dessa investigagao no sentido de
constituir novas alternativas pedagogicas e politicas.

A guantidade de turmas de Calculo | e |l oferecidas num mesmo semestre possibilitou a
constituicao do grupo investigado, que surgiu da transformagdo do trabalho de grupos
precedentes que trabalharam com alunos que cursavam as referidas disciplinas. Constatamos
também que a utilizagao do computador no processo de ensinar e aprender Calculo propiciou a
aglutinagao dos professores e que a participagao de “alunos bolsistas” foi possivel gragas ao
apoio fornecido por trés programas das Pro-Reitorias de graduagao e de pesquisa da
UNICAMP.

No trabalho coletivo os elementos do grupo realizaram reflexdes sistematicas e coletivas
sobre o processo de aprender e ensinar Calculo, a partir de uma reflexdo cotidiana sobre o
desenvolvimento da pratica educativa. Nesse processo, foram desenvolvidos alguns saberes
coletivos sobre como trabalhar com o computador e com projetos, O que fez com que o grupo
refletisse tambem sobre o processo de avaliagao e sobre a aprendizagem dos alunos. Nesse
movimento, 0 grupo comegou a construir um caminho em que alunos e professores se
reconheceram como produtores de saberes e conhecimentos.

Neste processo de planejar, realizar e discutir as atividades e os projetos, percebemos
que O grupo passou a organizar a sua produgao, refletindo sobre o que havia produzido e
sobre as diferentes fontes utilizadas para tal.

Ao procurar organizar tudo o que havia realizado nos semestres anteriores, 0 grupo
sistematizou a sua produgac em apostilas que eram fornecidas a todos os elementos do grupo.
Os relatérios entregues pelos tutores também se tornaram uma fonte sistematica de dados
sobre o andamento do trabalho no laboratério de informatica. A produgao de relatorios2,
roteiro3 de video, artigo4, mini-cursos5 e comunicagdesé em congressos sobre o trabalho do
grupo também exigiu a sistematizagao de informagdes. As anotagbes realizadas pelas
coordenadoras do grupo, durante o trabalho coletivo, foram uma fonte importante para a
reflexdo. Os relatérios7 do programa de Apoio ao Estudante de Graduagao - PAEG tambéem
foram fundamentais para a obtencao sistematica de dados sobre o desenvolvimento desse
programa e do trabalho com os alunos.

* FIGUEIREDO e SANTOS (1996b: 1997d e 1999b)

" FIGUEIREDO, TAVARES e SEARA (1997).

FIGUEIREDO e SANTOS (1997¢)

" FIGUEIREDO e SANTOS (1998b).

" FERREIRA (1997). FIGUEIREDO (1998), FIGUEIREDO e SANTOS (1997a: 1997e:1998a), FIGUEIREDO € MARTINS
(1999), FIGUEIREDO, SANTOS e MELLO (1999). MELLO e SANTOS (1999), SANTOS (1998).

" UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS. Pr6 - Reitoria de Graduagio. Comissdo Permanente para os
Vestibulares. Avaliagio do Programa de Apoio ao Estudante de Graduagao - (PAEG) Cdlculo [. Campinas.
novembro. 1996. 102 p

Avahagdo do Proarama de Apoio ao Avaliagio do Programa de Apoio ao Estudante de Graduagio - (PAEG)

Caleulo (1. (ampmas abnl 1997. -Hp

- (PAEG) Cilculo I. Campinas, outubro 1997.

45p.

Avaliagdo do Programa de Apoio ao _Ensino de Graduagio - (PAEG) cilculo I MAT11/MALSI1 Primeiro
semestre. Cdlculo [I. Campinas. Abril 1998. . 37p.

Avaliagdo do Programa de Apoio ao En:mn de Graduagio - (PAEG) Cileulo [. Campinas. setembro 1998.
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O trabalho coletivo foi uma oportunidade que permitiu aos elementos do grupo elaborar
e reelaborar seus saberes sobre o processo de ensinar e aprender Célculo. Os diferentes
interesses e as diferentes concepgbes dos participantes oscilaram em fungac de como
desenvolver um trabalho coletivo. Desta forma, podemos dizer que, produzir saberes em grupo
6 um processo de produzir na diversidade.

O grupo foi se constituindo de diferentes maneiras em cada semestre, desenvolvendo,
assim, uma trajetéria particular de acordo com as necessidades do proprio grupo. A forma como
o grupo foi se constituindo, a partir do primeiro semestre de 1996, favoreceu a formagao de um
grupo heterogéneo, com professores de diferentes dreas da matematica e bolsistas de
diferentes cursos de graduagao e de pds-graduacdao da UNICAMP; também possibilitou a

ganizagao de um grupo aberto, para o qual, a cada semestre, se convidavam outros
srofessores @ também  selecionavam-se “novos” bolsistas para participarem do trabalho
coletivo. E importante destacar que alguns professores e alunos bolsistas permaneceram no
trabalho coletivo no decorrer dos semestres analisados constituiram o nucleo do grupo.

O fato do grupo ser heterogéneo e aberto contribuiu para a criagao de um espago muito
rico de aprendizagem individual e coletiva no qual o individuo, pelas suas idéias, reflexdes e
saberes, contribuiu com o desenvolvimento do trabalho coletivo e, por outro lado, o fato do
individuo participar de um trabalho coletivo, que produziu e acumulou saberes, possibilitou
também um espago de aprendizagem para os professores e alunos. Neste sentido, Bakhtin
(1980: 115), destaca o papel do didlogo e do outro na constituigdo da consciéncia humana. Ele
ressalta que: “Quanto mais forte, mais bem organizada e diferenciada for a colstividade no
interior da qual o individuo se orienta, mais distinto e complexo serd o seu mundo interior”.

Ao procurarmos compreender a trajetéria do grupo, verificamos que tanto o grupo como
0os seus elementos foram se definindo e redefinindo nesse processo. A meta do trabalho
coletivo era melhorar o processo de ensinar e aprender Cdlculo, por isso mesmo, Seus
objetivos foram sendo reelaborados de acordo com a configuragdo do grupo em cada
semestre. Esses objetivos foram estruturados e reestruturados num processo de negociagao
coletiva na qual os objetivos dos individuos influenciaram os objetivos do coletivo e vice-versa.
Entendemos que essa negociagdo que se estabeleceu no grupo, garantiu a continuidade de
seu trabalho, pois, por um lado as diferengas entre os sujeitos foram respeitadas, por outro,
encontrou-se uma forma de atuagao conjunta.

A trajetdria do grupo investigado esta diretamente relacionada com os saberes
produzidos pelo grupo num movimento dialético que oscilou entre o singular @ o coletivo.
Podemos dizer que produzir saberes no coletivo é um aprendizado realizado no interior de um
processo de negociagao.

Compreendemos que os saberes foram produzidos dentro de 1'm nrocesso dialsticn de

10 Nterno ac grupo e dentro de um contexto historico. 108 glos okarn
roduzicos num movimento de busca da melhor forma ae cesenvoiver o uabau
.Lativo. Entendemos que a produgao dos saberes é social e, portanto, o que foi produzid
esta diretamente relacionado com a forma como foi produzido e vice-versa.

Ao realizar as suas agdes, o grupo foi, aos poucos, procurando melhorar a sua forma de
atuagao. Nesse processo, também procurou melhorar as suas condigdes de trabalho no interior
da universidade. Destacamos que o grupo enfrentou muita dificuldade na utilizagdo de alguns
laboratdrios de informatica da universidade, principaimente, em relagdo aos aspectos fisicos e
organizacionais. Podemos dizer entdo que, nesse processo, produziram-se saberes e melhores
condigdes profissionais.

A reflexdo sobre coletivos humanos e tecnologias da inteligéncia possibilitou a Levy
(1998a: 28) elaborar o conceito de inteligéncia coletiva da seguinte forma: “E uma inteligéncia
distribuida por toda parte, incessantemente valorizada, coordenada em tempo real, que resulta
em uma mobilizagdo efetiva das competéncias”. Ao discutir sobre como essa inteligéncia esta
distribuida, o autor parte do seguinte pressuposto: “Ninguém sabe tudo, todos sabem alguma
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coisa, todo o saber esta na humanidade. Ndo existe nenhum reservatorio de conhecimento
franscendente, e o saber ndo é nada além do que as pessoas sabem’”.

Refletindo sobre o pensamento de Pierre Lévy, podemos dizer que O grupo que
investigamos produziu uma dindmica propria, que pode ser identificada como inteligéncia
coletiva e para a qual os elementos do grupo contribuiram e da qual usufruiram,

A crenga do grupo de que ‘todos sabem alguma coisa” possibilitou um processo de
negociagcao em seu interior, 0 que resultou numa produgao coletiva, fruto dessa inteligéncia
coletiva gue se movimenta num determinado contexto. a esse respeito Levy (1998b: 111)
argumenta que: “A inteligéncia das sociedades humanas e varidvel e, no melhor dos casos,
evolutiva, gragas a natureza dos individuos que a compdem e, 0 que € a oulra face de uma
mesma realidade, das ligagoes, geralmente livres ou contratuais, que a tecem”.

De forma geral, esta pesquisa permite-nos reiterar que o conhecimento e pratica social e
como tal deve ser compreendido. De acordo com isso, acreditamos que, especialmente nas
disciplinas mais tradicionais, por exemplo, aquelas relacionadas ao processo de ensinar e
aprender Cdlculo, é fundamental recorrer a construgao negociada de saberes. Concluimos que
o trabalho de professores, reunidos em grupos, constitui um requisito fundamental para o
estabelecimento dessas negociagées. No caso de nossa pesquisa, essa negociagao girou em
torno da utilizagdo de computadores, do trabalho com projetos e da promogao de uma pratica
educativa em que professores e alunos se assumiram comao produtores de conhecimento.

A investigagao sobre a trajetoria do grupo revelou-nos um pouco sobre o processo de
produgao coletiva de saberes em relagao ao processo de ensinar e aprender na universidade.
Compartilhnamos com Mazzilli (1996: 04) a idéia de que a produgao de saberes na universidade
& uma das questdes mais importantes a ser discutidas no atual contexto de crise da
universidade brasileira. Para essa autora e também para nds, o papel da universidade como
instituigao social é o de gerar e difundir conhecimentos e saberes. O trabalho coletivo, alem de
possibilitar a produgao de saberes necessarios para o desenvolvimento do ensino com
pesquisa, possibilita também a criagao de uma “cultura favoravel” no interior da universidade
para enfrentar diferentes tipos de desafios.
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A REGRA DE L'HOSPITAL, A METAFORA ECOLOGICA E O DISCURSO DOS
AUTORES DE LIVROS-TEXTOS®
Claudia Laus Angelo’

Resumo

Este artigo traz algumas consideragdes sobre o objeto matematico Regra de L'Hospital e a
possibilidade de trata-lo como uma espécie que habita os livros-textos de Calculo Diferencial e
integral e neles sobrevive imerso no discurso dos autores. Através da analise da sobrevivéncia
desse objeto em alguns livros-textos de Cdlculo utilizados atuaimente, foi possivel observar as
tensdes que governam O discurso matematico veiculado pelos autores de livros-textos e
verificar que a sobrevivéncia da especie Regra de L'Hospital ndo é completamente uniforme,
variando de autor para autor. Cabe ao professor a tarefa de sele¢ao da espécie. conforme seus
objetivos perante a turma em questao, na escolha pelo organismo que ira inserir no habitat sala
de aula.

Introdugéo

A educagdo matematica em nivel superior no Brasil € ainda bastante influenciada pelos livros-
textos, utilizados por muitos protessores como fonte de informagao., como linha norteadora para
condugdo da disciplina, como referéncia para 0s exercicios e/ou como fonte de questdes para
as avaliagées. Os livros-textos “t@m um papel central em todos os niveis da educagdo
matematica, (...) moldando praticamente todos 0S aspectos do ensino e aprendizagem da
matematica, nas escolas e universidades.” (Hariki, 1992: i) Em se tratando do nivel superior, no
qual as pesquisas em educagdo matematica ocupam ainda uma parcela pequena
comparativamente as pesquisas realizadas nos outros niveis, a infludncia dos livros-textos @
bastante significativa.

Neste artigo o livro-texto é visto como um habitat de objetos matematicos no qual sobrevive a
espécie Regra de L 'Hospital (RLH). A analise de alguns livros-textos de Calculo é feita através
da analise da sobrevivéncia desse objeto matematico especifico. A escolha pelo objeto
matematico RLH se deve a prépna dificuldade encontrada ao se tentar compreender as suas
demonstragdes contidas no livro-texto de Guidorizzi(1985). Essa dificuidade foi um impulso para
que se investigasse o tratamento dado por outros autores ac mesmo objeto. )

A analise da sobrevivéncia da espécie RLH nos livros-textos de Cdlculo de Avila(1981),
Guidonzzi(1985), Swokowski(1983), Leithold(1982) e Simmons(1987) é feita com base num
esquema de analise do discurso veiculado pelos livros-textos de Matematica de nivel superior,
desenvoivido por Hanki(1992) e no paradigma ecoldgico que Chevailard(1989) emprega para
pensar sobre os fenémenaos didaticos.

Desenvolvimento
Sobre o paradigma ecolégico
O uso de conceitos ecolégicos na educagao matematica foi iniciado por Yves Chevallard em

seus estudos sobre a transposi¢do didatica da matematica. Essa teona trata do processo de
migragao de um saber da esfera sabia (esfera de produgdo do saber matematico) para a esfera

* Artigo baseado na Dissertagao de Mestrado “A Regra de L'Hospital no habitat livro-texto: uma analise
do discurso de alguns autores” apresentada ao Programa de P6s-Graduagao em Educagdo Matematica
da Unesp. campus de Rio Claro em maio de 1997 e onentada pelo Dr. Sérgio Roberto Nobre.

Professora do Departamento de Ciéncias Exatas e da Terra da Universidade Regional integrada do Alto
Uruguai e das Missoes — URI. campus de Santo Angelo.




de ensino (escola). Segundo Chevallard(1989), nessa transferéncia de conhecimento de uma
esfera para outra ocorre “uma diferenga na ecologia do saber, segundo este saber se situa em
uma ou outra esfera, esfera sabia ou esfera de ensino.” (p. 41).

O termo ecologia, bem como muitos outros comuns a Ecologia como meio ambiente,
sobrevivéncia, habitat, foram inseridos por Chevallard em seu contexto de teorizagao da
transposicdo didatica. Ele distingue trés grandes ecossistemas do conhecimento matematico: o
sistema de ensino, a esfera sabia e a noostera. O sistema de ensino refere-se ao ambiente
onde ocorre o processo pedagdégico, ou seja, o processo de ensino-aprendizagem. A esfera
sabia é o ambiente dos matematicos puros onde os saberes sao produzidos e tomam
reconhecimento e a noosfera é o sistema intermedidrio entre os outros dois, pois sao seus
habitantes (pedagogos, professores, pesquisadores em educagdo, pessoas ligadas as
Secretarias de Educacgéo etc) que vao determinar e adequar os saberes que sairao da esfera
sabia para habitar o sistema de ensino.

A Regra de L'Hospital, vista como uma especie que habita o ecossistema do conhecimento
matematico, pode ser encontrada nos trés ecossistemas descritos acima. Podemos encontra-la,
por exemplo, no habitat “sala de aula” do sistema de ensino; no habitat “livro-texto” presente no
sistema de ensino e presente também na noosfera, quando o professor seleciona o(s) livro(s)-
texto(s) que melhor se adapta(m) aquele sisterma de ensino ou quando o autor esta escrevendo
o livro-texto; no habitat “aluno”, quando faz parte de seu conjunto de conhecimentos. no habitat
“artigos de revistas especializadas” presentes na esfera sabia etc.

Q objetivo desse trabalho é investigar como a espécie RLH sobrevive no habitat livro-texto. Este
habitat abriga diversos organismos matematicos que sao selecionados pelos autores de livros-
textos. Os autores muitas vezes pertencem a esfera sabia, mas, no momento em que se
propdem a escrever um livro-texto, tornam-se noosféricos, pois o livro-texto é um dos veiculos
pelo qual os organismos produzidos na esfera sabia chegam até o sistema de ensino. E é o
autor que seleciona, que filtra os organismos, de forma que vao habitar o livro-texto apenas
aqueles que ele acha que se podem adaptar ao sistema de ensino. Entretanto, sdo os
noosféricos da instituigao ou os proprios professores que verificardo quais livros-textos melhor
estdo adequados aos objetivos preestabelecidos pela instituigdo. Sendo assim, alguns
organismos matematicos passam do habitat livro-texto para o habitat sala de aula.

Sobre o discurso matematico do livro-texto

Para investigar a sobrevivéncia da RLH nos livros-textos selecionados foi utilizado um esquema
de analise do discurso veiculado pelos livros-textos de matematica, desenvolvido por
Hariki(1992).

ki 1292) assume cue “discurso (ou comunicacao) tem dois proncsitos fundaimentais
transmissao de informagao e negociagac de significados.” (p. 13). Para ele discurso € uma
negociagao de mensagens entre escritor e leitor (ou entre orador e ouvinte). E ¢ no discurso
utilizado pelos autores de livros-textos para transmitir o objeto matematico RLH e negociar o
seu significado que se esta interessada.
Ao falar em discurso matematico, Hariki(1992) esta-se referindo ao discurso que molda a
comunicagado do conhecimento matematico. Ele distingue trés variedades: o discurso dos
matematicos (discurso cientifico), o discurso dos professores e alunos de matematica (discurso
pedagogico), e o discurso dos autores de livros-textos de matematica. O discurso dos
matematicos é o veiculado por aqueles que produzem a matematica cientifica, a matematica
que € comunicada atraves de revistas especializadas, de semindrios de pesquisa. de
conferéncias, de tratados etc. E o discurso presente no ecossistema esfera sabia. O discurso
pedagdgico é o discurso que permeia a comunicagao entre professores e alunos e que esta
presente no ecossistema sistema de ensino. JA o discurso dos autores de livros-textos de
matematica e uma fusdo dos dois primeiros, pois, segundo Hariki(1992) os livros-textos de
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matematica de nivel superior sdo escritos por matematicos que sdo também professores.
Portanto, torna-se dificil saber se eles escrevem cientificamente ou pedagogicamente. Esta
afirmagao vem reforgar a idéia de que os autores de livros-textos sao noostéricos, isto &, eles
procuram adequar o discurso cientifico ao sistema de ensino.

Hariki(1992) aponta trés conflitos que permeiam o discurso dos autores de livros-textos de
matematica. O primeiro € logica versus heuristica, isto é, o conflito entre as “/dgicas” de
transmissao de informagao e de construgao de conhecimento. Os autores tém que decidir se
eles devem apresentar a matematica aos alunos como um corpo de conhecimento (um produto)
ou como uma atividade intelectual (um processo). O segundo é I6gica versus retérica, o conflito
entre as “légicas” de transmissdo de informagao e de negociagdo de significados. Segundo
Hariki(1992) os autores de livros-textos ndo sdo nem formais nem informais, pois eles tanto
usam regras da légica formal como negociam significados como o leitor. O terceiro ¢ Iégica
versus intuicao que é o conflito entre as “légicas” do processo cientifico e do processo
pedagogico. A presenga da “intuigdo” num livro-texto se refere ao uso que o autor faz de certos
recursos como figuras, exemplos, esquemas, que podem levar o leitor a insights intuitivos sobre
determinado conhecimento. Estas logicas sdo conflitantes nos livros-textos, pois os autores tém
que decidir entre 0 uso de uma, de outra, ou de ambas, em seu discurso, valendo-se de sua
posigao filosofica. Sendo assim, é importante verificar se a escolha do autor esta direcionada
para uma melhor compreensao do leitor.

O que nos permite identificar esses conflitos no discurso dos autores de livros-textos de
matematica € o uso que eles fazem de esquemas l6gicos, heuristicos e retéricos. Os esquemas
logicos sdo usados para fazer a apresentagdo rigorosa da informagdo matematica, os
esquemas heuristicos sdo usados para fazé-la compreensivel, 8 os esquemas retéricos sao
usados para fazé-la aceitavel.

Para reconhecer a presenga ou ndo da légica, heuristica ou retérica no discurso dos autores,
durante a analise da espécie RLH nos livros-textos selecionados, foi utilizado o sequinte
esquema que Hariki(1992) desenvolveu para analisar um livro-texto de Fungdes de Varidveis
Complexas:

Arquitetura da matematica: como a matematica é organizada.

Contexto da teoria: fundamentos ou pré-requisitos.

Desenvolvimento da teoria: organizagao dos conteudos, a rede de definigdes e teoremas.
Atividades: como as atividades do leitor sdo organizadas. Analise dos exercicios.
Negociagao: como o autor interage com os leitores.

Negociagao da verdade: provas ou argumentos retoricos.

Negociagao da compreensao: figuras, exemplos, apelo a intuigdo, analogias, metaforas.
Negociagao da linguagem: nomenclatura, demonstragao, meta discurso.

Outras espécies de negociagao: aspectos histéricos, aplicagdes.

Os livros-textos de Cdlculo selecionados foram os de Avila(1981), Guidorizzi(1985),
Swokowski(1983), Leithold(1982) e Simmons(1987), devido & frequente adogao destes pelos
professores de Calculo Diferencial e Integral nas universidades brasileiras. Cada um deles foi
analisado segundo o0 esquema acima, focalizando-se o contexto em que discursavam sobre a
RLH.

Alguns resultados decorrentes da andlise do discurso dos autores no desenvolvimento
da RLH

A analise do discurso que esses cinco autores empregam para abordar a espécie RLH permitiu
evidenciar alguns aspectos relacionados a sobrevivéncia desta espécie no habitat livro-texto.
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Durante a analise do contexto da teoria, foi observado que a sobrevivéncia da espécie RLH no
livro-texto estd sujeita a “filosofia de apresentagao da matematica” adotada pelo autor e
geralmente evidenciada por ele no prefacio da obra. Dos cinco autores analisados, quatro
expoem no prefacio os principios sob 0s quais pretendem desenvolver seus discursos e na
apresentagao da espécie RLH seguem predominantemente estes principios. Assim, como cada
livro-texto & um habitat particular, cujas espécies que nele habitam sao selecionadas pelo autor
e adaptadas por ele para que sobrevivam de acordo com sua “filosofia de apresentagao da
matematica”, € inevitavel que aparegam diferenciagoes, de uma obra para outra, no tratamento
dado a RLH.
O que € um consenso entre o discurso dos autores analisados € o nicho tréfico10 da RLH.
Todos eles motivam o seu estudo destacando o seu papel no ecossistema do conhecimento
matematico: “(...) um modo muito util de calcular limites de formas indeterminadas (...)" (Avila,
1981:178); “(...) um método geral para encontrar o limite, se ele existir, de uma fungao em um
numero onde ela tem a forma indeterminada (0/0)." (Leithold, 1982: 504). Os autores reforgam
que na cadeia trofica do conhecimento matematico, a RLH alimenta o calculo de limites de
formas indeterminadas. Porém Avila e Simmons vac mais além. Ambos ressaltam que a RLH é
importante para o calculo de certos limites, cujos resultados permitem conclusdes obre o
comportamento das fungoes dos limites em questao. Eles mostram uma continuidade na cadeia
trofica: a RLH alimenta o calculo de limites que alimenta o estudo do comportamento de
fungdes.
Ja o principal alimento da RLH, na cadeia tréfica do conhecimento matematico, é o Teorema do
Valor Médio Generalizado ou Teorema de Cauchy. Este teorema & utilizado por todos os
autores na demonstragao da RLH e por isso todos eles o apresentam antes de demonstrarem a
RLH.
A forma como os autores organizam o seu discurso na apresentagao da RLH permite uma
comparagao entre o calculo de indeterminagdes sem a RLH e com a RLH, e consequentemente
permite perceber que a resolucdo de indeterminagdes é mais facil através da RLH. Esse tipo de
motivagdo pode nao ser muito conveniente para o aluno, pois ele percebe de imediato a RLH
como um instrumento de facil aplicagao e acabe apegando-se somente a ele, esquecendo as
técnicas anteriores que em muitos casos sao mais eficazes e menos trabalhosas. No entanto,
quatro dos autores analisados também chamam a atengao do leitor, através de exemplos, para
que ele nao se apegue exclusivamente a RLH, pois ha casos em que esta regra nao se aplica
ou que sao resolvidos mais facilmente por outros métodos.
Enfim, existem diferengas e semelhangas quanto & sobrevivéncia da espécie RLH nos livros-
textos analisados. Por isso, ndo ha uma resposta objetiva para um questionamento sobre a
cbrevivéncia dessa especie.

‘onclusao

Tanto para a RLH quanto para qualguer outra espécie ou organismo que habita o livro-texto, a
sua sobrevivéncia depende do discurso do autor no qual esta inserida. Cada autor tem uma
forma de interagir e negociar com o leitor, e cada autor organiza, de acordo com a sua “filosofia
de apresentagdo da matematica’, o ambiente no qual ird desenvolver as espécies que
seleciona para habitar o livro-texto. Do sucesso dessa negociagao e organizagao depende a
insercao do habitat livro-texto, ou de alguns organismos que nele habitam, no ecossistema
sistema de ensino.

Mesmo que o professor nao adote um livro-texto especifico, é dificil que ele nao utilize nenhum
livro-texto para preparar as suas aulas ou que ele ndo indique uma bibliografia basica para o
estudante. Como o discurso presente nos livros-textos nao é “standard”, objetivo ou uniforme,

" Papel funcional que determinado organismo desempenha na sua comunidade.
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mas, sim, varia de autor para autor, o professor pode optar por aquele que julga que melhor o
ajudara a cumprir 0s objetivos de seu curso. Muitas vezes o aprendizado do aluno depende em
parte da escolha do livro-texto.

O ideal seria que, para cada conteudo a ser inserido no habitat sala de aula, o professor
preparasse fichas de trabalho, levando em conta as expectativas da turma. Assim, ele estaria
livre para preparar o seu proprio discurso, considerando a sua experiéncia pedagogica, e para
selecionar 0 que ha de mais interessante, dentre 0s discursos dos autores de livros-textos,
sobre o conteudo em questao. Dessa forma, o professor faria um tipo de “selegao” das espécies
que sobrevivem no ecossistema do conhecimento matematico.

Quanto mais pesquisas forem realizadas e divulgadas em nivel de Ensino Superior, mais
opgdes os professores terdo para modificarem também os seus discursos em sala de aula.
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TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO: UM ESTUDO DE SUA COMPREENSAQO
POR ALUNOS DE CALCULO |

Claudia Segadas Vianna
UFRJ

O Tecrema Fundamental do Caélculo (TFC) € um dos tdpicos mais importantes
ensinados no curso de Calculo |, ja que estabelece o vinculo entre os conceitos de derivada e
integral. Esta foi uma das razdes pelo qual foi escolhido como o foco desta pesquisa, que
objetiva investigar sua compreensao por alunos de cursos de areas exatas.

Dados foram colhidos de alunos do primeiro ano da Universidade Federal do Rio de
Janeiro ao final do curso de Calculo I. A amostra incluiu alunos de trés areas: matematica,
informatica e engenharia. Um estudo piloto foi realizado em 1994 e o estudo principal em 1995
e 1996. No estudo principal participaram 148 alunos. Todos estes responderam a um teste de
matematica dividido em duas partes. Uma amostra de 17 dos 148 alunos foi selecionada para
uma entrevista com base no questiondrio e 7 destes 17 alunos para uma entrevista utilizando
0 computador.

Os resultados mostram que alguns dos obstaculos para a compreensao do Teorema
Fundamental do Calculo estdo relacionados a dificuldades com os conceitos de fungao,
continuidade, derivada e integral. As definicbes destes conceitos ndo estao claras para os
alunos e estes frequentemente fazem uso de imagens que contém apenas aspectos parciais de
uma definigdo ou sao baseadas em exemplos particulares. Este fato se mostrou evidente
quando os alunos nas entrevistas se defrontaram com novos exemplos que nao se adequavam
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com as imagens pré-formadas. Também foi verificado que definigdes e teoremas basicos para
0 curso de Cdlculo estdo completamente fragmentados para os alunos, nao se constituem em
um corpo légico com sentido e por vezes estes até misturam partes de uma definigao com outra
Ou de um teorema com outro, ou confundem um teorema com uma definigao.

Deste modo poucos alunos conseguem compreender a demonstragao de algum teorema, como
foi exemplificado na pesquisa com o Teorema Fundamental do Cdlculo. Uma grande dificuldade
foi encontrada ao tentar destacar as idéias centrais por tras da demonstragao. Agravando este
processo, a concepgao que tém do papel de prova em matematica reflete o fato que nao estao
acostumados a pensar nesta como um passo fundamental para generalizar um proposicao. Os
resultados encontrados nesta pesquisa estao fortemente relacionados aos habitos de estudo
dos alunos: tendem a nao prestar atengdo a qualquer aspecto mais tedrico do curso,
memorizando algoritmos sem refletir em sua aplicabilidade.

A REPRESENTAGAO SOCIAL EM ALUNOS CONCLUINTES DE CURSO DE
LICENCIATURA EM MATEMATICA DE INSTITUIGOES DE ENSINO SUPERIOR DA
REGIAO METROPOLITANA DO RECIFE SOBRE AS CARACTERISTICAS DO
PROFESSOR DE MATEMATICA

Josinalva Estacio Menezes''
UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO

INTRODUCAO: Um dos aspectos de maior interesse dos estudiosos da Educagao Matematica
se refere a busca de novas metodologias que norteiam os aspectos referentes a postura do
professor em sala de aula. Assim, no presente trabalho, objetivou-se investigar quais as
principais caracteristicas necessarias a um bom professor de matematica em sala de aula, na
visdo de alunos concluintes de curso de Licenciatura em Matematica de instituigdes de ensino
superior da regido metropolitana do Recife. Neste contexto, enquanto forma de expressio de
sujeitos do seu cotidiano material em relagao as suas subjetividades existenciais, e sua propria
experiéncia de vida, as representagdes sociais se constituem em poderosa ferramenta para o
auxilio da leitura da realidade. Acredita-se que, enquanto construto, segundo a proposta de
Moscovici, as representagées sociais se constituem no caminho que permitira uma
investigagao mais fiel do sentido indicado desta relagao completa, pela riqueza de
possibilidades; aquele que oferece uma busca no €spago amplo que associa um objeto a
outros, a partir da experiéncia concreta que o individuo tem do mesmo. METODOLOGIA: Para
realizar a pesquisa, foram selecionados aleatoriamente tr@s alunos concluintes do curso de
Licenciatura em Matematica em cada uma das trés Instituicoes de ~nsino superior na regiao
melropoitana do Recife nas quais o refendo curso e oterecido, num total de nove alunos.
Optamos por aplicar a entrevista semi-estruturada, transcrever os depoimentos e depois
analisa-los segundo o método quantitativo, via analise do discurso, com base nas orientagoes
metodoldgicas de Spink. RESULTADOS: Através da analise, ficaram evidenciadas as relages
intrinsecas desta unidao da pratica com as experiéncias vividas pelos préprios alunos
concluintes, enquanto estudantes que tinham aulas com professores de matematica. Assim, as
caracteristicas mais evidenciadas remeteram a um relacionamento harmonioso entre professor
e aluno, um dominio do conteudo por parte do primeiro, atencao a cada aluno em sua
individualidade. e aspectos inerentes a transmissdo do conteudo. CONCLUSOES: No estudo
ficou apontada uma visao da matematica como uma disciplina onde parece haver uma
necessidade do professor buscar mais as relagoes interpessoais em combinagao com uma boa
tecnica e uma boa base de conhecimento sobre o assunto.

! jomene @nelore.npde. ufrpe.br
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CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL:
UMA ABORDAGEM EPISTEMOLOGICA DE ALGUNS ASPECTOS

Ligia Arantes Sad
Universidade Federal do Espirito Santo — UFES

Este artigo é baseado em uma Tese de Doutorado (SAD, 1998)," centrada na produgéo
de significados e conhecimentos a partir do Célculo, tendo como motivo principal a
preocupagao em contribuir para a compreensao do desenvolvimento do pensamento diferencial
€ integral do estudante em meio as atividades de sala de aula. Pode ser decomposto em duas
partes, embora durante as investigagdes elas tenham estado entrelagadas e interferentes, A
primeira parte de fundamentagao tedrica e de investigagéo historico-epistemoldgica, na qual
abordamos algumas teorias de conhecimento e destacamos o Modelo Tedrico dos Campos
Semanticos (MTCS), pois este serve de apoio & discussdo de uma produgéo de significados a
partir de alguns objetos e temas da Histdria da Matematica relacionados ao Calculo. A segunda
parte, empirica _ de pesquisa de campo _ que, do ponto de vista metodoldgico, situa-se em
uma perspectiva qualitativa de investigagdo, cujas andlises sdo desenvolvidas segundo o
MTCS, mostrando ndao s6 a adequagdo desse modelo nas andlises pretendidas mas,
principalmente, apontando diferentes modos de produgdo de significados, objetos e
conhecimentos ao se estar operando em relagao ao Célculo.

INTRODUGAO

O principal objetivo da pesquisa pode ser centralizado em termos de uma
analise epistemoldgica de aspectos da aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral.
Cuja PERGUNTA DIRETRIZ, geradora dos encaminhamentos & assim formulada: Sao

estabelecidas diversificagdes nos modos de produgdo de significados e de objetos a
partir do Caleculo ? Quais ?

"% Tese de Doute: wdo defendida junto ao Programa de P6s-Graduagao em Educagdo Matemitica da Universidade Estadual
Paulista _UNESP_. Campus de Rio Claro. s0b a onientagdo do Prot. Dr. Romulo Campos Lins.
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Devemos observar que os significados a que essa pergunta se refere, sao significados
matematicos constitutivos de certos modos de produgdo do pensamento diferencial e integral'®,
bem como de seus objetos. Além disso, a referdncia de diversificagdo nos modos de produgao
de significado é feita em relagdo aparente a um “mesmo" objeto produzido (por exemplo,
diferencial de uma varidvel x, “ dx “) e simbolicamente representado em uma proposigao
linglistica de mesma aparéncia. Portanto, para responder a pergunta feita, entre outras coisas
devemos investigar qual a natureza desses objetos de que se fala. A partir de que sao
produzidos (de qual(is) significado(s), de quais outros objetos ou principios)? Em conjunto com
que justificativas matematicas ? Realmente existe diversificagao nos modos de produgdo de
significados ou sao meras metaforas ou mimeses de um mesmo objeto?

A GENESE DA PESQUISA teve como uma fonte o ensino 8 aprendizagem das
nogoes fundamentais do Célculo Diferencial e Integral em meio ao convivio nas salas
de aula dos mais variados cursos que necessitam dessa parte da Matematica, nos
colocando em contato direto com as dificuldades que sdo também denunciadas no

indice de reprovagdo e de desisténcia que marca esta disciplina no inicio dos cursos
nos quais é ministrada.

Resolvemos centrar as observagdes, em sala de aula de Calculo, no que diz respeito
aos significados _ “conjunto de ¢oisas gque se pode falar e efetivamente se diz gito de

objeto [grifo nossol* (Lins, 1997b, p. 145) _ produzidos pelos alunos e os produzidos pelos
professores ao utilizarem-se do discurso matematico académico, independente da metodologia

usada ou de outros instrumentos, embora ndo deixando de lado as relagdes e interferéncias
que possam ser estabelecidas. '

Pesquisas a respeito do ensino e aprendizagem de Cdlculo no terceiro grau reforgam as
evidéncias desse problema de apresentagdo formal dos enunciados matematicos, de modo
linearizado numa cadeia de resultados, que parecem nao admitir discussdes, como se 0s
objetos matematicos ensinados e aprendidos pudessem ser constituidos de modo unico,
independente dos estudantes (de sua formagdo, de sua demanda enquanto aluno ou futuro
profissional), do livro texto ou de outro instrumento utilizado. Nessa diregao, € comum escutar
entre professores: "0s objetos do Célculo sdo sempre os mesmos, embora se fale sobre eles

com algumas diferengas de tratamento®, ou mesmo "Cdlculo é Célculo, embora as aplicagoes
se diversifiquem".

Em grupos mais seletos, como o de estudantes de Célculo, observamos, por exemplo,
que, se tomarmos o resultado matematico de que os reais formam um corpo ordenado completo
e fizermos a associacdo comum com pontos sobre uma “linha numerica". observamos que
llguns estugantes veem, como implicagdo. que nao existe “luigar” ;Bar mais nenhu:n
numero: a linha numerica e completa.' Em particular, os estudantes ndo aceilam que se
‘engorde” a linha numeérica e se englobem os hiper-reais e que, assim, ela possa conter os
infinitésimos _ que sdo positivos mas menores que qualquer racional positivo nao nulo _ como
dentro da analise nao-standard. Outros olham a “completude" como um resultado técnico, que
adiciona os pontos limites de seqiéncias de Cauchy de numeros racionais, sendo
perfeitamente possivel colocar os nimeros reais em um conjunto numérico maior, incluindo os
infinitésimos e numeros infinitos, os hiper-reais. Esse é um modo de aceitar a tecria da analise

"' Segundo Cabral (1992). o pensamento diferencial congrega a nogdo de fungdo relacionada a um pensamento
algébrico e geométrico que permite a aprendizagem do aluno em Cilculo. Relacionande 20 nosso trabalho de
pesquisa. de modo mais especifico. podemos dizer que: o pensamento diferencial ¢ integral sio relagoes e

combinagoes. conscientes. a partir de estipulagées locais préprias ao desenvolvimento do Cilculo. as quais
apontamos no decorrer da pesquisa.

" 1550 também foi detectado em outras pesquisas, como a de Sierpinska (1987) ¢ a de Comu (1983).
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nao-standard. Mas, por exemplo, Cantor negou a existéncia de infinitesimais, baseando-se na
nao- possibilidade de calcular o inverso de um numero infinito em sua teoria de cardinais
infinitos. '®

Mas, como bem escreve Boyer (1959), o fato da cardinalidade de um conjunto poder ser
infinito, junto a definicdo de variavel continua, foi o bastante durante algum tempo, aocs
conceitos do Calculo; ou seja, os fundamentos eram remetidos a conjuntos numeéricos de
inteiros, finitos e infinitos, sem precisar entrar nas dificuldades inerentes ao infinito real (como,
mais tarde, fez-se na anadlise nao-standard). O rigor logico, finalmente, (con)venceu e
concretizou a constituigao desse modo de produgao dos fundamentos que matematicos, como
Weierstrass, Dedekind, Cantor e outros, ajudaram a estabelecer para o Calculo.

Assim, nao ha um verdadeiro e absoluto modo de pensar sobre Matematica, de
constituir seus significados e seus objetos em meio as nossas agoes, como historicamente
também pudemos evidenciar'®.

No entanto, em certos grupos sociais onde é trabalhado e produzido um conhecimento
matematico avangado,”” e, em cujos grupos existe uma maior convergéncia em relagdo as
experiéncias anteriores dentro da Matematica, € de se esperar pouca ou até por vezes
nenhuma diversificagao dos modos de produgao de significado a partir da Matematica.

Na parte social de convivéncia em sala de aula, para o destaque necessario a
construgao epistémica do aluno, a fala é elemento muito importante. Por isso, além do MTCS,
recorremos varias vezes as idéias de Bakhtin (entrelagadas com as de Vygotsky) no que se
refere ao estudo da fala e da linguagem, e as de Vygotsky e Bruner quanto a produgao de
significado.

Tomamos porém, como um de nossos objetivos, mostrar a adequacidade do MODELO
TEORICO DOS CAMPOS SEMANTICOS (MTCS) como um modelo tedrico basico as nossas
investigagoes. Este modelo comegou a ser concebido por R.C. Lins a partir de sua tese de
doutoramento em Educagdo Matematica — A framework for understanding what algebraic
thinking is — na University of Nottingham (UK) em 1992. '® Um aspecto de destaque no MTCS
@ o tratamento dispensado ao que se refere a conhecimento. Diferentemente de outras teorias
epistemolégicas (ou teorias do conhecimento) propée entre seus pontos centrais:
conhecimento = ( crenga-afirmagao, justificagdo ). O que nos faz estar diante de um sujeito do
conhecimento, ou seja, de uma existéncia interdependente e intrinseca do conhecimento a
partir do sujeito, e também, do sujeito do conhecimento (produtor assujeitado).

Com a definicdo de conhecimento do MTCS é perfeitamente possivel dizer que, por
exemplo, dois sujeitos que estao produzindo significado para a mesma sentenga _ "a derivada

" Ver TALL (1991.p. 6).

" Um dos objetivos do estudo histérico epistemoldgico empreendido na pesquisa foi de mostrar como as idéias se estabelecem
segundo significados dos grupos socials em que foram elaboradas. levando em conta os aspectos convencionais (culturais-
ideoldgicos) em que sdo insendos os individuos criadores. (Cf. Sad. 1999. p.159).

""Aqui estamos tratando. de modo bem simplista. um conhecimento matemdtico como ‘avangado’ se as suas afirmagdes e
justificagdes precisam considerar uma matemadtica pelo menos de nivel universitinio. Porém, Tall (1991, p.3) afirma que, o ciclo
de auvidades do pensar matemdtco avangado pode ser visto como aquele que a partir do ato criativo de considerar um
determinado problema. contextualizado na ivestigagdo matemdtica. conduz a formulagio de conjecturas e ao estdgio final de
refinamento ¢ prova. A possibilidade de definigdo formal ¢ de dedugdo sdo fatores que distinguem o pensar  matemdtico
avangado

* Nos Anais do XVII PME (Lisboa. 1994). ele publicou o anigo Eliciting the meanings for algebra produced by students:
knowledge, jusuficanons and semantic fields, no qual j& discute alguns dos aspectos do refendo modelo epistemolégico. Em
junho de 1994, publicou na revista Ovaamis (Blumenau. v.1. n.7) o primeiro antigo enfatizando o modelo. entitulado: O Modelo
Tearico dos Campos Semdnricos: uma andlise epistemoldgica da Algebra e do pensamento algébrico. Desde entdo. esse modelo
tem stdo implementado e divulgado por seu autor.
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de x é 2x" _ porém, um deles com justificagdo baseada na autoridade (¢ assim porque o
professor disse) e 0 outro com justificagao nos calculos que fez usando a definigao de derivada
pelo quociente de Newton, constituem conhecimentos diferentes.'®

Um papel da justificagao, é o de produzir, para o sujeito do conhecimento, objetos _
"algo" | jeito _fal r ito _. Neste modelo, objetos sdao constantemente
constituidos, embora por fazerem parte muitas vezes de estipulagdes locais”® tomadas,
paregcam ter uma "existéncia permanente", ligada a nossa "realidade".

Ao comegarmos a pensar sobre algo, sempre temos uma versao de mundo (criado por
outros) da qual partimos, construgdes das quais tomamos determinadas premissas como
certas, as “estipulacdes’. Elas ndao compdem nenhuma realidade bdsica ou “apriori’, mas sio
elementos na produgao de versées de mundo que tomamos para construgoes subsequentes.

No que se refere as estipulacdes, o MTCS modifica essa nogao a partir de Goodman,
intensificando seu carater nao-permanente, uma vez que so considera sua criagado em meio as
atividades, denominando-as entdo de estipulacées locais .

S&o as estipulagoes locais que vao constituir o que se denomina nucleo de um modo de
Rroduedo de significados, isto €, nucleo de um Campo Semdntico (CS). Portanto, niicleos de
CS podem ser pressupostos de objetos (como propriedades e imagens), diagramas, principios,
axiomas, ou mesmo um enunciado. Em nossa pesquisa, em meio as atividades relativas a
Calculo (ndo previamente ou posteriormente), notamos alguns elementos que, devido a sua
frequéncia e importancia como basicos na produgao de significados, objetos e conhecimentos a
partir do Calculo, acabaram tendo denominagbes especiais como estipulagdes locais em
nucleos de CS:

e Estipulagoes locais a respeito de limite - quando se tem no nucleo a definigao

Weirstrassiana de limite de uma fungdo de uma variavel real, ou seja: dizemos que "
limf(x)=1 Se Ve>0, 38>0 talquese O<|x-c<d = |f(x)-L|<e"

* Estipulagbes locais a respeito de infinitésimos _ quando se tem no nucleo elementos
baseados na nogado de infinitésimo _ a nogao de infinitésimo como concebido desde
Newton, de ménadas infinitesimais, de incrementos infinitamente pequenos; ou como
para Leibniz (que dizia nao serem numeros ou quantidades) uma classe de numeros
menores que qualguer outro designado, as vezes também expressos como diferenciais
ou como distancias infinitamente pequenas; ou mesmo a nogdo de infinitésimo (mais
recente) como numero hiper-real cujo modulo € menor que de qualquer numero real
positivo;

» Estipulagoes locais visuais-geométricas - quando se tem no nucleo principios ou
resuftados geometricos. graficos e desenhos de figuras planas ou espaciais.

* Estipulagoes locais do tipo algoritmos - quando se tem no nucleo algoritmos regras.
formulas, sequéncias memorizadas “de cor’, sem relacionar ao entendimento e
justificativa matematica.

Muitas vezes porém, os nucleos ou tém mais de uma dessas estipulagdes locais,
com os elementos relacionados em estipulagdes locais complexas, ou hd uma fluéncia
tdo grande entre um CS e outro que, torna-se dificil saber sem outras investigagdes, se
ha predominancia desta ou daquela estipulagao local para podermos especificar os CS.

Em seu dominio didatico-pedagégico. o professor procura estratégias de organizagao
das atividades dos alunos, de valoragao de certas atitudes e de determinados discursos,

" - < o .

Essa diferenciagdo citada, ndo ¢ possivel com a definigdo de conhecimento de modo cldssico  uma crenga verdadeira
Justificada”™ . em que a justuficagdo em relagdo com a certeza do sujeito em dizer que conhece ¢ ndo com a afirmagdo (com a
warantia do sujento em poder enuncid-la), sustentando conhecimento na categona de uma proposigdo acena.

* Estipulagies locais ¢ realidade. sio nesta pesquisa tratadas sceuindo uma visdo relativista de Nelson Goodman,
citada por Bruner (1986. p. 99-104). porém modificadas 4 vz do MTCS. Veja SAD (1998, p.127).
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sempre tendo em mente demandas que, (entre outras coisas) o fazem produzir significados em
certos CS e a querer que o aluno também produza significados em CS analogos. Além do mais,
pensando em termos de aprendizagem efetiva do aluno, o professor quer que o aluno além de
tomar como legitimo um certo modo de pensar, também passe a domina-lo.

Assim, a partir de caracterizagdes basicas _ atividade e produgao de
significados, enunciagao e enunciado, interlocutor e demanda, conhecimento e sujeito
do conhecimento, objetos e relagdes, estipulagdes locais e CS _ incluindo seus inter-
relacionamentos, nos posicionamos frente as investigagoes tambéem em sala de aula
de Calculo.

Na parte referente & PESQUISA DE CAMPO exemplificamos como procedemos a
andlise dos dados obtidos em um processo metodolégico de observacdo participante, &
implementada e aliada por: anotagdes sistematicas em um caderno de campo, gravagoes e
entrevistas do tipo centradas.

Foram escolhidas para observagao sistematica durante um ano, trés turmas (uma de
Fisica -T1, uma de Matematica - T2 e outra de Geologia -T3) todas de Calculo inicial, por
entendermos esse contexto mais propicio a investigagdo de produgao do pensamento
diferencial e integral.

Nossa opgdo foi por uma metodologia de pesquisa qualitativa que nos permitisse
observar de modo a interferir o minimo possivel no dia-a-dia dos professores e alunos,
principalmente em suas maneiras de falar e apresentar as idéias e solugées de problemas
durante as atividades em Caiculo.

Os dados coletados : 1. entrevistas individuais (gravadas ou filmadas); 2. gravagdes de
grupos de alunos em atividades em sala de aula de Calculo; 3. solugdes escritas de problemas
(feitos individualmente ou em grupo); 4. observagdes escritas (caderno de campo) durante as
aulas.

Nos procedimentos de andlise desses dados, além do MTCS, também propusemos uma
classificagdo de alguns deles em categorias sob certas distingées nas formas como esses
dados se apresentavam.

Em nossas CONCLUSOES E INDICATIVOS estao:

« O entendimento da produgao de significados em meio as atividades de Calculo destaca uma
necessidade de compreensdo das interrelagdes entre: demanda social, sujeito do conh.
(prof. e aluno), interlocutor, enunciado (texto), enunciagado, conhecimento, CS (em relagao a
estipulagdes).

« O processo ensino - aprendizagem de Calculo esta centrado em que aprender € aprender a
produzir significado.

A predominancia continua a ser do “ensino textual” (linha tradicional). Entre outras
implicagdes, determina agoes didatico/pedagogicas em termos do conteudo a ser ensinado.
Nao propicia investigar “onde o aluno esta“ e, se preciso, mudar de CS.

« O MTCS além de mostrar-se adequado ao estudo histérico epistemoldgico, confirmou a
existéncia de diversos modos de produgao de significados a partir das atividades em
Célculo, permitindo exibi-los.

« A preocupacdo (em ter esse modelo como base) dizem respeito ao perigo de que uma
énfase excessiva no foco epistemoldgico provoque um desligamento de outros fatores

Entre as metodologias qualitativas (observacio participante, pesquisa-agdo, pesquisa-participante. histonia de vida ¢ outras)
citadas por Haguette (1990) a mais adequada em termos de suas caractensticas ¢ defimgdo o1 4 observagao participante.



psicoldgicos, um ‘recorte” do estudante do quadro geral que envolve o processo de
educagao.

Como DIRECIONAMENTOS temos:

* Atentar para as mudangas e relagdes entre CS. Buscando estar dialogando, compartilhando
¢om o aluno de CS semelhantes.

* As diversificagdes na fungao semantica da linguagem nos textos matematicos reforcam a
necessidade de uma maior atencao a énunciagdo dos mesmos.

* Os objetos sao produzidos a partir do Célculo em meio a diferentes demandas; outros
interlocutores além do professor.

* No processo de ensino-aprendizagem, destacar Importancia a fala dos alunos na andlise de

£Omo e o qué estdo aprendendo. Nio tratar os significados distintos dos “oficiais” como erro
ou falta.

papel central é do aluno e nao do professor.,
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O DOMINIO DO PROCESSO DEDUTIVO POR ALUNOS
DE GRADUAGAO EM MATEMATICA

Lilian Nasser
IM/UFRJ
CETIQT/SENAI

A Teoria de van Hiele estabelece niveis de desenvolvimento do raciocinio geométrico, a

saber: visualizagao, analise, abstragdo, dedugao e rigor. Segundo van Hiele (1976), o modelo
e hierarquico, isto e, para atingir um determinado nivel, o aluno deve dominar todos 0s niveis
inferiores. Além disso, a progressao de niveis depende fortemente da experiéncia de
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atividades especialmente programadas com esse fim. Isto implica que os professores devem
preparar os alunos para atingir o nivel da dedugao em Matematica. Diversos projetos de
pesquisa desenvolvidos ao longo dos ltimos 20 anos comprovaram a hierarquia dos niveis de
van Hiele. admitindo, no entanto que estes podem ser continuos, isto g, & possivel exibir
algumas caracteristicas de um determinado nivel, sem o completo dominio do nivel
imediatamente anterior. Portanto, para que um aluno compreenda O processo dedutivo, €
necessario que tenha dominado o0s trés primeiros niveis. No entanto, a maioria dos alunos
passam pela escola sem gue sejam expostos a atividades que desenvolvam seu raciocinio
logico ou que 0s preparem para o dominio do processo dedutivo. De acordo com a teoria de
van Hiele, o professor tem um papel fundamental na escolha das atividades a serem
vivenciadas pelos alunos, promovendo 0 seu progresso pelos niveis de raciocinio geometrico.

Apesar da tentativa atual de uma abordagem mais experimental nos ensinos
fundamental e médio, substituindo a énfase na teoria, fora do alcance da compreensao dos
alunos, a realidade hoje mostra que a maioria dos alunos nao esta aprendendo a pensar e
raciocinar quando estuda os diversos conteudos da matematica.

Esse problema ja foi observado internacionaimente, e a investigagao sobre
“argumentagao e provas no ensino da matematica’ vem recebendo atengdo cada vez maior de
pesquisadores e educadores matematicos, constituindo atualmente uma linha de pesquisa
marcante, sempre presente em congressos e publicagoes de Educagao Matematica. Grande
parte das pesquisas desenvolvidas nessa area foram relatadas por Hanna e Jahnke (1996), no
capitulo intitulado ‘Proof and Proving', incluido no manual de Educagao Matematica publicado
na Holanda, o “International Handbook of Mathematics Education”, (pp. 877-908). Nele sao
citadas pesquisas sobre as fungdes da prova (Hanna, 1990; de Villiers, 1990), os tipos de prova
aceitos por matematicos e por educadores matematicos (Bell, 1976; Balacheff, 1988; Davis,
1993), além de estudos investigando 0s progressos dos alunos no desenvolvimento do
raciocinio dedutivo (Hersch, 1993; Hoyles, 1997).

Alguns estudos mostram que muitas vezes O aluno chega ao curso superior sem
dominar o processo dedutivo, j@ que nac vivenciou atividades que levassem ao
desenvolvimento do seu raciocinio l6gico. Alguns exemplos serao relatados a seguir.

Um levantamento dos niveis de van Hiele de alunos que ingressaram nos cursos da
area de Ciéncias Matematicas e da Natureza, na Universidade Federal do Rio de Janeiro, em
1989, mostrou que apenas 30% dos alunos raciocinavam no nivel da dedugao ou do rigor
matematico (Nasser, 1992, 1994).

Outro forte indicio dos problemas apontados sao os resultados do Exame Nacional de
Cursos. o Provao (MEC) para avaliar 0s cursos superiores de todo o pais. Aos formandos dos
cursos de Licenciatura e Bacharelado de 1998 foi proposta a seguinte questao:

O losango ¢ um guadrildtero que tem 0s quairo lados iguais. A partir desta
defini¢do, pode-se demonstrar a seguinte afirmagao:

' Ter diagonais perpendiculares ¢ uma condigdo |
| necessaria para que um quadrilitero seja um |
| losango.

1) Enuncie esta afirmacdo sob a forma de um teorema do tipo **Se ... entao...”

b) Demonstre o teorema enunciado no item (a)

¢) Enuncie a reciproca do teorema enunciado no item (a) e decida se elaéou
nio verdadeira. justificando a sua resposta.

— it e = — - | \




O resultado foi surpreendente: 54% de respostas em branco, e nota média de 0,78 (em
um maximo de 10), numa amostra nacional de cerca de 8.500 formandos.

Preocupados com esses resultados, resolvemos investigar essa questdo. Coutinho
(1998) acompanhou o desempenho de alunos de Licenciatura em seu trabalho de Iniciagao
Cientifica. Esses dados foram comparados com o desempenho de professores matriculados em

um curso de especializagao (Nasser,1999).

Resultados obtidos por nossa pesquisa:

1" amostra: 37 alunos do 1° ano do curso de Licenciatura em Matematica
2" amostra: 18 professores de matematica de um curso de especializagao

Licenciandos Professores

Totalmente certo 11% 11%
Demonstragao errada 1% -
Troca do teorema x reciproca 35% 28%
Troca do teorema x reciproca, 3% 22%
com demonstragdo correta

Justificativa errada para 8% 28%

a reciproca
Totalmente errado 32% 11%

A andlise desses resultados mostra que muitos dos sujeitos testados nao conseguem
nem diferenciar a hipétese da tese, e que aparentemente ao longo dos anos de estudo na
universidade esse quadro nao é melhorado, e pode até piorar, se os professores nao usarem

raciocinio dedutivo no exercicio do magistério.

Além desta, a questdo a sequir (Tinoco, 1999) também foi aplicada a alunos de

licenciatura em Matematica da UFRJ.

O retdngulo é um quadrildtero que tem os quatro dngulos iguais.
A partir dessa definicdao, pode-se demonstrar a seguinte afirmagao:

’ Ter diagonais iguais ¢ uma condi¢io necessdria para que

| um quadrildtero seja um retanguio.

a)  Enuncie esta afirmagdo sob a forma de um teorema do tipo

“Se ... entdo”;
b)  Demonstre o teorema enunciado no item (a);

c) Enuncie a reciproca do teorema enunciado no item (a) e decida

se ela e ou ndo verdadeira, justificando sua resposta.

Coutinho (1999) analisou os resultados de uma amostra de 24 licenciandos através da
categorizagao das respostas, concluindo que 5 alunos nao conseguiram enunciar na forma “Se
..entdo”, 9 alunos trocaram a hipdtese e a tese, e apenas 9 alunos (37%) conseguiram

enunciar e justificar corretamente a questao.



Observamos também que o carater geral de uma demonstracao nem sempre €
percebido pelos licenciandos. A seguinte questao foi apresentada no Provao de Matematica de
1999:

A um aluno foi pedido um esbogo da demonstragao do seguinte teorema:

“Se uma reta r contém a intersecao das diagonais de um paralelogramo, entao r divide
esse paralelogramo em duas regioes de mesma area”.

Observe sua resposta:

“Considera-se o paralelogramo ABCD de diagonais AC e BD, cuja intersecao e o ponto |2
e uma reta r, paralela a AB, contendo P, que corta os lados AD e BC do paralelogramo
nos pontos M e N, respectivamente.

Prova-se que cada um dos trés triangulos que compdem O quadrilatero ABNM é
congruente a um dos trés tridngulos que compdem o quadrilatero DMNC.

Como figuras congruentes tém areas iguais, segue que a area de ABNM & igual a area de
DMNC".

Se vocé tivesse de corrigir esta tarefa, vocé a consideraria correta (sem levar em conta
seu nivel de detalhamento)? Justifique.

Esta questdo foi aplicada no 2° semestre de 1999 a 18 alunos do 2° periodo, 20 alunos
do 4° periodo, e a 20 alunos do 6° periodo do curso noturno de licenciatura da UFRJ
(Carvalheira, 1999). 50% dos alunos do 2°, e 30% do 6° periodo nao perceberam que essa
prova nao era geral. No entanto, 70% dos alunos do 4° periodo nao perceberam que a prova
particularizou uma reta. Esse resultado mostra que 0 avango no Curso nao é suficiente para
garantir o aprimoramento do processo dedutivo.

No ponto de vista dos matematicos da academia, a prova € um desenvolvimento formal, que
parte dos pressupostos (hipoteses) e, através do encadeamento do raciocinio e de resultados ja
conhecidos ou de teoremas, chega ao resultado que se quer mostrar que é verdadeiro (tese).
Chamamos esse tipo de prova de prova formal. O que se observa atualmente, € que os alunos
nao dominam esse tipo de prova, nem quando chegam & universidade, nem quando se formam,
e nem mesmo depois de alguns anos de exercicio do magistério. Mas a prova formal nao € o
unico tipo de prova. Alguns pesquisadores como Gila Hanna (1990), do Canada. e Nicholas
Balacheff (1988), da Franga, defendem a prova admissivel, isto e uma argumentagao
aceitavel, que pode ter diversos niveis de rigor, dependendo da idade e do ano de escolandade
do aluno que a apresenta. Em trabalho desenvolvido nos cursos de graduacdo da UFRJ,
encontramos os seguintes tipos de prova admissivel (Rezende e Nasser, 1994), que coincidem
com os tipos de prova sugeridos por Balacheff:

- Justificativa pragmatica (ou ingénua): atesta a veracidade de uma afirmativa com base
em apenas alguns exemplos;

. Recorréncia a uma autoridade: afirma gque o resultado é verdadeiro porque o professor
falou, ou porgue esta no livro texto;

- Exemplo crucial: desenvolve através de um exemplo o raciocinio que poderia ter sido feito
no caso geral;

- Justificativa grafica: mostra numa figura porque o resultado € verdadeiro;

A prova ou demonstragao tem diversas fungdes. A mais usada ¢ a de validar um resultado,
isto é comprovar que é verdadeiro. Essa fungdo e, sem duvida alguma, fundamental na
Matematica, mas nem sempre & motivadora para alunos da escola basica, e mesmo para 0s
recém ingressos na universidade. Muitas vezes, o resultado é Obvio para eles, que nao véem
necessidade alguma de verificar sua veracidadge. Essa fungao se torna altamente motivadora



quando ha alguma duvida, ou seja, quando é preciso validar ou refutar uma conjectura. Outra
fungao da prova é a de explicar ou elucidar, isto ¢, mostrar porque o resultado é verdadeiro.
Algumas provas sao perfeitamente aceitas, mas nao dao nenhum indicio do motivo pelo qual a
afirmativa vale. Por exemplo, as provas por indugdo, por absurdo, ou as justificativas de
unicidade de solugdes. Segundo de Villiers (1991), “em vez de focar apenas na prova como
meio de verificagao, a fungado mais fundamental da prova como meio de explicagao deve ser
explorada para apresentar a prova como uma atividade significativa para os alunos’. Alguns
pesquisadores, como Bell (1976), enfatizam a fungdo da prova de sistematizar, isto &,
preparar para o dominio do processo dedutivo. Através das justificativas de suas respostas,
0 aluno ganha confianga para adquirir auto-estima, e ser capaz de fazer suas proprias
demonstragées. Como foi mostrado neste artigo, é fundamental que os alunos em geral, e
particularmente os de Matematica, sejam preparados para argumentar matematicamente, e
dominar o processo dedutivo, e esse trabalho deve comegar bem antes do curso universitario.
As investigagoes mostram que esses alunos carecem de conhecimentos sobre aspectos
fundamentais de uma demonstragao, como a hipétese, a tese, e seu carater geral. Estamos de
acordo com Pogorelov, quando este afirma que:

A larefa essencial do ensino da geometria na escola consiste em ensinar
0 aluno a raciocinar logicamente, argumentar suas afirmagdes e
demonstragées. Bem poucos serdo matemadticos, e menos ainda
geémetras. Também haverd os que nunca usardo em suas atividades
prdticas o Teorema de Pitdgoras. Porém, sem duvida, dificilmente haverd
um so6 que ndo precisard raciocinar, analisar e demonstrar.
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A CONSTRUGAO/NEGOCIAGAO DE SIGNIFICADOS NO CURSO UNIVERSITARIO
INICIAL DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Maria Cristina Banomi Barufi
IME-USP

As dificuldades existentes com o ensino de Calculo Diferencial e Integral nos cursos iniciais da
Universidade constituiram a grande motivagao para este trabalho. "A luz do referencial tedrico
da rede de conhecimentos e significados, buscou-se a compreensdo dessas dificuldades a
partir dos livros didaticos, por constituirem um instrumento sempre presente no trabalho do
professor na sala de aula. Uma vez que “conhecer e conhecer o significado”, o enfoque
principal residiu na negociagao dos significados, para esclarecer em que medida a abordagem
do Calculo realizada e uma simples revelagao ou uma construgao significativa. A analise dos
livros didaticos selecionados baseou-se em um modelo construido a partir do referencial tedrico
proposto e mostrou que a dificuldade ndo reside na auséncia de bons livros. A diversidade dos
percursos nos livros analisados se traduz numa maior ou menor adequagdao ‘a
construgao/negociagao de significados no Calculo.

No trabalho discute-se o papel fundamental do professor na sala de aula, tendo como potencial
aliado o computador, como instrumento facilitador, que abre novos horizontes, possibilita o
estabelecimento de multiplas relagdes e a negociac¢ao de significados.

O PAPEL DA DEFINIGAO NA MATEMATICA DO SECULO 20 E SUA
CONSEQUENCIA NO ENSINO

Roberto Ribeiro Baldino
Grupo de Pesquisa-Agao da UNESP, Rio Claro (GPA)

Usualmente os alunos pensam que uma definigao &€ uma descrigdo completa de um ob-
jeto. Essa é a acepgao da filosofia, tal como a encontramos, por exemplo, em Hegel: "O ob-
jeto, apreendido pelo conhecimento inicialmente sob a forma de um conceito determinado
geral, de modo tal que por ai seu género e sua determinidade geral sdo postas, € a definigao".
Entretanto, durante o seculo 20 essa concepgao de definigao cedeu lugar a seguinte: definicao
& 0 nome que se convenciona dar a um conjunto ou aos elementos de um conjunto bem
determinado.

Como exemplo de definigdo no sentido atual, tomemos a definigdo de fungao continua
dos cursos de andlise. "Dizemos que uma fungao real da variavel real f e continua se goza da
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seguinte propriedade: "para todo x real e para todo épsilon positivo existe um delta positivo tal
que, para todo y, se médulo de y menos x € menor que delta, entdo mddulo de f(y) menos f(x) é
menor que épsilon". Essa "definicao" pode ser entendida assim: considere o conjunto C de
todas as fungGes reais de varidvel real que gozam dessa propriedade. Os elementos desse
conjunto sao denominados fungdes continuas.

Outro exemplo: se, um dia, os matematicos chegarem a definir "borboleta" eles dirdao
algo assim. Dados os conjuntos tais e tais, os elementos do conjunto tal, construido assim e
assim, serao denominados "borboletas” e anotados BOR. Se um aluno disser que sempre
pensou que as borboletas fossem coloridas, dirdo: Suspenda tudo o que pensou ou sentiu
acerca das borboletas. Pra saber se elas sdo coloridas ou ndo, vocé deve levar em conta
apenas isto: sao elementos deste conjunto. A cor nao tem sentido.

Para Hegel, a filosofia tem que "se justificar, antes de tudo, acerca da necessidade de
2us ob-jetos". A matematica do século 20 conseguiu colocar essa necessidade fora de seu
imbito. Para poder dizer que a justificagdo, na verdade, faz parte da matematica sera preciso

reconceituar matematica de modo mais amplo, ou seja, enfrentar a terrivel questdo: o que é a
matematica?

E. Borel, na década de 20, dizia que qualquer definicdo em matematica deve satisfazer
a condigdo que dois matematicos, quando falando de um objeto, devem estar certos que eles
estdo falando sobre o mesmo objeto. A matematica do século 20 & o resultado desse “rigor", ou
seja do esforgo de introduzir pontos de basta pelo discurso todo, de dar a cada significante um
s6 significado, de evitar o deslizamento do significado sob o significante; em suma, a
matematica & o oposto da poesia. A matematica ¢ o resultado de um esforgo milenar de
finitizagdo do pensamento. A matematica do século 20 é o pensamento ja finitizado: dado um
épsilon existe um delta e dado outro épsilon existe outro delta e dado outro e outro e assim
sucessivamente, em cada passo, ficamos no mesmo lugar. Esse é o modelo do rigor. O suijeito
falante fica fora. O ideal da ciéncia se cumpre.

ALGEBRA LINEAR COMO CURSO DE SERVIGO PARA A COMPUTAGCAO*

Rute Henrique da Silva®
Orientador: Prof. Dr. Roberto Ribeiro Baldino

Esta pesquisa aborda a Algebra Linear como um “curso e servigo”. Procuramos
ir, executar e avaliar uma disciplina que atendesse as expectativas de noss  chente, o
ranamento de Computagao da UNESP, Rio Claro, ou seja, programar um curso diferente do
usual, tendo como modelo negativo as disciplinas de mesmo nome ministradas no ensino
tradicional vigente. Inicialmente realizamos entrevistas com professores que trabalhavam no
curso de Computagao e, posteriormente, as discutimos em nosso grupo de pesquisa a fim de
elaborar fichas de trabalho para serem levadas a sala de aula. Ao final do curso registramos as
opinides de professores e alunos em relagao a disciplina. Durante a pesquisa utilizamos como
proposta pedagogica a Assimilagac Solidaria e o trabalho do Advanced Mathematical Thinking,
um working group do International Group for the Psychology of Mathematics (PME) como
posi¢do epistemoldgica. N&o se trata de afirmar que o curso que programamos foi melhor ou
pior que os anteriores nessa turma, mas demos um enfogue diferente que pode ser analisado
por professores que ministram algum “curso de servigo”.

Dissertagio de Mestrado em Educagio Matematica. defendida na UNESP, Rio Claro em 02/02/1999.
*' Professora Substituta do Instituto de Matematica UFRGS ¢ do Centro Universitario La Salle.
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Atualmente, a Algebra Linear ocupa um espago importante nas universidades e a
procura por uma formacdo nessa disciplina vem crescendo em cursos como Engenharia,
Computacao, Economia, Estatistica, etc. Juntamente com esse crescimento, aparecem
dificuldades, conforme vemos em FANTINEL (1998), “A Algebra Linear, logo que foi introduzida,
funcionou como um novo meio de representa¢ao, em linguagem formal, daquelas imagens
espaciais que os alunos jd tinham formado. Contudo, ao ser introduzida, nao se imaginou que
viria a ser considerada pelos alunos uma das disciplinas mais dificeis do curriculo, como
constatamos pelos dados obtidos” (p. 1) e SILVA (1997) “o ensino da Algebra Linear na
Universidade, em cursos introdutdrios, trouxe & tona um antigo problema para os estudantes:
suas dificuldades com a dlgebra” (p.2). Acreditamos que O processo de ensino-aprendizagem
da Algebra Linear precisa ser investigado.

Além dessas dificuldades mencionadas, também existe o problema da adequagao da
Algebra Linear aos cursos em que ela é ministrada, como € 0 nosso caso, pois trabalhamos
com uma turma do curso de Computagao. A disciplina de Algebra Linear, conforme descrita em
nossa pesquisa, esta denominada “curso de servigo”, uma vez que é ministrada na interface
entre a matematica e suas aplicagdes [BALDINO (1995)]. Tal expressao também é mencionada
por CLEMENTS (1988) e HOWSON (1987).

Nossa pesquisa esteve inserida no Grupo de Pesquisa-Agao em Educagao Matematica -
GPA e, especificamente, do Grupo de Algebra Linear, um subgrupo do GPA que funcionou de
agosto de 1996 a dezembro de 1997. A partir das discussdes surgidas no grupo de Aigebra
Linear, formulamos a sequinte pergunta diretriz:z “Como projetar, executar e avaliar uma
disciplina de Algebra Linear que atenda as expectativas de um curso de Computagéo?
Desse modo, partimos para a sala de aula, a fim de que nossa agao de mudanga ocorresse
junto com nossa reflexdo tedrica, pois de acordo com BALDINO & SOUZA (1997), “para mudar
a sala de aula, é por ela que temos de comegar e, para que as mudangas nao sejam aleatorias
e se autodestruam, é preciso que a agdo de mudanga do real ocorra junto com a reflexao
tedrica que a propde, orienta e analisa. O professor-pesquisador € o agente que se encarrega
de conduzir o ensino, colher e analisar dados. Ele toma sua prdpria pratica como objeto de
pesquisa. A reflexdo ndo é um momento de isolamento e introspeg¢do mas, sim, de interrogagao
e discussdo com um grupo de professores pesquisadores. A formula e, pois, agdo-reflexao-
acdo com periodicidade semanal, ndo reflexao-agdo-reflexao com periodicidade anual ou
periodicidade de uma dissertagao académica. Essa é a metodologia da Pesquisa-A¢do. 1p. 5)

Nossa intengdo foi programar um curso que atendesse as expectativas do curso de
Bacharelado em Ciéncias da Computagao da UNESP, Rio Claro. Realizamos entrevistas com
os professores que trabalhavam em disciplinas desse curso e as discutimos em nosso grupo de
pesquisa, para posteriormente elaborarmos o material a ser utilizado em sala de aula; adotamos
como proposta didatico-pedagdgica a Assimilagao Solidaria[BALDINO(1994, 1995, 1997, 1998)]
e utilizamos como posi¢do epistemoldgica o trabalho do Advanced Mathematical Thinking, um
working group do International Group for the Psychology of Mathematics (PME)[TALL(1980,
1992, 1991,1995); TALL & VINNER(1981) e VINNER(1991)]. Ao final do curso registramos as
opinides de alunos e professores em relagdo a disciplina: depoimento dos alunos e
questionario com 0s professores.

Procuramos programar um curso de Algebra Linear diferente do usual, tendo como
modelo negativo as disciplinas de mesmo nome ministradas no ensino tradicional vigente. O
curso foi diferente dos anteriores, conforme constatamos nos depoimentos de alunos e
professores, mas nao se trata de afirmar que foi um curso melhor ou pior que os outros, apenas
demos um enfoque diferente. Gostariamos de salientar que a pesquisa que propusemos nao
visou a introdugdo de conceitos de Alqebra Linear através do computador, mas programar e
executar uma disciplina que atendesse as expectativas de nosso cliente, 0 Departamento de



Computagao. Dessa forma, o curso que programamos nao foi totalmente algébrico, geométrico
ou matricial. Isso se deu por dois motivos: primeiro para possibilitar a formagao de diferentes
Imagens conceituais, e segundo, para que de algum modo os conceitos tivessem relagao com
as experiéncias dos alunos conforme sugere CARLSON(1993).

No curriculo do curso de Bacharelado em Ciéncias da Computagdo da UNESP, Rio
Claro, a disciplina de Algebra Linear encontra-se no primeiro ano. £ uma disciplina semestral,
obrigatdria e com uma carga horaria total de 60 h/a. Em 1997 a disciplina foi oferecida pelo
Departamento no segundo semestre, odocente responsavel pela disciplina foi o Prof. Dr.
Roberto Ribeiro Baldino. A proposta didatica foi elaborada no grupo de Algebra Linear. Além
de trabalharmos com o livro-texto (Colegao Schawn), optamos por produzir fichas de atividades.
Tanto no uso do livro, quando na elaboragcao das fichas de atividades, levamos em
consideragao as expectativas do curso de Computagao .

Na ultima parte da disciplina trabalhamos conceitos de Processamento de Imagens,
buscando integrar o estudo de autovetores, autovalores e ortogonalizagdo com a Computagao.
Colocamos uma questdo sobre Processamento de Imagens na prova, questio essa que era
imediata, para aqueles que haviam demonstrado interesse pelo assunto durante as aulas.
Poucos alunos optaram por essa questao. Acreditamos que Isso se deve ao fato de que a FT12
precisava ser reformulada. Alguns depoimentos. entre eles o de Roberto®*, confirmaram essa
idéia: “Talvez a FT12 pudesse ser um pouco mais explicada. O problema é que como tinha
muita gente de 4° ano, a aula pra eles ia se tornar magante. Teria que tentar encontrar o meio
termo. pra quem estd no 1° ano compreender e pra quem estd no 4° ano ndo dormir. Nossa
lurma era muito misturada, uma turma mais homogénea seria melhor.” (Roberto, aluno de 1°
ano). No Apéndice 2 de nossa dissertagdo aparece o problema de Processamento de Imagens,
ja reformulado [SILVA, R.H. ; BALDINO, R.R. (1998)].

Em relagdo ao enfoque dado ao curso, cabe ressaltar o que aconteceu enquanto o
professor examinava o trabalho de Luiz, referente a FT de Coordenadas Homogéneas, esse
afirmou: “Olha, se nds tivermos a conceituagao a partir de uma aplicagao, a conceituagdo da
Algebra Linear fica mais fdcil”. Parece que esse tem sido o grande problema dos professores
que ministram Algebra Linear para o curso de Computagao, pois partem de um referencial
matematico e colocam isso para os alunos da Computacao, ai as dificuldades aparecem.

Acreditamos que a apresentagdo de um curso de Algebra Linear para a Computagao
precisa ser reformulada, conforme CARLSON et alii(1993), que sugerem, para um primeiro
curso de Algebra Linear, que o programa e a apresentagao devem responder as necessidades
dos clientes das disciplinas.

Contorme observamos durante o curso, e também constatamos s depoimentos,
Mmuitos alunos estavam fazenao a disciplina mais de uma vez e, em cursos anteriores. outros
professores reprovaram até 80% dessa turma, a partir da conceituagdao matematica e um
metodo quadro-negro e giz, enfatizando teoremas e demonstragoes. De fato, observamos que a
turma saia muito bem na resolugao de problemas que envolviam calculos e ficou a desejar no
que se refere a conceituagdo. Mas que papel tem essa conceituagdo em um curso de
Computagdo? Sera que haveria uma maneira de trabalhar com essa conceituagao de modo que
faga sentido para esses alunos?

Também podemos nos questionar em relagao a tal “sucesso” na reprodugao de modelos
e as dificuldades apresentadas na conceituagao. Sera que, exatamente porque sabem calcular,
isso os impede ou dificulta a compreensao da parte conceitual? N&o se interessam por essa

' Os nomes dos alunos sio ficticios.
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parte porque sabem que podem se defender de outro jeito? Como no depoimento de Caio “a
gente esta aqui, a gente quer aprender, mas a gente quer passar tamben’.

N&o podemos afirmar com certeza se atendemos ou nao as expectativas do curso de
Bacharelado em Computagao da UNESP, Rio Claro, pois ndo tivemos um retorno significativo
dos questionarios que enviamos aos professores. Entretanto o retorno que tivemos de alguns
professores aliado aos depoimentos de alunos podem nos fazem concluir que a disciplina
ministrada em 1997 talvez nao tenha atendido as expectativas, mas serviu para mostrar que
podemos fazer cursos diferentes dos usuais.

Esperamos que nossa pesquisa possa contribuir diretamente para o professor com
formagao matematica que, como nds, nao é especialista em Computagao, mas trabalha com
Algebra Linear em uma turma deste curso. De forma mais geral, também acreditamos que esse
trabalho pode ser util para qualquer professor que ministre algum “curso de servigo”.
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NUMERO REAL: CONCEPGOES DOS ESTUDANTES

Sonia IGLIORI
Benedito SILVA
PUC-SP

RESUMO

Este trabalho pretende investigar que concepgdes sobre numeros reais trazem os alunos
que chegam a Universidade e se as mesmas evoluem. Para isso foi efetivado um estudo
diagnostico, através da aplicagao de um questionario a 36 alunos iniciantes e a 14 finalistas de
um curso na area de exatas da Pontificia Universidade Catdlica de Sao Paulo.

ABSTRACT
s paper intends to investigate which knowledge and which conceptions the students who
ne in to the University bring about real numbers and intends '3 know the evoiution of thean
iceptions at the end of their universitary siudies. For that, it has ueenr e a diagn

study through the application of a questlonary to 36 beginner students ana o 14 studems from
the last grade of the Course of Mathematics of Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo.

INTRODUGAO

Os conteudos da Analise (Cdlculo) foram os primeiros a comporem temas de pesquisa no
ambito da Educagao Matematica, voltados ao ensino superior. Em especial sobre numeros
reais. Elas mostram por exemplo que, para os alunos, as relagdes existentes entre os diferentes
conjuntos construidos a partir das extensdes sucessivas do campo numérico estdo longe de
serem claras. Se para os alunos, R compreende categorias diferentes de numero, os inteiros,
as fragdes, os decimais, 0s numeros que se exprimem pelos radicais e alguns outros como
todas estas categorias tendem a se confundir na associagao numero real, numero decimal (com
representagao decimal finita), associagao essa reforgada pelo uso das calculadoras. Do mesmo
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modo, se eles fazem uma associacdo entre os reais e 0s pontos da reta, esta associagao nao
corresponde necessariamente a nossa visao do continuo numerico. (Artigue, 1993).

Artigue (1993) reforga que as dificuldades de acesso ao campo da Analise sao de
naturezas diversas, constituindo-se numa rede de complexidades que se embricam e se
reforgam

Apds anos na docéncia da Analise , vimos constatando essas dificuldades que o conceito
de numero real apresenta para os estudantes. Pudemos também verificar que 0s mesmos tipos
de dificuldades ainda persistiam ao final dos estudos universitarios. Com intengao diagnostica,
esta investigacdo foi desenvolvida. Um dos objetivos de conhece-las é também para poder
modifica-las quando necessario for, 0 que presume, muitas vezes, novas abordagens e também
novas metodologias de ensino, conseqgléncia esperada de um trabalho como este.

Il. FUNDAMENTAGAO TEORICA

O estudo diagndstico pretendido nesse trabalho teve por objetivo identificar as concepgoes
dos estudantes sobre numero real, entendendo como Balacheff que: “Um conhecimento se
atualiza em uma multiplicidade de concep¢des eventualmente contraditorias em referéncia a um
conceito particular’. Para ele este modo de colocar os termos conceito, conhecimento e
concepgao preserva a possibilidade de falar do conhecimento de um sujeito, relativamente a um
conceito dado, dando uma abertura aquele modo que pretende dar conta da complexidade
deste conhecimento que considera que o mesmo SO pode ser atestado em uma situagao (e
portanto tendo a cada vez a marca do contexto) deixando assim a0 conceito o lugar
privilegiado de uma referéncia comum aos conhecimentos em jogo (em particular as do sujeito
e de seu observador) .

Este trabalho referenciou — se também na conceituagao de registros de representagao de
Duval e de obstaculo epistemologico de Brousseau, para a organizagao da investigagao
diagnaostica.

Iil. 0S PROCEDIMENTOS DA PESQUISA

O questionario foi composto de questdes abertas e fechadas. Algumas delas se assemelhava a
questdes propostas em pesquisas francesas e israelitas (Robinet, 1994) (Thirosh, 1995) sobre o
assunto, envolviam a nogao de representagao, alguns obstaculos apontados na literatura como
epistemoldgicos. Além de questdes relativas ao conceito do numero real propriamente dito,
outros correlatos também compuseram o questiondario. Na primeira questao foi solicitado aos
alunos que classificassem entre racional e irracional 15 numeros escolhidos de forma
conveniente. Na segunda questdo foi indagado o critério utilizado na classificagao. As questoes
Q3 e Q4 foram colocadas para apurar o efeito do uso da calculadora no comportamento dos
alunos sobre a relagdo numero e aproximagdo. Através das questoes Q5, Q6, Q7 e Qs8,
pretendiamos avaliar 0s conhecimentos dos alunos sobre as propriedades de densidade,
ordenagéo e infinitude de R e sobre a nao completude de Q. A questao Q3 foi proposta para se
avaliar as concepgdes dos alunos (intuitiva no caso dos iniciantes) sobre cardinalidade de
conjuntos infinitos, ou seja foi proposto a eles compararem pela inclusao alguns conjuntos
infinitos.

As condigoes de aplicagdo, foram as normais de sala de aula, numa duragao de
aproximadamente uma hora e meia. O teste foi aplicado nas primeiras semanas letivas. O
publico investigado foi composto de 36 estudantes iniciantes e 14 finalistas da area de exatas
da PUC/SP.

IV.RESULTADOS
A representagao decimal ilimitada trouxe confusao aos iniciantes.



Os numeros com representagdo decimal em que aparecem reticéncias (mesmo que
limitada) causam sempre instabilidade nas respostas. As representagoes decimais ilimitadas
estao associadas a irracionalidade. Ha identificagao entre numero e aproximagao, e foi mais
forte entre os finalistas. O numero w10 foi classificado como racional, por 13 alunos iniciantes
indicando a interferéncia da representagao. Em resposta a sequnda questao os alunos revelam:
numero irracional € um "numero infinito"; ou “um numero com infinitos digitos apds a virgula”; o
numero racional € um numero “exato”; “os irracionais sdo as raizes” : “racional 6 um numero
que pode ser posto na forma a/b” (em geral, sem especificagao sobre a e b) “racional 6 um
numero inteiro”; “numero irracional € um numero negativo”

Um maior numero dos alunos considerou que ha infinitos racionais num intervalo da reta em
contraposi¢ao ao numero daqueles que consideraram que ha infinitos irracionais. Destacamos
que um aluno finalista considerou um intervalo da reta com um numero finito de pontos .

O modelo da reta real para esses alunos, é um modelo no qual nao vale a propriedade da
densidade algébrica. As respostas evidenciaram confusao, tanto entre os conceitos de nimero
racional e de numero irracional, quanto as nogées de representacdo decimal, bem como quanto
a nogado de sucessor e de existéncia de infinitos numeros num intervalo da reta. Mostraram
também que mesmo os finalistas desconheciam a existéncia da propriedade de densidade dos
racionais em R e o da completude deste. Para a maioria dos alunos a cardinalidade de
conjuntos infinitos € sempre a mesma, também para os conjuntos infinitos a parte é sempre
maior que o todo.

Os alunos finalistas mostraram possuir em geral as mesmas concepgdes que 0s iniciantes,
apenas apresentaram respostas mais coerentes.

V. CONCLUSAO

Sinteticamente, podemos destacar que para a maioria dos estudantes havia:

1. Identificag@o entre um numero e sua representagao.

2. Identificagao entre irracionalidade e representagdo decimal ilimitada.

3. Associagdo entre irracionalidade e “ndo exatiddo". (ndo exatiddo poderia ser: numero ndo
inteiro, numero negativo, numero cuja representagado decimal possuia pontos de
reticéncias, em numero infinito ou ndo).

4. Identificagao entre numero e aproximagao (identificagao efetuada percentualmente por mais
alunos finalista que iniciantes).

Na analise comparativa das respostas dos alunos iniciantes e finalistas, pudemos
avaliar que, apesar de ter havido evolugao, relativamente ao indice de acertos, dos ultimos em
relacao aos primeiros, concepgoes “errdneas” detectadas, persistiram apds um curso
introdutdrio de Analise Real, tratado de forma tradicional. Onde este estudo foi realizado, os
reails Sao apresentacaes pelo metodo axiomailico.

Diversos pesquisadores ém analisado a questdo das mudangas de
‘concepgoes” dos estudantes num processo de ensino. Numa referéncia a
Viennot, Mortimer (1995) afirma que “Os estudos realizados sob essa
perspectiva revelam que as idéias alternativas de criangas e adolescentes sdo
pessoais, fortemente influenciadas pelo contexto do problema e bastante
estdveis e resistentes a mudang¢a, de modo que é possivel encontrd-las mesmo
entre estudantes universitdrios. Realizadas em diferentes partes do mundo, as
pesquisas mostram o mesmo padrdo de idéias em relagdo a cada conceito
investigado”.
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ENTENDENDO ANALISE REAL

Marcia M. F. Pinto
Departamento de Matematica, UFMG

Resumo: Este artigo apresenta uma andlise da construgdo de teoria matematica
formal por estudantes universitarios. Precedido por um estudo exploratdrio que
visava o estabelecimento de categorias iniciais, o estudo principal foi conduzido
ao longo de um curso de Andlise Real de vinte semanas. Estudantes foram
entrevistados em intervalos regulares, para que seu desenvolvimento durante o
curso fosse acompanhado. Analisando definigbes, argumentagao e imagens
explicitadas pelos estudantes, dois modos de construgao da leoria que estava
sendo ensinada foram distinguidos —extraindo significado a partir da defini¢ao
formal, deduzindo formalmente a teoria, e atribuindo significado "as definicoes
e'a teoria, construindo conhecimento atraveés de exploragdo de imagem
conceitual prévia. Ambas as rotas podem ou ndo ser bem sucedidas na
contrugdo da teoria formal como entendida pelos matematicos.

Palavras chave: Anadlise Matematica, Psicologia da Educagdo, Construgdo do
Conhecimento.

Este estudo tem por objetivo investigar estratégias usadas por diferentes individuos para
compreender teorias axiomaticas formais, adotando o ponto de vista de que um curso em
Analise Real ¢ uma tentativa de iniciar o estudante na cultura do matematico profissional.

A pesquisa € iniciada em fevereiro de 1995 com um estudo preliminar, exploratorio, analisando
um trabalho individual escrito de 20 estudantes de Licenciatura em Matematica e entrevistas
com 7 estudantes selecionados naquele grupo. E uma analise do produto final de um curso de
Analise Matematica, oferecido para alunos do Instituto de Educagao, Universidade de Warwick,
Inglaterra. O referencial para analise dos dados que foram coletados foi a teoria que vem sendo
elaborada pelo grupo denominado Advanced Mathematical Thinking Group (ver, por exemplo,
Tall, 1991) e que tem seus trabalhos divulgados principalmente nos encontros do International
Group for the Psychology of Mathematics Education (PME). Da investigacao preliminar,



verificou-se que, ao final de um curso de Analise Real, poucos estudantes dominavam a teoria
formal que havia sido apresentada; a grande maioria construia e fundamentava sua
argumentagao primordialmente em imagens, como ja ilustrado e discutido na literatura (ver
Gray&Pinto, 1995; Pinto &Tall, 1996; Pinto, 1998).
Para garantir na amostra do estudo principal alguns estudantes bem sucedidos em sua
tentativa de construir a teoria como entendida pelos matematicos, alunos do Departamento de
Matematica, além dos do Instituto de Educagao, foram contactados, selecionados e convidados
a participar do projeto. Neste estagio, onze estudantes de Matematica foram acompanhados
durante as 20 semanas de seu primeiro ano cursando Andlise Real, tendo sido entrevistados
em sete encontros individuais; quatro licenciandos foram acompanhados durante 10 semanas
de seu curso e entrevistados quatro vezes. Minha presenga em sala de aula como observadora
foi permitida pelos professores de ambos departamentos. Nao era adotado um livro texto. Desta
forma, questGes para as entrevistas eram preparadas ao longo do curso. Dados coletados eram
revisados, buscando uma primeira categorizagao; tal categorizagdo era re-avaliada com nova
coleta, até que uma estrutura natural emergisse baseada no conjunto total dos dados. Esta
metodologia segue o estilo de Strauss (1987), ou mais recentemente Strauss e Corbin (1990),
para construgao de teoria.
Desenvoivendo categorias para analise de dados
A categorizagao inicial considerava:

0 conhecimento das definigoes pelos estudantes,

* 0 Uso das definigoes para deduzir resultados,

* 0 Uso de tais resultados em teoremas ou questées mais complexas, de forma

a construir a teoria de modo sistematico.

As categorias criadas foram relacionadas a trés temas: Definigées, Dedugdes e Teoria Formal.
No entanto, da analise do trabalho escrito de vinte alunos do Instituto de Educacéo ao término
de seu curso de Analise verificou-se que, ao responder a maioria das questdes, dezenove
alunos construiram seus argumentos informalmente, muitas vezes fundamentando suas
respostas em casos especificos ou em imagens inconsistentes com a teoria formal, ao invéz de
usar definigdes. Percebeu-se entdo a estreita articulagao entre os temas definiges, dedugdes e
Teoria Formal, expressa pelo fato de que o verdadeiro entendimento de uma defini¢gao requer o
uso de dedugdes; e que dedugles formais e teoria formal requerem o dominio das definigdes
formais.
Em resposta a esta analise, questdes iniciais centradas em definigdes formais e dedugdes
foram reformuladas e passam a focalizar as definigdes que os estudantes explicitam e as
dedugoes que eles fazem a partir de tais definicoes. O tema Dedugdes foi entdo renomeado
Argumentacgao. incluindo assim outras justificativas além da formal; e o tema Teoria Formal foi
nodificado para Imagem. Essenciaimente. a categorizagao final em ~ada tema contemplou:
+ Definigocs dadas por cada estudante, classificadas como descritiva, formal correta ou formal
distorcida,
* Argumentagao, categorizada como fundamentada na imagem conceitual ou na teoria formal
apresentada,
* Imagem, como explicitada pelo aluno, classificada como sugerindo ter sido, ou ndo, construida
a partir da teoria formal.
Duas diferentes abordagens — formal e informal — sdo inicialmente concebidas como
categorias para estratégias basicas usadas pelos alunos durante a construgao da teoria
(IMAGEM), passando a ser descritas em termos das categorias apresentadas acima em cada
tema. No entanto, diversos episédios sugerem estratégias para elaboragdo de respostas
satisfatérias do ponto matematico formal proximas ou articuladas a abordagens que poderiam
ser classificadas como informais. Tal analise resultou numa reformulagao das duas categorias
concebidas inicialmente para:
* extraindo significado da experiéncia nova através de dedugdes formais,
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« atribuindo significado para a experiéncia nova a partir da imagem conceitual.

Extraindo significado involve familiarizar com as novas definicées e o novo contexto, talvez
através de repeticao, antes do seu uso como base para novas dedugoes formais. Habilidade
em lidar com representagdes simbdlico-proposicionais, e teorias de encapsulagao (ver, por
exemplo, Dubinsky 1991; Dubinsky et al 1988) oferecem neste caso uma boa descrigao do
processo de abstragao requerido para a ‘construgao’ do conhecimento formal.

Atribuindo significado involve o uso de experiéncias anteriores, idéias e imagens,
frequentemente visuais ou cinéticas, para enriquecer e representar analogicamente (ver por
exemplo Eysenck&Keane., 1995) as definicdes e conceitos apresentados. Caracteristicas
principais desta estratégia sao: ‘tradugao’ da nova teoria em termos das experiéncias e do
conhecimento prévio, e ‘reconstrugao’ do conhecimento prévio com a teoria formal. Exploragao
de representagdes analogicas parece ser a esséncia do processo de abstragao neste caso.

A categorizagao final que emerge da analise dos dados coletados se resume no quadro abaixo.
Este explicita que atribuir significado pode conduzir "a construgdo da teoria formal, ou a
fracasso quando o individuo se atem a argumentos puramente fundamentados em imagens;
enquanto extrair significaclo, mecanicamente ou de modo reflexivo, também conduz a um
espéctro de sucesso ou fracasso.

Abordagem Construgao dos Conceitos
Estrategia | Caracteristica Definicdo Argumentos | Imagem
Extraindo | memarizando formal baseado na |construida a partir
significad sreflexivo scorrect teoria formal | da teoria formal
o * mecanico * distorcida ssignificativo
(construind * decorado | *compartmentaliz
o a partir ada
da teoria « relacional
formal) e
Atribuind | 1.reconstruindo 1.formal 1.baseado 1.reconstruida
o conhecimento scorrect em thought|{com a teoria
significad | prévio com o novo « distorcida | experiments | formal
o 2.interpretando o | 2.descritiva 2.retendo
(construind | novo sgeral sapresentado | imagens prévias
0 a partir| conhecimento em| sprotétipos |formalmente |3.aspectos
de ideias | termos do previo particulares retidos como
informais) sfundamenta |informagao
do em | adicional
imagens 4.conflito entre
2. pragmatico | prévio e novo

Especificando categorias

Participantes do estudo principal, Ross e Chris sdo dois estudantes bem sucedidos, usando
estratégias qualitativamente diferentes na construgao da teoria que esta sendo ensinada.

Para Ross, que ‘extrai significado’ da teoria formal apresentada, sua maior dificuidade no inicio
do curso é ... “to learn the proofs ... | would need to read them again and again ... and maybe
write them out myself. | mean, | understand them, it's just remembering them that's more
difficult.” (Ross, first interview)

Durante a primeira entrevista, Ross escreveu a definigao de limite de sequéncias como a seguir:
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Ele explicou que aprendeu a definigao “... just memorising it; well it's mostly that we have
written it down quite a few times in lectures and then whenever | do a question | try to write down
the definition and just by writing it down over and over again it get imprinted and then |
remember it." (Ross, first interview)

‘or sua vez Chris, que ‘atribui significado’ 'a nova experiéncia, comenta que sua maior
lificuldade inicial foi “...in the first lecture on limits, | didn't quite get it (the definition of limit of a
sequence) ... but then | looked it up (the definition of limit of a sequence) in a book and
understood ... and then ... | don't know umm it seems now okay."

Ele usa imagens visuais, representando graficamente suas idéias principais e escreveu a
definicao de limite de sequéncias enquanto desenhava, comentando: “I don't memorise that [the
definition of limit]. | think of this [picture] every time | work it out, and then you just get used to it. |
can nearly write that straight down."
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"I think of it graphically ... | think of it as you got a graph there and the function there , and | think
that it's, it's got the limit there ... and then e once like that, and you can draw along and then all
the ... points after N they are inside of those bounds. ... If this err when | first thought of this, it
was hard to understand, so | thought of it like this ... like that's the /! going across there and

that's “»_ .. Err this shouldn't really be a graph, it should be points.”

(Chris. first interview)
O engano de Chris a0 representar a sequencia por uma curva continua sugere sua
concentragac em ideias de maior importancia, temporariamente; seu comentario ao final de sua
discussao sugere reconstrugao de sua imagem inicial, provavelmente fundamentada em sua
experiéncia prévia com grafico de fungoes.
Durante a segunda entrevista, ambos estudantes puderam usar a definigao para caracterizar
satisfatonamente a “nao convergéncia” de sequéncias: Ross usou regras logicas para negar os
quantificadores na definigao de limite de sequéncia, enquanto Chris escreveu a nova defini¢ao
como num experimento mental, apoiado na representagao grafica do conceito.
Quanto a imagens prévias e 'a interferéncia do conflito na construgao do conhecimento, estes
parecem centrais a reconstrucao das experiéncias dos que atribuem significado ao
conhecimento novo, mas nao tdo determinantes na construgdo da teoria dos que extraem
significado. Estes ultimos estudantes podem inicialmente compartimentalizar o conhecimento
que estao construindo, sem grande conflito. Por exemplo, para Ross e Chris, a idéia de uma
sequeéncia constante convergir causou estranheza, pois “ ... you tend to think of a sequence as
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going up and then gradually getting closer and closer to a value ..." (Ross, first interview). Mas
para Ross, a sequencia tendera para o valor, porque “... the definition works for that, so ... so it
must tend to the value ...". Ja para Chris “... by definition it has a limit, but ... you don' really
think of it as a limit ... ... | don't really know ...." (Chris, first interview). Neste episodio, enquanto
Ross torna rotina o uso das definicdes como critério para tomada de decisdes na construgcao de
imagem formal inicialmente compartimentalizada, Chris esta em processo de reconstrugao de
sua expenéncia prévia, explicitando o conflito entre esta e o conhecimento novo que |he esta
sendo apresentado.

Discussao. Conclusao Final.

A complexidade envolvida nos problemas que os estudantes enfrentam em seu primeiro
contacto com a Analise Real é indiscutivel. Mesmo assim € possivel descrever um padrao
implicito em seu desenvolvimento. Estudantes sao provenientes de um sistema educacional
onde o ensino de matematica esta principalmente centrado em calculos e manipulacao de
simbolos. A Analise Formal passa a requerer um trabalho com definicoes que envolve
quantificadores multiplos e I6gica proposicional. Estudantes podem fazé-lo comegando uma
construgao nova, compartimentalizada das imagens prévias e deixando a reconciliagao com
experiéncias anteriores para depois, ou, partir do conhecimento previo e reconstruir 0 nNovo.

Em momentos distintos estudantes normalmente se enquadram numa ou noutra categoria. No
entanto. seis dentre os onze alunos de Matematica participantes do projeto apresentaram uma
preferéncia por uma das abordagens descritas acima, mostrando ser possivel ser bem sucedido
ou nao em cada uma das categorias, e que as dificuldades centrais em cada rota de construgao
sao diferentes.

Para os que extraem significado, aceitar as ‘regras do jogo' e aceitar trabalhar com uma nova
nog&o de prova que requer dedugdes a partir de definicées nao parece ser o grande probiema.
Para estes, dificuldades cognitivas ao estudar Analise Real parecem mesmo estar
principalmente relacionadas 'a habilidade em coordenar OS processos nas afirmacgoes
quantificadas apresentadas na teoria e trabalhar com a l6gica proposicional, como tem sido
amplamente discutido em teorias de encapsulagao (ver por exemplo, Dubinsky et al, 1988).

Ja os individuos que atribuem significado tem sido omitido dos estudos mencionados acima.
Para tais estudantes, a reconstrugcao das experiéncias prévias esta invariavelmente e
intimamente relacionada ‘a nova experiéncia, sendo parte essencial do trabalho com a nova
teoria. Isto parece requerer um esforgo cognitivo maior do que compartimentalizar uma nova
construcdo. Estudantes como estes muitas vezes ‘percebem’ que uma determinada afirmagao
ou teorema é verdadeiro, e nao ‘sentem’ nenhuma necessidade de prova-los dedutivamente.
Muitas vezes sao derrotados por imagens conceituais restritas, nao adequadas 'a exploragao
do conceito que pretendem desenvolver. Constroem definigoes idiossincraticas e descritivas,
ndo apropriadas ao trabalho formal, que € entao memorizado para responder ao Curso.

Ambos os tipos de aprendizes recorrem ‘a memorizagao, quando estao fracassando. Sao
unanimes no reconhecimento do esforgo requerido para acompanhar o curso. Os que extraem
significado talvez precisariam de mais tempo para ‘encapsular’ as definigoes; e 0s outros. talvez
de mais tempo para reconstrugao da estrutura cognitiva como um todo.
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REPHESENTACOES GRAFICAS ESPACIAIS PARA O ENSINO DE CALCULO E
ALGEBRA LINEAR®
Patricia da Conceigao Fantinel
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Centro Universitario La Salle

A partir de um levantamento informal de opinides de professores do curso de graduagdo em
Matematica da UNESP, Rio Claro, observou-se que os alunos do primeiro ano tém grandes
dificuldades em :

« representar sélidos geométricos simples em perspectiva;

« reconhecer a correspondéncia entre pontos de um solido geomeétrico e pontos de sua
representagao em perspectiva;

« imaginar um solido geométrico a partir de suas projegoes em planos ortogonais, ou mesmo

a partir da propria perspectiva;

e repiesentar em perspectiva, ou imaginar em trés dimensdées, graficos de fungdes de duas
variaveis (quadricas).

Os recursos de representagao grafica desses alunos parecem insuficientes para Ihes ajudar
a compreender conceitos fundamentais das disciplinas de Calculo | e Il e Algebra Linear, tais
como derivada parcial, plano tangente, diferenciabilidade (de fungdes de duas variaveis),

coordenadas esféricas, integrais triplas e outros.

Suspeitdvamos que boa parte das dificuldades nas disciplinas de Calculo e Algebra Linear
seriam decorrentes da pouca familiaridade com as representagdes graficas da Geometria
Espacial. Dificuldades semelhantes foram descritas nos trabalhos de BERTONHA (1989),
quando esta afirma que “ao cursar as disciplinas de Cdlculo Diferencial e Integral | e Il era
necessdrio fazer uso de construgées grdficas no plano cartesiano de diversas formas
qeométricas planas e espaciais, a fim de realizar as atividades propostas naquelas disciplinas.
g alunos mostravam-se insequros na elaboragdo de grdficos. devido a dficuldade 2

conhecerem as formas geomelricas atraves de Seus nomes ou visualizar espacialneriie d
forma a ser esbogada pelo grafico, tornando necessaria a retomada dos conceitos geomeltricos
que constam dos curriculos de 1° e 2° graus.” (p.1). Também HAREL (1989) constatou que
“usando representagoes graficas os alunos sao capazes de generalizar corretamente conceitos
e processos que eles aprenderam em termos de modelo visual, e aplicd-los na resolugdo de
problemas de Algebra Linear” (p.140, trad. nossa).

Esse autor, em suas pesquisas, mostra que 0s alunos possuem sérias dificuldades para
compreender sistemas algébricos que ndo tenham uma representagao visual concreta
facilmente acessivel.

Consideradas as dificuldades levantadas informalmente junto aos professores do curso de
graduagao em Matematica da UNESP, Rio Claro e a importancia do dominio desses conteudos
para compreensdo de conceitos fundamentais das disciplinas de Calculo e Algebra Linear,

** Pesquisa Financiada pela Fundagio de Amparo a Pesquisa do Estado de Sio Paulo.
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pareceu-nos muito relevante a producao de recursos instrucicnais que facilitassem a
representagao grafica dos alunos.

Buscando um quadro teodrico que nos ajudasse tanto na elaboragao de fichas de
atividades, quanto na avaliagao da propria pesquisa, nos deparamos com o Modelo de van
Hiele. Apos um estudo do Modelo decidimos trabalhar com ele atraves da seguinte pergunta
diretriz:

Baseada no modelo de van Hiele, uma familiarizagdo prévia com perspectivas (isométrica,
cavaleira e cOnica) e vistas ortograficas (lateral, frontal e superior) auxiliara aos alunos nas
disciplinas de Calculo e Algebra Linear?

Plano de Ag¢ao
A pesquisa foi dividida em duas fases visando encaminhar a pergunta diretriz, para o que, em

um primeiro momento, precisavamos de uma familiarizagao prévia e, num segundo momento,
da analise dessa familiarizagao. Essas duas fases sao descritas como segue.

Primeira fase

As fichas de atividades foram construidas26, avaliadas e re-estruturadas, conforme o
andamento da pesquisa.
- Sua aplicagao baseou-se na pedagogia alternativa Assimilacao Solidaria.
- Testes foram realizados nos sujeitos27 da amostra, antes e depois da aplicagao das fichas de
atividades, para verificar se houve mudangas no nivel de pensamento geometrico de cada
sujeito.

Entrevistas foram realizadas com os professores das disciplinas em questdo (Calculo
Diferencial e Integral | e Geometria Elementar).

Segunda fase
- Questionarios foram realizados com o0s sujeitos da amostra. No caso do curso de Fisica, na
disciplina de Calculo Avangado e Equagdes Diferenciais e para o curso de Matematica, na
disciplina de Introdugao a Algebra Linear.

Entrevistas foram realizadas com os professores das disciplinas em questdao (Calculo
Avangado e Equagoes Diferenciais e Introducao a Algebra Linear).

A avaliagao da pesquisa se deu atraves de:

* testes ulilizando o modelo de van Hiele, que mostraram o nivel em gque 0s alunos se
encontravam antes e depois do desenvolvimento do trabalho;

« questionarios com alunos que haviam passado pelo processo de experimentacao das fichas
de atividades e cursado as disciplinas posteriores: Calculo Avangado e Equagodes
Diferenciais, para alunos da Fisica, e Introdugao a Algebra Linear, para os alunos da
Matematica;

Analisamos os livros textos mais usados nas disciplinas de Cilculo e Algebra Linear: fichas de auvidades da
disciplina de Geometna Elementar da UNESP. Rio Claro e apostilas da disciplina de Desenho Técnico Bdsico a Mao
Livre da UFRGS. No qual procuramos observar: - o tipo de auvidades que estavam sendo propostas. em termos de
representagoes planas de figuras espaciais. idenuficando o nivel de van Hiele correspondente ¢ - 0 que se espera que
o aluno faga. ou seja. para que aluno o matenal foi produzido. Posteriormente. a partir dos materiais analisados.
construimos testes ¢ tichas de auvidades. baseadas no modelo de van Hiele. adequando-os ds necessidades das
disciplinas envolvidas

" Foram pesquisados alunos do primeiro ano de graduacio dos cursos de Matematica e de Fisica da UNESP, Rio
Claro. nas respectivas disciplinas de Geometna Elementar e Cilculo Diterencial e Integral [




« entrevistas com os professores regentes das disciplinas de Geometria Elementar, Calculo

Diferencial e Integral I, Introdugao a Algebra Linear e Célculo Avangado e Egquagoes
Diferenciais, para as quais utilizamos o recurso de dudio-gravador.
Quadro Tedrico

Dentro de nosso quadro tedrico temos como:
1) posigao epistemoldgica - o modelo de van Hiele e a teoria Cognitivista (Piaget, Ausubel e
outros), para explicar as observagoes e orientar a elaboragao e aplicagao das fichas de
atividades;
2) posigao pedagdgica - a pedagogia alternativa Assimilagao Soliddria, para adequar o uso das
fichas de atividades a sala de aula.

* Modelo de van Hiele

O modelo van Hiele de pensamento geométrico surgiu, nos anos 50, dos trabalhos de
doutoramento dos professores holandeses Dina van Hiele-Gedolf e Pierre Marie van Hiele;
completados simultaneamente na Universidade de Utrecht e orientados por Hans Freudenthal
(CROWLEY, 1987). Foi Pierre quem formulou o esquema e os principios psicolégicos e Dina
quem focalizou o experimento didatico para, assim, elevar o nivel de pensamento dos alunos
(HOFFER, 1983; NASSER, 1991).

O modelo sugere que os alunos, enquanto aprendem Geometria, progridem através de uma
sequéncia de cinco niveis de compreensao de conceitos. A formulagao desse sistema de niveis
ocorreu enguanto Pierre van Hiele estudava alguns dos trabalhos de Piaget. Durante este
estudo ele verificou, como fizera Piaget, que os problemas ou tarefas que sdo apresentados as
criangas, frequentemente, requerem um conhecimento de vocabuldrio ou propriedades além do
nivel de pensamento da crianga.

O objetivo dos van Hiele era ajudar o aluno a desenvolver insight em geometria. Uma
pessoa mostra insight se :

- é capaz de resolver questdes de forma satisfatéria numa possivel situagdo nao usual;
- desenvolve correta e adequadamente as agdes requeridas pela situagao;
- desenvolve deliberada e conscientemente um método que resolva a situagao.

Ou seja, os alunos entendem "o que" estdo fazendo, "por que" estdo fazendo algo e
"quando” o fazem. Eles sao capazes de aplicar seu conhecimento ordenadamente para resolver
problemas.

Para fornecer insight ao pensamento, que € especifico de cada nivel, os van Hiele
identificaram algumas generalidades que caracterizam seu modelo, varios estudos foram e

3130 sendo realizados para verificagao de algumas dessas generalidades.
Jem disso, para que haja o avango de um nivel para o pro ), ¥an Hime estdabeleceu

inco Fases ue Aprendizagem que devem ser vivenciadas pelos aiur 5.

* Teoria Cognitivista

Dentre os autores cognitivistas, nossa pesquisa procurou focalizar as idéias de Jean Piaget
e autores que as complementam. Tais como os conceitos de espago cognitivo; conhecimento,
etapas de desenvolvimento cognitivo; abstragdes; tomada de consciéncia; representagao do
espago; ensino e aprendizagem; entre outros.

* Assimilagao Solidaria (AS)

A AS teve origem em 1984, no projeto CAPES/PACDT/SPEC intitulado Matematica através
de materiais concretos e formagao de multiplicadores, do Centro de Ciéncias da FAPERJ, onde,
no mesmo ano, foi assumida como proposta oficial do G-Rio28 e utilizada por varios

“Grupo pedagégico do Rio de Janeiro.



professores em todos os niveis de ensino. Desde 1988, vem sendo desenvolvida na UNESP,
Rio Claro.

O objetivo da AS & mudar o conceito de merito escolar, sendo considerado, alem do prémio
ao saber, o prémio ao trabalho coletivo em sala de aula.

Aplicacao dos Testes e Material Instrucional

Quando optamos por trabalhar com a turma de Calculo Diferencial e Integral I. ja
sabiamos que o professor titular utilizava a pedagogia alternativa Assimilagcao Solidaria.
Pretendemos ressaltar o fato de nao podermos modificar a estrutura de sala de aula, uma vez
que essa fol negociada, mas apenas pudemos nos adequar ao que foi estabelecido e as
necessidades didaticas do professor, procurando relaciona-las com nosso modelo teodrico.
Dessa forma procuravamos sempre auxiliar os grupos a partir de suas proprias falas, como
sugere nosso modelo tedrico, que caracteriza a verbalizagao como algo fundamental tanto para
determinagao do nivel de pensamento geometrico do aluno, quanto para 0 avango de niveis.
Na turma de Geometria Elementar nao houve por parte do professor nenhuma explicitagao
quanto a pedagogia utilizada em sala de aula. Por vezes o trabalho era em peguenos grupos
formados sem critérios especificos e as aulas eram, em sua maioria, expositivas. Grande parte
do curso foi estruturado pelo livro de BAARTMANS & SORBY (1996), o qual mostramos para o
professor no semestre anterior, ele resolveu utiliza-lo, enfatizando assim o importante papel da
visualizagao neste curso. Embora nossas atividades tenham se restringido a apenas quatro
aulas, procuramos observar, e sempre que possivel, participar e auxiliar os alunos nas demais
aulas. Com 1ss0, a nosso ver, acreditamos ter acompanhado o desenvolvimento dos alunos
para com as atividades do curso e ter auxiliado (quando solicitado) os procedimentos do
professor.

Duante dos dados obtidos, f0| necessario um pnmeuo trabalho de analuse das respostas
visando categoriza-las de acordo com as caracteristicas de cada nivel de van Hiele, conforme
descritas anteriormente. Essa analise conduziu a descricao das respostas dos alunos no teste,
descrigao que tem se mostrado igualmente adequada as respostas obtidas nas atividades do
curso de Caleulo. Com base nessa descricao dos niveis e na afirmagao de que ‘(...) 0s niveis
de van Hiele nao sao discretos” (GUTIERREZ, JAIME & FORTUNY, 1991, p.238, trad. nossa)
procuramos uma classificacao adequada as respostas dos alunos. Estes autores distinguem
uma gradagao de 5 graus de aquisicao dentro de cada nivel. Entretanto, como o aspecto
dominante de nosso primeiro teste refere-se a identificagao das parcelas da expressao
algebrica com as componentes da representagao geometrica, preferimos nos deter nos
diferentes graus de acerto dos sujeitos em suas tentativas de estabelecer essa
correspondéncia, para, a partir dai, classifica-los dentro de cada nivel. Resultou, assim, a
diferenciagao de cada nivel no que denominamos trés faixas de abstragdo: na primeira o
sujeito ainda exibe tragos do nivel anterior em suas respostas e, na terceira, ja exibe tracos do
nivel seguinte. Essas faixas de abstragao seriam as mesmas distinguidas por Piaget: abstragao
empirica, abstragao pseudo-empirica e abstragao reflexionante.

Acreditamos gque essas abstragdes estao presentes dentro de cada nivel de pensamento
geometrico de van Hiele, com excegao do ultimo que, a nosso ver, seria ¢ do rigor matematico
puro. Na verdade, esse quadro foi construido a medida que analisavamos as respostas,
procurando classifica-las. A categorizagdo que chegamos identifica o nivel pré-basico (que
chamamos de pre-nivel 0) que possui @ mesma estrutura, que acreditamos ser funcional para
descricdo das caracteristicas de cada subestagio (continuo e de forma espiral). Abaixo
sumarizamos 0s 6 niveis, essa caracterizagao norteou nossas interpretagoes para as atividades
2 testes aplicados. Os resultados a que chegamos foram os seguintes:



+ Pré-Nivel 0: Neste nivel, as respostas dos alunos baseiam-se em um subconjunto de
caracteristicas visuais do sdélido dado.

« Nivel 0 (Reconhecimento ou Visualizagao) - Neste nivel, as respostas baseiam-se na
percepgao global dos sdlidos a serem constituidos. Os alunos nao representam os solidos
ou as posigoes dos solidos quando nao formam uma imagem mental29 destes.

« Nivel 1 (Analise) - Neste nivel, ha uma tentativa de identificagao dos elementos solidos e
propriedades destes, porém, com certas falhas.

e Nivel 2 (Ordenacdo ou Dedugao Informal) - Neste nivel, os alunos identificam e relacionam
propriedades dos solidos.

« Nivel 3 (Deducgao) - Neste nivel, as respostas dos niveis anteriores sao acompanhadas de
justificativas, orais ou escritas.

» Nivel 4 (Rigor) - Neste nivel, as justificativas dadas aparecem de maneira formal.

ne!

A partir da analise dos testes e atividades verificamos, em relagao a maioria dos sujeitos,
pelo menos elevagoes de faixas de abstragdo em um mesmo nivel, os alunos da Fisica
apresentaram uma maior elevagao de niveis em relagao aos alunos da Matematica. Contudo
houveram casos atipicos ao modelo, no qual o nivel de pensamento geomeétrico no segundo
sste foi inferior ao primeiro, 0 que evoca, por exemplo, a questdo da conexao das respostas
om as circunstancias de aplicagao do teste, dentro da problematica individual de cada aluno.
lsso talvez mostre a limitagdo do modelo. Nao estamos afirmando que o modelo seja
incoerente, mas, talvez insuficiente para abranger até mesmo alguns dos geradores apontados
por CABRAL (1992) (em nosso questionario procuramos avaliar alguns destes) para
dificuldades nc Calculo: como o desejo do aluno, as relagdes de cumplicidade, as expsactativas,
o medo, o envelhecimento do saber-ensinado. Quem sabe com um novo modelo tais geradores
seriam observados e novas interpretagdes surgiriam, essa € uma de nossas sugestdes para
proximos trabalhos.

Os questionarios aos sujeitos e entrevistas aos professores levou-nos a seguinte conclusao:

Para os alunos de Fisica esse trabalho foi util para a disciplina de Calculo Avangado e
Equagoes Diferenciais. Acreditamos que uma resposta afirmativa quanto a utilidade devesse ao
trabalho na disciplina de Calculo Diferencial e Integral |, cujos resultados foram satisfatorios
(conforme analise dos testes); pela tomada de consciéncia (devido a necessidade do conteudo
para compreensao dos conceitos); pela abordagem da disciplina de Calculo Diferencial e
Integral | (que auxiliou na mudanga da percepgao da Matematica) e pela preferéncia do recurso

geometrico.
Para os alunos do curso de Matematica o trabalho nao foi util & discip!i~ Ha Introducio ;‘:.
Algebra Linear, embora o protessor tenha constantemente abordad {i.en

concelos da discipling, segunao sua entrevista. Em nossa opinidao, assim como ;,arc 95 diunus
da Fisica, alguns aspectos, entre outros, devem ser considerados, conjuntamente ou nao,
como: a falta de tomada de consciéncia para o trabalho proposto, uma vez que esse trabalho
na disciplina de Geometria Elementar possuia um carater de ensino e, ndoc como no Cdlculo
Diferencial e Integral |, de ferramenta para compreensao dos conceitos; uma mudanga de niveis
de pensamento geometrico mais lenta em comparagao aos alunos da Fisica, nao que isso seja
de fundamental importdncia, mas deve ser levantado; uma inclinagao algébrica na resolugao
dos problemas; a opinido quanto a matematica sem o vinculo com a disciplina de Geometria
Elementar e uma fragmentagao do curso de Graduagao pela falta de integragao entre
disciplinas.

“'Segundo GUTIERREZ (1996) “uma imagem mental ¢ algum tipo de representagdo cognitiva de um conceito ou
propricdade matematica por meio de elementos visuais ou espaciais.”(p.9, trad. nossa).



Dessas suposigoes uma questdao complicada surge, o que fazer para auxiliar a tomada de
consciéncia de conceitos matematicos trabalhados em sala de aula? Sendo que para isso, a
NOSSO ver, Nao se deve pensar em gue momento essa tomada ocorrera.

Esperamos que este trabalho venha contribuir para um novo pensar no ensino, retomando
essa habilidade fundamental a qualquer individuo - a visualizagao espacial.
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O ENSINO DE VETORES E O USO DE CABRI-GEOMETRE

Marnlena Bittar
Dep. de Matematica — UFMS

INTRODUGAO

Neste artigo expomos resultados parciais de uma pesquisa de doutorado realizada na Franga
sobre o ensino de vetores. Esta pesquisa de doutorado visa por um lado analisar a nogao de
vetor tal como ela e introduzida nas classes de "Quatrieme, Troisieme e Seconde”, & por outro



lado estudar algumas dificuldades dos alunos na aprendizagem desta nogdo. O quadro tedrico
da pesquisa € o da didatica francesa, utilizando as nogdes de teoria dos campos conceituais
(Vergnaud), de registros de representagao semiotica (Duval) e de instrumento e objeto
(Douady).

Na primeira parte fizemos o estado da arte de algumas pesquisas sobre o ensino de vetores na
universidade e no Ensino Médio® . A partir deste estudo a problematica de pesquisa foi definida
assim como a metodologia adotada para responder as questoes postas e validar as hipoteses
levantadas a partir desta primeira analise.

Na segunda parte fizemos um estudo da apresentagao de vetores nos livros didaticos franceses
e nos programas oficiais compreendendo o periodo entre 1930 e 1998. A andlise dos livros
didaticos atuais foi detalhada, tendo por objetivo levantar caracteristicas do saber a ser
ensinado, centrando aten¢ao na apari¢ao dos diferentes registros de representagac semidtica e
em sua fungdo no ensino @ nos tipos de problemas propostos aos alunos davendo ser
resolvidos usando vetores.

Na terceira e ultima parte da pesquisa desenvolvemos dois dispositivos experimentais
elaborados para estudar as dificuldades dos alunos na aprendizagem da nogao de vetor como
objeto de estudo e como ferramenta de resolugdo de problemas de geometria. Um primeiro
dispositivo experimental, realizado em classe de Premiére S e de DEUG primeiro ano, visava
analisar dificuldades dos alunos em resolver problemas de geometria para 0s quais os vetores
aparecem (no ensino) como ferramenta eficaz de resolugao. Um segundo dispositivo concerne
0 estudo da uma sequéncia didatica construida com o auxilio de um ambiente informatizado : o
software Cabri-geometre Il. A atengdo e entdo centrada sobre as dificuldades dos alunos
relativas a nogao de vetor como representante de uma classe de equivaléncia. Esta experiéncia
foi realizada no 10 ano do ensino médio francés (*Seconde”).

E importante ressaltar que nos curriculos brasileiros, as nogdes vetoriais vistas no ensino médio
francés se encontram nos cursos universitarios em disciplinas tais como geometria analitica e
calculo vetorial. Desse modo, os resultados de pesquisa aqui relatados podem ser aplicados ao
primeiro ano do ensino universitario.

OBJETO DE ESTUDO

Uma leitura dos textos oficiais dos programas de matematica do ensino secundario francés e de
Cursos universitarios mostra que no primeiro o vetor € um elemento geometrico, de
caracteristicas geometricas tendo por objetivo resolver problemas de geometria; no sequndo
trata-se de uma nogao abstrata, pertencendo a um espago vetorial sem nenhuma ligagdo com o
vetor geometrico. A partir da constatacao desta ruptura existente entre o ensino de vetores r
nivel universitario e 0 ensino de vetores no secundario, ¢ da leitura de alguimas pesqu
anteriores sobre dificuldades dos alunos em apreender a nogao de vetor, seja conic cieme
geometrico (definido no secundario) seja como elemento de um espacgo vetorial (introduzido na
universidade), delimitamos nosso objeto de estudo. Nosso interesse era entdo o estudo do
objeto vetor j& transposto para o ensino medio e as questées centrais de pesquisa foram as
sequintes :
*1 - Sob a etiqueta “vetor,” que objeto é transposto para 0 ensino secundario?
- Que tipo de problemas sao propostos aos alunos para se resolver utilizando vetores?
Que dificuldades podem ter os alunos na aprendizagem da nogao de vetor como objeto e
tambeém no seu uso para resolver um problema de geometria?
*2 - Quais sao os registros de representagao semidtica presentes no ensino secundario
relativamente a nogao de vetor?

2.1 - Que fungao tém estes diferentes registros na resolugao de problemas?

' Na Franga. diferentemente do Brasil. as primeiras nogoes de vetores aparecem no Ensino Médio.



2.2 - Os alunos praticam mudangas de registros?

Neste artigo discutimos as dificuldades dos alunos na formagao do conceito de vetor, usando
como instrumento tedrico de analise a teoria dos campos conceituais :

“O objeto da teoria dos campos conceituais € fornecer um quadro para as pesquisas sobre as
atividades cognitivas complexas, principalmente sobre as aprendizagens cientificas e tecnicas.
E uma teoria psicologica do conceito. ou melhor ainda, da conceitualizagao do real: ela permite
elencar e estudar as fillagoes e rupturas entre conhecimentos do ponto de vista de seu
conteudo conceitual; ela permite também analisar & relagao entre conceitos como
conhecimentos explicitos e 0s invariantes operatérios que sao implicitos nas condutas do
su]eir(giem agao assim como aprofundar a analise das relagoes entre significados”. (Vergnaud,
1990)

Assim para analisar as dificuldades dos alunos, procedemos primeiramente um estudo do saber
a ensinar visando evidenciar os teoremas em agao verdadeiros que se deseja a construgao
pelo alunos e também os teoremas em acao falsos suscetiveis de serem construidos por eles.
Em seguida fizemos uma experimentagao com 0s alunos para estudar os teoremas em agao
efetivamente construidos por eles. Esta experimentagao consistiu na elaboragdo, com o
professor responsavel pela disciplina, de uma sequéncia didatica sobre vetores utilizando o
software de geometria Cabri-géometre, que permite um trabalho diferenciado do trabalho
realizado em papel e lapis. Este software permitiu a elaboragao de atividades propostas aos
alunos no intuito de confronta-los a concepgoes pré construidas.

A SEQUENCIA DIDATICA

Nossa analise dos manuais escolares permitiu mostrar que a nogao de vetor € introduzida de
forma geomeétrica (um segmento de reta com dire¢ao, sentido e comprimento) tendo por
objetivo resolver problemas de geometria. Este tipo de apresenta¢cao geometrica contribui para
que os alunos tenham dificuldades na compreensao da nogao de vetor quando é preciso se
distanciar de propriedades geometricas. Por exemplo, as coordenadas de um vetor sao
definidas a partir de seus pontos extremidades mas independem de sua posigao no plano (ou
no espago), no entanto esta apresentagao ligada de maneira bastante forte a geometria pode
levar os alunos a ligar o comportamento das coordenadas de um vetor ao comportamento das
coordenadas de um ponto 0 que gera a falsa concepgao de que a posigao ocupada por um
vetor (representante de um vetor) e importante para determinar suas coordenadas.

Em uma situagao habitual tem-se por objetivo fixar a atengao sobre o uso de vetores para
resolver problemas de geometria, sendo que a nog¢ao de vetor como objeto de estudo e
rapidamente trabalhada. Nos pensamos que 0 uso de um novo instrumento No ensino pode
impor um contrato (Brousseau, 1986) diferente do habitual, 0 que pode ser revelador das
dificuldades dos alunos e também das escolhas do professor. Respeitando as instrugées do
programa oficial, este novo instrumento pode permitir trabalhar de maneira indireta alguns
aspectos ligados a nogao de vetor, como por exemplo a nogao de representante. Assim
escolhemos trabalhar com o software de geometria Cabri-geometre que oferece novas
possibilidades de trabalho sobre vetores. Trata-se de um software dinamico: pode-se tragar um
vetor na tela do computador e em seguida locomové-lo observando por exemplo os efeitos de
uma translagao sob as coordenadas de um vetor. Assim o aluno pode perceber a relagao
existente entre coordenadas de um vetor e sua posi¢ao no espago. Cabri oferece também aos
alunos um meio de controle de suas agées: pode-se conjecturar em papel-lapis e em seguida
verificar a validade de sua conjectura com o auxilio do software.

Tradugao feita pela autora deste artigo.



Para se trabalhar as concepgdes dos alunos, classificamos primeiramente os tipos de
problemas sobre vetores que aparecem nos livros didaticos. Neste artigo resumimos estes
problemas em 3 grupos de competéncias exigidas dos alunos :

identificar se dois vetores sdo iguais : fratas-se aqui de identificar vetores iguais sobre
configuragdes dadas;

identificar, sobre uma configuragao, as operagdes vetoriais definidas : isto significa efetuar ou
identificar sobre uma configuragao uma adigao vetorial (pelo paralelogramo ou pela relagao de
Chasles) ou um produto escalar.

Saber utilizar as condigOes analiticas de paralelismo e de ortogonalidade : para isto é preciso
saber calcular as coordenadas de um vetor a partir de seus pontos extremos e saber aplicar as
condigbes de paralelismo e ortogonalidade sobre configuragées ou ainda para resolver
problemas em torno de equagao de uma reta ou de duas retas dadas.

Relativamente as duas primeiras agdes, o aluno deve saber, entre outras coisas, o que significa
diregao e sentido de um vetor e para a terceira agao trata-se da ligagao entre coordenadas de
um vetor e coordenadas de um vetor. Assim, utilizando cabri, elaboramos atividades onde
pudéssemos estudar as concepgdes dos alunos relativamente a estas agdes.

Exemplos de atividades trabalhadas

Nos trabalhamos com o professor para Ihe sugerir questdes a serem colocadas aos alunos que
pudessem permitir a verificagao da presenga ou auséncia do seguinte invariante falso,
elaborado com base na analise de livros didaticos :

\s coordenadas de um vetor obedecem as mesmas regras que as coordenadas de um ponto,
Ju seja, no primeiro quadrante um vetor tem suas coordenadas positivas, no quarto quadrante
| elas sao negativas e assim por diante”.

Como o software escolhido permite o deslocamento do objeto geométrico construido
preservando suas propriedades, pedimos aos alunos que desenhassem um representante de
um vetor e calculassem suas coordenadas (via o software). Em seguida pedimos que
escrevessem no caderno uma previsao sobre o que aconteceria com as coordenadas desse
vetor se o deslocassemos no plano (segundo uma transla¢ao). Em seguida, os alunos deveriam
validar esta conjectura usando o cabri, ou seja, eles deveriam deslocar este vetor segundo uma
translacao e observar o efeito desse deslocamento em suas coordenadas. Os alunos puderam
perceber que as coordenadas nao mudavam, ou seja, independem da posigao do representante
do vetor no plano. Essa constatagao foi feita com espanto, pois muitos previram que as
~nordenadas nao mudariam.

indo testar novamente a presenca deste teorema em acdo outra atividio '~ fgi elaborada
1S Drimeiro aqs alunes t & gesennar o caaderno dois vetores 1 Tt gt
as @ Jdois vetores com as duas coorgenadas negauvas. Em SeE( Uit Y B8na retazer o

aesenno desta vez utilizando Cabri, e validar sua resposta calculando as coordenadas do vetor
desenhado. Desta forma o aluno escreve seu pensamento inicial e depois o valida utilizando a
maquina. A realizagao da atividade mostrou que alguns alunos desenhavam um vetor no
primeiro quadrante como tendo coordenadas positivas e depois um representante deste mesmo
vetor no terceiro quadrante como tendo entdo coordenadas negativas. Quando perguntavam a
Cabrn as coordenadas de cada vetor desenhado, viam, ainda com espanto, que os dois vetores
tém mesmas coordenadas.

Esta atividade mostra bem o papel de Cabri contribuindo na construgao do conhecimento: o
aluno ganha um meio novo (inexistente anteriormente) de validagao de suas conjecturas. Nao
queremos dizer que o uso do software (aliado a uma andlise didatica da situagao) tenha
permitido definitivamente que o aluno compreendesse a distingao entre pontos e vetores (que
releva da distingao entre propriedades afins e propriedades vetoriais); dificuldades continuaram
a existir mas houve uma evolugao por parte dos alunos. Novas atividades foram propostas
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durante toda a sequéncia sobre vetores visando retomar alguns pontos de maiores dificuldades
para os alunos; foi observado que algumas falsas concepgoes persistiam em aparecer o que
sugere uma retomada das atividades e o aprofundamento de um estudo epistemologico sobre
as nogdes em jogo.

Podemos assim observar nesta atividade que o uso de Cabri forneceu aos alunos um meio de
controle e de validacdo de suas hipoteses. No ambiente papel-lapis para validar suas respostas
eles precisanam calcular as coordenadas dos pontos extremidades de cada vetor e em seguida
calcular as coordenadas do vetor. Além do mais isto sO € possivel para casos particulares dos
pontos extremidades: de fato, como podemos calcular exatamente as coordenadas de pontos
tracados ao acaso? Assim Cabri fornece uma retroagao imediata e aléem do mais
independentemente dos pontos extremidades de cada vetor, com Cabri sempre e possivel
encontrar as coordenadas de um vetor qualquer desenhado na tela do computador.

CONCLUSAO

O uso de um novo instrumento teve dois papeis importantes pesquisa : por um lado, o da
pesquisa, permitiu a validacao de hipoteses levantadas sobre teoremas em agao errados
construidos pelos alunos o que ajudou a modelar suas dificuldades. Por outro lado, 0 do ensino,
o carater dinamico de Cabri forneceu aos alunos um meio de controle de suas agoes, meio este
inexistente no ambiente papel-lapis.

No caso particular do uso de Cabri vimos que foi possivel detectar de forma mais precisa
algumas dificuldades dos alunos e em alguns casos podemos dizer que houve evolugao por
parte dos alunos. Nao significa que conseguimos desestabilizar os teoremas em agao falsos
presentes nas agoes dos alunos, o que nao invalida o uso de Cabri ou a forma de trabalho. A
conclusao é que & preciso elaborar novas atividades que levem em consideragao aspectos que
nao foram enfocados o bastante nessa sequéncia didatica, tais como a importancia de um
trabalho que leve em consideragao simultaneamente os dois aspectos de uma nogao : objeto e
instrumento.
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