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Uma perspectiva de pesquisa na Educacio Matematica com base na
Semiotica de Peirce e 0 uso de Experimentos Mentais como artefatos
cognitivos

A Research perspective in Mathematics Education based on Peirce's Semiotic
perspective and the use of Thought Experiments as cognitive artifacts

Willian José da Cruz?!

Resumo: Este texto apresenta um esbogo da pesquisa desenvolvida com base nos estudos na
perspectiva semidtica, com énfase no externalismo ativo peirceano € no fenomeno da
criatividade, da metacognicdo e da solugdo de problemas desenvolvidos por meio dos
Experimentos Mentais. Os aspectos metodologicos deste trabalho buscam evidenciar a
importancia da complementaridade de intensdo (meios, acdes, atividades, ...) e extensdo
(objeto, conceitos, problemas, ...). O objetivo ¢ apresentar um recorte do projeto de pesquisa
denominado Colaboratério de Semidtica Cognitiva, que envolve trés dominios cognitivos:
Educacdo Matematica, Ensino de Ciéncias e Artes. O foco deste texto estd centrado no campo
da Educacdo Matematica.

Palavras-chave: Externalismo ativo. Epistemologia. Linguagem. Semiotica cognitiva.

Abstract: This text presents an outline of the research conducted based on studies in a semiotic
perspective, with an emphasis on Peircean active externalism and on the phenomena of
creativity, metacognition, and problem-solving developed through Thought Experiments. The
methodological aspects of this work aim to highlight the importance of the complementarity of
intension (means, actions, activities, etc.) and extension (objects, concepts, problems, etc.). The
purpose is to present a section of the research project entitled the Cognitive Semiotics
Collaboratory, which encompasses three cognitive domains: Mathematics Education, Science
Teaching, and the Arts. The focus of this text is on the field of Mathematics Education.

Keywords: Active Externalism. Epistemology. Language. Cognitive Semiotics.

1 Introducgéo

Este texto apresenta um esboco da pesquisa desenvolvida com base nos estudos na
perspectiva semidtica, com énfase no externalismo ativo peirceano e enfoque nos fendmenos
da criatividade, da metacogni¢do e da solucdo de problemas desenvolvidos por meio dos
Experimentos Mentais. As andlises das pesquisas nesta dire¢do sdo desenvolvidas pela
complementaridade de intensdo (meios, acdes, atividades, ...) e extensdo (objeto, conceitos,
problemas, ...). Estamos apresentando um recorte do projeto de pesquisa denominado
Colaboratério de Semiotica Cognitiva, cujo objetivo ¢ investigar as possiveis relagdes
existentes entre os diversos processos cognitivos, a aprendizagem e o uso de artefatos. Este
projeto foi aprovado na chamada universal do CNPQ (edital 10/2023). Queiroz & Ata (2018),
explicando o externalismo cognitivo peirceano, escrevem que:

[...] mente é semiose (agcdo do signo) em uma forma dialégica, e a cognig¢do é o
desenvolvimento de artefatos materiais semiodticos disponiveis em que signos estao
incorporados como “poder” para produzir interpretantes (efeitos dos signos). A mente
tem a forma do desenvolvimento de artefatos semiodticos, tais como ferramentas de
escrita, instrumentos de observagdo, sistemas de notagdo, linguagem e outros (Queiroz
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& Ata, 2018, p.45).

Segundo Queiroz & Ata (2018, p. 46), a “tese peirceana combina duas premissas: (i) a
mente € semiose, (ii) processos semioticos sao estendidos espago-temporalmente”. A natureza
dos signos em agao esta relacionada a primeira premissa e o espago-temporal-mente a segunda.

Ressalta-se que o Colaboratorio envolve trés dominios cognitivos, a saber: Educacao
Matematica, Ensino de Ciéncias e Artes. Carrega em sua concep¢do uma combinacido de
insights, métodos e protocolos experimentais da semiodtica, com um recorte a Educacdo
Matematica, relacionando a investigagdo de processos cognitivos como criatividade,
aprendizagem e raciocinio diagramatico.

No que se refere a criatividade, os cendrios de investigacdo sobre o ensino e a
aprendizagem de certos conceitos matematicos trazem novas descrigdes relacionadas a artefatos
cognitivos. Isso pode ocorrer, por exemplo, com o uso do Geogebra ou Cabri-geométry, duas
interfaces de construgdes geométricas. Essas interfaces podem ser consideradas artefatos
cognitivos. A propria representacao do objeto considerado (diagrama) também pode ser um
artefato cognitivo, ajudando na organizacao e estruturacdo do ensino de certos conceitos
matematicos, com repercussao na aprendizagem.

A aprendizagem em si € o resultado dessas descri¢des, dada a capacidade de construgao
de um novo signo em didlogo com esses artefatos. A constru¢iao desse novo signo ocorre por
meio do desenvolvimento do raciocinio diagramatico, que ¢ a base do processo de
experimentacdo mental e da compreensao da Matematica como uma atividade semiotica.

2 Matematica como atividade semidtica — uma introducao

O homem ¢ essencialmente um "ser simbolico", conforme afirma Ernest Cassirer (1994)
em seu livro Ensaio Sobre o Homem. A caracterizagdo aristotélica tradicional que considera o
homem como um animal racional foi gradualmente substituida por esta rede simbolica. Cassirer
disserta que “[...] o homem nao pode fugir a sua propria realiza¢do. Nao pode sendo adotar as
condig¢des de sua propria vida. Nao estando num universo meramente fisico, o homem vive em
um universo simbolico” (1994, p. 48).

Hé um emaranhado de fios tecendo esta rede simbdlica, como a religido, a linguagem,
0 mito, a arte, entre outros. Esse emaranhado de fios evidencia o recuo da atividade fisica “em
propor¢ao ao avango da atividade simbodlica do homem™ (Cassirer, 1994, p. 48). Cassirer
argumenta que a “racionalidade ¢ um traco inerente a todas as atividades humanas. A propria
mitologia ndo ¢ uma massa grosseira de supersticoes ou ilusdes crassas. Nao ¢ meramente
cadtica, pois possui uma forma sistematica ou conceitual, mas, por outro lado, seria impossivel
caracterizar a estrutura do mito como racional” (1994, p. 49). A propria linguagem, que outrora
fora considerada a fonte da razdo, ndo consegue cobrir todos os campos, pois existem linguagem
conceitual, linguagem emocional, linguagem de imaginagao poética que andam lado a lado com
a linguagem cientifica e logica.

Portanto, como afirma Cassirer, “¢ inegavel que o pensamento simbolico e o
comportamento simbolico estdo entre os tragos mais caracteristicos da vida humana” (1994, p.
51). Amplificando essas considera¢des de Cassirer, afirmamos que vivemos em um universo
semidtico e, assim, como Peirce, consideramos que “todo nosso pensamento € realizado por
meio de signos” (NEM? 1, 122). Isso nos leva a compreender que a semidtica parece ter a maior
importancia para a cognicdo matematica, bem como para Educagdo Matematica. No entanto,

2 Seguindo uma pratica padréo referente as obras de Peirce, adotamos a referéncia NEM para indicar New Elements of
Mathematics by Charles S. Peirce, 1976, seguido por nimeros de volume e pagina.
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como apontado por Cruz (2015), pouca pesquisa tem sido feita sobre os fundamentos semiodticos
da epistemologia matematica e da cognigao.

Buscamos uma perspectiva de pesquisa cujo objetivo principal € “compreender melhor
o papel do sentido e das representagdes da atividade matematica e da comunicagdo a respeito
da Matematica e reformular os valores da Educagdo Matematica em termos semioticos” (Cruz,
2015, p. 41), utilizando os Experimentos Mentais.

Partimos da hipotese de que a Semiotica e os Experimentos Mentais (EM) podem conter
a chave para compreender os problemas enfrentados pelo ensino, os quais, consequentemente,
afetam a aprendizagem da Matematica. Além disso, Cruz considera que “a Matematica surgiu
do contexto social e ndo natural e, dentro desse contexto, encontra-se a teoria geral dos signos
como uma tentativa de desenvolver ideias gerais. Toda atividade cognitiva ¢ uma atividade
semiotica” (2015, p. 209).

Olhando para linguagem formal da Matematica, por exemplo, Otte (2014) entende que
ela ndo ¢ uma mera ferramenta a ser utilizada pelas ciéncias naturais € complementa ao escrever
que “se alguém vé essa representacdo simbdlica como uma mera ferramenta usada pela ciéncia
natural para expressar percepgoes de maneira mais simples e precisa possivel, entao ndo entende
o significado do simbolismo e os métodos especificos das disciplinas naturais em geral” (Otte,
2014, p. 10). Todo signo ou toda representagdo consiste, evidentemente, de pelo menos trés
elementos: os signos em si, seus significados (interpretantes) e aquilo ao qual ele se refere, seu
objeto.

Portanto, conceituamos semidtica como a ciéncia que trata da relagdo entre os signos,
seus objetos e outros signos. Signo ¢ tudo aquilo que representa algo para alguém, como um
grito, uma mancha, uma quadra, uma biblioteca, entre outros, valendo-se da relagdo triadica
descrita por Peirce, na qual ele afirma que:

Signo ou representdmen € aquilo que, sob certo aspecto ou modo, representa algo para
alguém. O signo cria na mente da pessoa um signo equivalente ou talvez um signo
mais desenvolvido. O signo, assim criado, denomina-se interpretante do primeiro
signo. O signo representa alguma coisa, seu objeto (Peirce, 2010, p. 46).

Fazendo um exercicio de semiotica, consideremos o signo apresentado na figura 1 e
realizaremos uma pequena analise da relagdo triddica proposta por Peirce.

Figura 1: Este ¢ o pi?

Fonte: o proprio autor.

Este signo representa algo para alguém, que pode ser uma letra de algum alfabeto, um
nimero ou qualquer outra coisa. Este signo remete a um objeto, que pode ser, por exemplo, um
numero ou uma letra. O signo mostrado na figura 1 gera na mente de quem o percebe um signo
mais desenvolvido, uma intepretacdo desse primeiro signo, que chamamos de interpretante.
Esse interpretante € o que produz significado, ou seja, esse numero vale 3,14 (por exemplo).

Conceituamos a Matematica como uma atividade semiotica de ‘“‘construcdo de
diagramas, de experimentagdo sobre esses diagramas e de verificacdo dos resultados” (Cruz,
2021, p.8). Peirce afirma que todo raciocinio necessario ¢ raciocinio matematico e, por
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consequéncia, ¢ diagramatico, escrevendo que ‘“diagrama € um representdmen que ¢€
predominantemente um icone de relagdes e é ajudado a ser assim por convengdes. Indices sdo
também mais ou menos usados. Isto deve ser realizado sobre um sistema perfeitamente
consistente de representa¢des fundada sobre uma ideia simples e facilmente inteligivel” (CP?,
4.418).

Cruz escreve que “para Peirce, todo raciocinio ¢ definido por triades e uma triade
particularmente importante ¢ a que envolve os trés tipos de signos: o icone, o indice € o simbolo”
(2015, p.33). O icone ¢ considerado um signo diagramatico que mantem uma semelhanga ou
analogia com o objeto representado. o indice ¢ um signo que, tal como um pronome
demonstrativo ou relativo, chama a atencdo para o objeto particular que estd sendo
representado. E o simbolo ¢ um signo que denota o nome ou a descri¢do geral, significando o
objeto por meio de uma associacao de ideias ou conexao habitual entre o nome e a caracteristica
do significado (Peirce, 2010). Para ilustrar, o quadro 1 apresenta uma no¢do de como
percebemos esses signos na Matematica. Vamos supor um estudo sobre os elementos da
geometria hiperbdlica.

Quadro 1: Os signos na geometria hiperbolica

Icones Indices Simbolos

. AABC (hip) Tridngulo hiperbdlico

Fonte: O proprio autor

Segundo Cruz (2022, p. 11), “icones, indices e simbolos sdo necessarios para a
consisténcia, significagdo e o desenvolvimento do raciocinio diagramatico”. O mesmo autor
também nos lembra que “a fase central do processo de raciocinio diagraméatico ¢ a dedugdo e
em todo processo dedutivo sempre ha abducao” (Ibid). Esta Giltima consideracao remete a Peirce
(2010), que apresenta o que ele considera ser as trés espécies fundamentais de raciocinios:

deducao, inducao e abdugao.

Dedugao ¢ conceituada como um tipo de raciocinio cuja func¢ao ¢ examinar o estado de
coisas apresentado nas premissas de um argumento, “elaborando um diagrama desse estado de
coisas e percebendo nas partes desse diagrama relagdes ndo explicitas nas premissas” (Cruz,
2022, p. 12, 13). E importante ressaltar que a dedugdo é a fase central do processo ou do
desenvolvimento do raciocinio diagramatico e ¢ responsavel pela constru¢do de diagramas,
assim como pelas percepcdes, experimentagdes e conclusdes sobre a verdade das relagdes
envolvidas neste diagrama construido.

r

A indugdo ¢ conceituada por Peirce como o “modo de raciocinio que adota uma
conclusdo como aproximada por resultar ela de um método de inferéncia que, de modo geral,
deve no final conduzir a verdade” (Peirce, 2010, p. 6).

A abducdo pode ser conceituada de duas formas. A primeira ¢ descrita como

3 Seguindo uma pratica padréo referente as obras de Peirce, adotamos a referéncia CP para indicar Collected Papers de
Charles Sanders Peirce, por exemplo — CP 5.313, o primeiro nimero corresponde ao volume e os demais ao paragrafo.
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“conjecturas espontaneas da razdo instintiva” (CP, 6.475), o que implica uma reagao criativa
mediada por um instinto social, revelando uma “faculdade eminentemente criadora, que se volta
ndo para a satisfagdo do individuo em si, mas para a coletividade” (Santaella, 2004, p. 106). A
segunda forma refere-se a ado¢ao de uma ideia nova que nao estava contida nas premissas
iniciais do problema (ou argumento). Peirce argumenta que abdugdo “€¢ o unico tipo de
argumento que inicia uma ideia nova” (CP, 2.96). Por exemplo, ao observar a figura 2, um aluno
pode, com base em seu instinto social sobre a ideia de triangulos, identificar que a figura ¢ um
triangulo. Apds as primeiras analises, esse mesmo aluno pode perceber relagdes nas partes desse
triangulo, iniciando a construc¢ao de outras possibilidades de analises.

Figura 2: Isto ¢ um triangulo?

Fonte: O proprio autor.

Em sintese, a consideracdo da Matematica como atividade semidtica envolve a
construcdo, experimentacao e verificacao de resultados em diagramas. Por meio deste processo,
a Matematica se constitui como um tipo de raciocinio que Peirce denomina de diagramatico. A
caracteristica essencial do raciocinio diagramatico ¢ que esse tipo de raciocinio tem que ser
realizado dentro dos limites de um determinado sistema de representacdo, ou seja, em um
contexto tedrico no qual a verdade de um fato pode ser evidenciada. A Matematica desempenha
um papel mediador que, por um lado, representa desenhos construtivos que ndo sao meras
imagens, mas analogias ou metaforas, cuja caracteristica essencial ¢ a iconicidade, e, por outro
lado, assume a sua fung¢do logica (Otte, 2014).

A consideracdo da Matematica como atividade semidtica traz a tona o conceito de
explicacdo relacionado a forma de representar; isto ¢, “do ponto de vista matematico, explicar
significa representar” (Cruz, 2018, p. 129). Como argumentado por Otte (2012), uma
representacdo € o aspecto de uma percepcao, que se apresenta de uma determinada forma.
Portanto, ndo podemos transformar um conceito ou qualquer objeto na Matematica sem um
simbolo. “Em sintese, o significado de generalizar esta relacionado a compreender um aspecto
geral em uma representacdo particular e ¢ desse modo que desenvolvemos qualquer prova,
problema e/ou atividade que tenham essa caracteristica” (Cruz, 2023, p. 8).

3 A perspectiva da pesquisa na semidtica peirceana

Nossa plataforma de pesquisa baseia-se nos quatro principios da teoria mental e da
cognic¢do peirceana, considerados processos inferenciais. Esses principios, juntamente com a
complementaridade de intensdo e extensdo, fornecem os caminhos metodoldgicos e de anélise
das pesquisas desenvolvidas neste campo conceitual. Santaella (2004) denomina esses
principios como as quatro incapacidades, que correspondem ao processo de oposi¢ao de Peirce
€ seu pragmatismo ao cartesianismo, ou seja:

a) Nao temos nenhum poder de introspec¢do, mas todo conhecimento do mundo
interior ¢ derivado por raciocinio hipotético do nosso conhecimento de fatos externos;
b) Nao temos poder de intui¢do, mas toda cogni¢do ¢ determinada logicamente por
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cognigdes prévias; c) Nao temos o poder de pensar sem signos; d) Nao temos
concepcao do absolutamente incognoscivel (Peirce, 1992, p.30)

Em relacdo ao primeiro principio, que afirma a auséncia de poder de introspecgao,
Santaella escreve que isso “significa o abandono de preconceitos enraizados e crengas numa
autoconsciéncia intuitivamente acessivel” (Santaella, 2004, p. 49). Nao se trata mais do
pensamento em si, mas da relagdo com outros pensamentos. No que se refere ao segundo
principio, ¢ apresentado o fato de que ndo ha cognicdo origindria; a cogni¢cdo € um processo
continuo expresso em termos de inferéncias validas de trés tipos: dedu¢ao, indugdo e abdugao
(hipdtese) (Santaella, 2004). Uma postulacdo como essa, referente ao segundo principio, pode
causar incomodo ou até mesmo assustar, pois parece impossivel ndo ter havido uma primeira
cognicdo. Sobre esse fato, Santaella esclarece que:

Nossa maior relutdncia em aceitar a auséncia de uma origem, contudo, esta no fato de
que o senso comum nos faz tomar as descri¢des das situacdes perceptivas corriqueiras
como um modelo de cognigdo, modelo este que encontrou eco ¢ respaldo no processo
de estimulo (origem) e resposta (término) que o behaviorismo popularizou no meio
cientifico (2004, p. 52).

O que Peirce queria dizer ao considerar a cognigdo como um processo era que a origem
de qualquer pensamento nao pode ser especificada, isto €, “em nenhum momento ou de modo
algum somos capazes de precisar onde um pensamento comegou ou acabou” (Santaella, 2004,
p. 52).

Sobre a impossibilidade de pensamentos sem signos, Santaella esclarece que “em
qualquer momento que tenhamos um pensamento, estara presente na consciéncia algum
sentimento, imagem ou concepg¢ao, ou outra representacao que serve como signo” (2004, p. 50).
O quarto principio estd relacionado a nossa capacidade de desenvolver pensamentos sobre
outros pensamentos, isto €, o signo, segundo Santaella (2004, p. 51), “tem trés referéncias: a)
ele ¢ um signo para (to) algum pensamento que o interpreta; b) ele ¢ um signo de (for) algum
objeto do qual ele ¢ equivalente naquele pensamento; c) ele ¢ um signo em algum aspecto ou
qualidade, o que o pde em conexdo com seu objeto”, isto quer dizer que, sendo o pensamento
um signo, ¢ sempre possivel associa-lo a outro pensamento “que pode ser de uma outra pessoa
por meio de uma expressao qualquer, exterior ou comunicavel; mas, mesmo que nenhuma outra
pessoa esteja envolvida, nosso pensamento se dirigird a um outro pensamento subsequente no
processo de pensamento que somos nds” (Santaella, 2004, p. 51).

Em sintese, do ponto de vista semiotico, pensar € representar, € essa acdo de
representacdo, ou de pensamento, pode ser traduzida, com base em Cruz (2023), como
epistemologia semiodtica. Ou seja, “[...] essa epistemologia visa explicar que a esséncia de uma
representacao esta em outra representacdo, e a esséncia dessa segunda representacao esta numa
terceira, e assim sucessivamente” (Cruz, 2023, p. 9).

Segundo Otte (1993), o processo de construgdo do conhecimento se constitui na agao
de novos objetos que séo introduzidos no pensamento, e novos conhecimentos surgem desses
objetos. Em relagdo a Matematica, Cruz (2023) entende que qualquer objeto matematico s
pode ser acessado por meio de uma representacao desse objeto; portanto, essa epistemologia ¢
fundamental para a compreensdao de qualquer tipo de numero, objetos geométricos e outros
elementos da Matematica.

Otte disserta que “a abordagem semidtica para a cognicdo e a epistemologia ndo se
preocupa em desvendar como se chega as representagdes. A intui¢do de Kant se transforma em
um mero momento de construgdo de representacoes” (Otte, 2012. P. 17). O que deve ser
considerado € que essas representagdes sdo 0s meios, os instrumentos ou os artefatos da
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atividade cognitiva, que chamamos de intensao.

Concluimos afirmando que o ato de pensar ¢ sempre pensar em algo. Esse algo ¢ o
objeto do pensamento, ou seja, ndo existem pensamentos sem objetos. O objeto ¢ o motivo da
atividade, e atividade e motivo estdo sempre interconectados. Atividade sem motivo nao existe.
Esse objeto ¢ que estamos chamando de extensdo. Ressalta-se a importancia da
complementaridade de meios (intensdes) e objeto (extensao).

Para compreender o motivo de uma atividade, ¢ necessario realizar acdes que ndo se
conectem diretamente com o motivo ou objeto da atividade. Por exemplo, para obter um livro
da biblioteca da Universidade Federal de Juiz de Fora, ¢ preciso realizar diversas a¢des, como
caminhar até a biblioteca, as vezes atravessar a rua, subir escadas, pegar o elevador, entre outras.
Nossa proposta para a Educacdo Matemadtica ¢ que essas agdes, no contexto do ensino de
matematica, sejam desenvolvidas por meio do processo de experimentacao mental.

A nogdo de complementaridade foi introduzida na fisica pelo fisico dinamarqués Niels
Bohr. Esse principio foi considerado fundamental na mecanica quantica. Bohr afirmava que os
objetos possuem propriedades complementares e que, ao mesmo tempo, ndo podem ser
medidos com precisao. Em outras palavras, “este principio foi introduzido na fisica quantica
por Niels Bohr, para dar conta do fato de que nela a interacao entre os aparelhos de medicdo e
os objetos constituem uma parte essencial do fenomeno fisico” (Otte, 1993, p. 219). Por
exemplo, os aspectos de particula e de onda de objetos fisicos sdo fenomenos complementares,
pois ¢ impossivel que um objeto seja uma particula e uma onda ao mesmo tempo.

A complementaridade, mais do que dualidade, implica a interacdo ¢ a relagao entre uma
coisa e outra, ou seja, “[...] ao invés de separar conceitos em isto ou aquilo, noés consideramos
ambos como isto mais aquilo” (Cruz, 2018, p. 43). Otte afirma que na “verdadeira
complementaridade nenhum dos dois elementos, meio e objeto, pode ser determinado sem o
outro, apesar de desempenharem, num determinado momento de um certo ato epistemoldgico
individual, um papel complementarmente assimétrico” (1993, p. 224). Esse mesmo autor
continua afirmando que:

Quando se deseja progredir da dualidade ou polaridade, como ainda ocorre em Kant,
para uma genuina complementaridade, pela qual cada um dos elementos polares tanto
diferencia-se do outro como o abrange, entdo, € preciso, colocando a atividade como
a esséncia da relagdo sujeito-objeto, procurar descrever a dindmica dessa atividade
como uma entidade independente, que se diferencia tanto da consciéncia quanto da
realidade objetiva (1993, p. 224).

Cruz disserta que a “no¢do de complementaridade ¢ relevante para qualquer estudo
epistemologico, em particular dos fundamentos da Educacdo Matematica, por entender a
Matematica a partir de uma perspectiva genética” (2018, p. 44). Com a crenga de que todo
pensamento ocorre por meio de signos em vez de coisas em si mesmas, a complementaridade
de intensao e extensao ¢ fundamental por destacar a distingao entre coisas € sinais. Assumimos
nesta pesquisa as ideias de complementaridade de Otte (2003), que surgem do fato de que os
signos sao, a0 mesmo tempo, usados referencialmente (icones) e atributivamente (indices). Essa
complementaridade se distingue da mera dualidade por considerar a perspectiva genética do
conhecimento, que foca o carater evolutivo da Matematica por meio da relacdo dialética entre
sujeito e objeto.
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4 Experimentos Mentais como metodologia de ensino para Matematica — artefato
cognitivo

No contexto da formagao de professores e na educagdo basica, a dlgebra, por exemplo,
tende a ser apresentada como um tipo de jogo completamente formal, ou seja, uma linguagem
desprovida de objetos. Essa agni¢do da dlgebra domina o pensamento matematico desde o
momento em que a concep¢ao intuitiva estreita da objetividade teve prevaléncia com a
geometria euclidiana. A maioria dos professores e alunos que estudam Matematica carrega a
impressao de que a algebra, ou a aritmética, consiste em uma quantidade enorme de agdes, sem,
de fato, constituir uma atividade objetiva, isto ¢, uma atividade com objetos.

H4 dois tipos de consideragdes que devem ser ressaltados no que tange a esse dominio
da algebra: A primeira € que algebra e geometria se desenvolveram lado a lado. A historia dos
chamados numeros imaginarios € um exemplo disso. O trabalho de Argand, intitulado “Ensaios
sobre uma maneira de representar quantidades imaginarias nas construgoes geométricas” (ver:
Cruz, 2018, p. 146), retrata bem essa complementaridade entre algebra e geometria. Isso
significa que a geometria pode ter fornecido a semantica para a algebra. A segunda consideracao
¢ que os proprios procedimentos algébricos e algoritmos podem ser tomados em consideracao
como novos objetos, no sentido das observacdes sobre abstragio reflexiva e hipostatizacio®.
De maneira mais geral, o proprio processo de raciocinio pode se tornar objeto de consideracao.

Otte (2014) argumenta que, em todas as conferéncias sobre filosofia da ciéncia, os
participantes, especialmente os mais jovens, frequentemente discutem, durante os intervalos, se
o estudo da logica seria suficiente ou adequado para entender a Matematica sob um ponto de
vista filosofico, ou se € necessario conhecer a Matematica e praticd-la ativamente. O mesmo
autor escreve que “a logica é baseada na linguagem, e a linguagem ¢ uma institui¢do social e
principalmente comunicativa. As pessoas falam umas com as outras e essencialmente umas
sobre as outras. A Matematica e a Ciéncia sdo baseadas em experimentos” (2014, p. 60). Ele
complementa afirmando que as “palavras mudam mentes e os experimentos mudam as coisas”
(2014, p.60). A partir desse ponto, Otte marca a diferenga entre Linguagem e Matematica,
posicionando a Matematica como um meio de atividade objetiva e pouco comunicativa. Em
sintese, pode-se afirmar que “a Matematica ndo ¢ uma linguagem, mas sim a arte de inventar
constantemente novas linguagens e outras ferramentas da atividade e do raciocinio objetivo”
(2014, p. 60).

Segundo Otte (2014), a Matemadtica e a linguagem formam contextos distintos do
pensamento e da acdo humana. “A Matematica e a Ciéncia dependem mais da visdo do que da
linguagem” (2014, p. 60). E fato de que muitos consideram a Matematica como sendo uma
linguagem, referindo-se a termos como linguagem dos numeros, linguagem da algebra ou
linguagem analitica. Effros (1998) no texto Mathematics as language apresenta uma breve
explicacdo sobre o motivo pelo qual acredita que a Matemadtica €, em esséncia, uma Linguagem,
ou pelo menos ¢ mais valorizada como uma Linguagem, como ¢ o caso da utilizagdo nas
ciéncias naturais. Effros argumenta que o "sucesso da fisica moderna ¢, em grande parte, uma
consequéncia da linguagem matematica que os fisicos tém ao seu dispor" (1998, p. 132).

A alegagdo de Effros (1998) sobre a Matematica como uma atividade essencialmente
linguistica e a principal responsavel pela estrutura da dedu¢do demonstra o importante papel
atribuido as provas formais no desenvolvimento da Matematica. No entanto, esse papel
significativo pode levar a no¢do de que Matematica ¢ apenas uma linguagem logico-formal,
isto ¢, uma cadeia de proposicdes e formulas. “As provas sao elementos do sistema das teorias

4 Optamos neste texto em nao discutir com mais profundidade os conceitos de abstragéo reflexiva (com base em Piaget) e
hipostatizagdo (com base em Peirce).
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matematicas, e as teorias ndo sao apenas agregagdes” (Otte, 2014, p. 72).

De outra forma, Otte (2014) explica que a ideia de Matematica como linguagem
simbdlica estd difundida em diversos contextos de sua aplicagdo, como na Educagdo
Matematica. Isso ¢ evidente, pois, em uma aplicacdo, ha um interesse pelo significado dos
simbolos. De fato, o simbolismo Matematico ¢ tdo crucial para a Ciéncia que ¢ dificil imaginar
a apresentacao de fatos e teorias cientificas sem o uso da Matematica. Assim, podemos concluir
que a Matematica ndo se reduz a meros calculos simultaneos.

Entender a Matematica como uma linguagem formal ou uma légica nos leva a um
paradoxo: de um lado, ha a prova logico-formal, que s6 pode demonstrar algo que ndo gera
duavida, desde que esse algo tenha uma estrutura tautoldgica fixa; nesse caso, o que resta para a
prova € realizar um encadeamento de identidades ou semelhangas; por outro lado, a prova reduz
o conhecimento a ser demonstrado a conhecimentos ja disponiveis, ndo aparentando ser um
conhecimento novo (Otte, 2014).

Mas para que serve a prova? A prova tem o proposito de gerar conhecimento e,
consequentemente, “ndo pode ser simplesmente um processo tautologico que exerga alguma
compulsdo material ou causal, mas deve conter elementos de generalizacdo e, portanto
certamente valer-se da intui¢do do sujeito” (Otte, 2014, p. 75). Mas como isso ¢ feito? Por meio
de Experimentos Mentais. E o que sao Experimentos Mentais no contexto da Educagdo
Matematica com base na semiotica Peirceana? Experimentos Mentais “sdo formas de expor
pensamentos por meio de representacdes como objetos de consideragdo em uma dada atividade
e/ou prova matematica, recorrendo a um contexto teorico bem definido” (Cruz, 2023, p. 1). Tais
Experimentos t€ém o papel de mostrar a coeréncia do conceito desenvolvido e/ou identificar as
possiveis incongruéncias na aplicacao desse conceito. S6 € possivel pensar na aplicagdo desses
experimentos no ensino da Matematica se considerarmos que esta ciéncia ou disciplina ¢ uma
atividade semidtica.

Cruz (2021, 2022, 2023) apresenta os Experimentos Mentais como uma metodologia
para o ensino da Matematica. Esta metodologia se constitui como um artefato cognitivo, cujas
bases ideologicas estdo ancoradas na concepgio historico-dialética® da educacio, dando énfase
a epistemologia, que Manfredi escreve como sendo:

um conjunto de principios e/ou diretrizes socio-politicos, epistemoldgicos e
psicopedagdgicos articulados a uma estratégia técnico-operacional capaz de reverter
os principios em passos e/ou procedimentos organicos e sequenciados, que sirvam
para orientar o processo de ensino-aprendizagem em situagdes concretas (Manfredi,
1993, p. 5).

Instituimos um conjunto com seis caracteristicas basicas que conferem o carater
organizativo e/ou heuristico para a aplicagdo dos Experimentos Mentais. Essas caracteristicas,
nomeadas por Forma, Estrutura, Compreensdo, Dependéncia, Revela¢do e Comparag¢do,
constituem as bases da Metodologia aqui apresentada. Esses nomes ndo carregam os
significados que geralmente sdo atribuidos a eles no senso comum.

Forma, neste contexto, tem o significado de hipoteses ou conjecturas que sdo dadas por
meio de uma representacao particular (diagrama) do objeto de estudo (conceitos, problemas,
...). Cruz descreve que “este sistema de atividades supostas nos permite considerar que o
mundo, em especial o mundo matematico, consiste em dois tipos de entidades, a saber: signos
e objetos. Os signos tém significado e os objetos tém existéncia real pura” (2021, p. 15).

5 Esta concepgao tem por base 0 Materialismo histérico-dialético que optamos em n&o discutir neste texto.

$BEM

ISSN 2764-3158 oo WD



A
et @ 26 2 30 da novambro de 202

Estrutura traz a introducdo de uma ideia nova que ndo estava presente nas premissas
explicitas do problema, da atividade ou da prova. Esta ideia nova ¢ considerada por Cruz (2023)
como uma sintese abdutiva.

Compreensdo ¢ a dedugdo, isto €, o processo de experimentacdo no diagrama
constituido. Este é o processo de percep¢des e manipulacdes no diagrama que pode até
modifica-lo para se chegar a conclusao do argumento apresentado. Segundo Cruz:

[...] E processo dedutivo no desenvolvimento da experimentagio mental. Em
comunhdo com a Forma e a Estrutura, esse processo inicia-se pela constru¢do de um
diagrama, a percepgdo, nas partes desse diagrama, de relagdes que ndo foram
explicitadas nas premissas do argumento e, finaliza, por meio de elabora¢des mentais,
na conclusdo do argumento apresentado (2023, p. 9).

Dependéncia ¢ o campo teorico ou teoria de base que esta no cerne do processo de
experimentacdo mental, isto é, “todo processo de experimentagdo mental deve ser feito sob a
¢gide de uma teoria de base consistente, que por vezes ¢ nomeada de sistema de representagdo”
(Cruz, 2023, p. 9 -10).

Revelagdo exerce dois papeis fundamentais: o primeiro na apresentagao dos resultados
encontrados no processo; o segundo em revelar contradigdes e/ou confusdes logicas. Cruz
escreve que na aplicacdo dos “Experimentos Mentais, podemos encontrar contradi¢des ou
confusdes logicas no desenvolvimento da dada atividade. Isso permite mostrar aos
experimentadores evidéncias a favor ou contra uma determinada teoria” (Cruz, 2023, p.10).

Comparagdo abre espago para outras possibilidades de analises e outras percepgdes que
podem surgir na aplicagdo de tal metodologia, isto ¢, “mostra a possibilidade de outros
resultados e de uma generalizagdo mais ampla” (Cruz, 2023, p. 10).

Como exemplo, vamos apresentar uma atividade cujo objetivo ¢ mostrar que, dados dois

(x+y)?  (x—y)?
4

intencao ndo ¢ mostrar o procedimento algébrico para conferir o resultado, mas desenvolver um

Experimento Mental no qual x e y representem segmentos de reta formando quadrados.
Estamos fazendo uma interpretagdo propria do método geométrico babilonico de multiplicar
usando quartos de quadrados. Na aplicagdo da metodologia, destacaremos as caracteristicas dos
Experimentos Mentais. Para esta finalidade, usaremos o software de geometria dindmica
Geogebra, nosso artefato cognitivo no contexto externalista.

nimeros positivos x e y, sendo x >y, entdo xy = . Lembrando que nossa

Problema: Sejam x e y dois numeros positivos (nimeros reais), sendo x > y. Provar
que:

Xy = (X*Z’)Z _ (X;Y)z‘

Desenvolvendo a Experimentagdo

Forma: Por hipbtese, consideremos o quadrado cuja medida do lado seja representada por x,
como mostrado na figura 3.
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Figura 3: O quadrado de lado x

Fonte: O proprio autor.

Estrutura: Partindo da ideia de destacar um quadrado na figura 3 com o lado medindo y e
perceber um retangulo com lados y € x — y, que ¢ transportado para o lado x do quadrado,

formando um retangulo com lados x + y € x — y como na figura 4, uma ideia nova ¢ trazida
para o problema.

Figura 4: Sintese abdutiva

TV
’

Fonte: O proprio autor.

Compreensdo: Com base nesse pensamento abdutivo, ou seja, nessa nova ideia, construimos

um quadrado de lado x + y e consideramos um quarto desse quadrado, destacado pela cor verde
na figura 5.

Figura 5: Um quarto do quadrado da soma

>
*

Fonte: O proprio autor.

Também construimos um quadrado de lado x — y, representado pela cor azul, e
tomamos uma quarta parte desse quadrado para constituir o quadrado laranja. (ver figura 6).

Figura 6: O quarto do quadrado da diferenca

> b g
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Verifica-se que a diferenca entre o quadrado verde e o quadrado laranja representa
(x+y)?  (x-p)?

" ~— > como pode ser visto na parte ladrilhada da figura 7.

Figura 7: A diferenga entre quartos de quadrados

*

r-y

Fonte: O proprio autor.

Dependéncia: Todo processo, desde o inicio, baseia-se na interpretacdo que fizemos do método
geométrico dos babilonios.

Revelagdo: Percebe-se que, na figura 12, ao transportar a parte ladrilhada, forma-se exatamente
um retangulo com lados x e y, cuja area ¢ xy.

Figura 8: O pensamento relacional

e

0
S

DO 5,
e )

y - o s e

Fonte: O proprio autor.

(x+y)?  (x=y)?

Portanto, concluimos que xy = " "

Comparagdo: Outras possibilidades podem ser discutidas neste processo, como, por exemplo,
0 que acontece se x = y? Como ficaria se x = 3 e y = 4? Essas possibilidades podem servir
como disparadoras para outros Experimentos. No caso de nossa atividade, podemos verificar
os resultados com diversos valores para x e y.

Este Experimento pode ser realizado tanto com o uso de software de geometria
dindmica, o que ¢ recomendavel, quanto com régua e compasso. Também ¢é possivel utilizar
materiais manipuldveis. O interessante € que a pratica demonstra como € possivel estabelecer
uma correlacdo semiotica entre elementos da algebra e da geometria; a essa correlagdo dar-se o
nome de complementaridade. Neste contexto, os nimeros se transformam em grandezas e suas
condi¢cdes de existéncia sdo relacionadas as condi¢gdes de existéncia do objeto geométrico.

5 Destaque de duas pesquisas desenvolvidas sob a perspectiva semidtica peirceana.

Do ponto de vista da pesquisa, destacaremos dois trabalhos que seguiram esta trilha da
semiotica, na perspectiva peirceana e, por meio de Experimentos Mentais, evidenciaram a
complementaridade de meios e objetos, intensdo e extensdo, intuitivo e formal.

O primeiro trabalho ¢ de Vieira (2022), intitulado “Uma Proposta de Ensino de
Continuidade de Fungoes em Cdlculo Diferencial e Integral a partir da nogdo de
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Complementaridade”. Essa pesquisa buscou analisar o conceito de continuidade, destacando as
perspectivas de Poncelet e Cauchy, e evidenciar a complementaridade de intuigdo e ldgica.
Segundo Vieira, o trabalho procurou responder as seguintes questoes:

I. Quais analogias e diferengas existem nos estudos do principio da continuidade nas
perspectivas de Poncelet e de Cauchy? I1. Quais contribuigdes a semiotica nos fornece
no ambito da investigag¢do envolvendo o caminho percorrido de Poncelet a Cauchy?
III. Quais concepgdes e/ou propostas podemos estabelecer para o ensino de céalculo
com base nestas analogias e diferencas de maneira que as perspectivas de Poncelet e
Cauchy, em relag@o ao principio da continuidade, possam ser complementares uma a
outra? (2022, p. 11).

Para responder a essas questdes, Vieira estabeleceu um conjunto de objetivos que,
resumidamente, buscou ‘“analisar e compreender o conceito de continuidade nas perspectivas
de Poncelet e Cauchy e como esse conceito esta refletido no ensino deste topico nas aulas de
calculo” (2022, p.11). Com isso, pretendeu investigar o desenvolvimento do conceito de
continuidade na visao geométrica de Poncelet € nas concepgdes formais com o uso de fungdes
de Cauchy, construindo, por meio de Experimentos Mentais, os processos relacionais que
permitiram evidenciar a complementaridade entre o formal e o intuitivo.

Vieira (2022) conclui seu trabalho afirmando que:

[...] para Poncelet, a continuidade em uma curva acontece quando todos os pontos
dessa curva possuem a mesma propriedade. Assim, a continuidade sai de um campo
intensional, para um campo extensional. [...] ja& Cauchy abre médo da representacdo e
da intuigdo para ganhar um certo controle sobre a curva. Esta ¢ a complementaridade:
Poncelet busca a continuidade na figura, enquanto Cauchy na estrutura funcional
(2022, p. 72).

O segundo trabalho ¢ de Moraes (2023), intitulado “Uma andlise dos numeros reais em
livros didaticos por meio de pistas semioticas”. Nesse estudo, o autor levanta a questao que
orienta sua pesquisa, buscando descobrir “como sdo abordados os niimeros reais nos livros
didaticos e qual significado eles apresentam em suas formas de representagdo em relagcdo ao
pensamento discreto e continuo matematico? (Moraes, 2023, p. 21). Para responder a essa
questao, o autor estabeleceu como objetivo geral, “[...] analisar como as diferentes defini¢des
e conceitos da ideia de numeros reais vém sendo discutidos nos livros didaticos da educagao
basica e sugerir, por meio de Experimentos Mentais, uma proposta de ensino para esses tipos
de niimeros” (Moraes, 2023, p. 21).

Apo6s analisar um conjunto de livros didaticos da educagdo basica, Moraes (2023)
conclui que cada livro analisado, com foco na temadtica sobre os nlimeros reais, apresenta uma
diversidade signos e significados. Ele observa que, muitas vezes, parece ocorrer um salto na
apresenta¢ao de um signo para outro, o que dificulta a analise dos aspectos complementares do
pensamento matematico com base nessas referéncias didaticas.

Essas pesquisas foram desenvolvidas no ambito da Programa de Pods-graduagdo em
Educagao Matematica da Universidade Federal de Juiz de Fora, e outras pesquisas estdo sendo
realizadas na mesma perspectiva, sempre com o foco na semidtica e na busca de entender a
complementaridade de intensdo e extensao, por meio da aplicagdo dos Experimentos Mentais.

6 Conclusao

Destacamos algumas diretrizes importantes para a pesquisa na perspectiva semiotica
peirceana, com énfase na complementaridade de intensdo e extensao, apoiando-se no uso dos
Experimentos Mentais como metodologia de ensino. A primeira diretriz ¢ considerar que a
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Matematica ¢ uma atividade semidtica que opera sobre diagramas, por meio do raciocinio
diagramatico, que constroi, experimenta e verifica resultados nesses diagramas. Esta diretriz ¢
regida pela considerag@o peirceana de que todo raciocinio necessario € raciocinio matematico
e, por consequéncia, ¢ diagramatico.

A segunda diretriz baseia-se em quatro principios fundamentais, que podem ser
resumidos em: 1 — O nosso ndo poder da introspeccao; 2 — Nao poder da intui¢ao originaria; 3
— Nao poder de pensar sem signos; 4 — Nao aceitacdo da concepcdo absolutamente
incognoscivel. Essas diretrizes, em conjunto, mapeiam todo o processo de constru¢ao do
conhecimento, especialmente no que se refere ao conhecimento matematico.

A terceira diretriz refere-se ao principio da complementaridade como agao de analise de
pensamentos, visto que a semiotica, neste ponto de vista, € a ciéncia dos pensamentos por meio
de signos relacionados a seus objetos e a outros signos. Buscamos identificar e analisar essa
complementaridade na aplicacdo dos Experimentos Mentais como artefatos cognitivos. Tais
experimentos constituem uma metodologia de ensino para a Matematica e fonte de construgdo
de ideias e conceitos a serem debatidos a luz da semidtica.

Sem duavida, ha muito a debater sobre essa tematica. O que buscamos nesta breve
apresentacao foi construir um disparador de ideias a serem exploradas, analisadas e pensadas
no campo da Educacdo Matematica. Assumimos que a Educagdo Matematica ¢ uma area que
também se preocupa em entender o desenvolvimento do conhecimento, em especial do
conhecimento matematico. Essa compreensao pode se efetivar, ao nosso ver, por meio de uma
perspectiva semiotico sobre a construgdo de conceitos ¢ o desenvolvimento de problemas e
atividades no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.
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