)
) f f

O sinal de igual e a relaciio de equivaléncia: um estudo diagndstico com
estudantes dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental

The equal sign and the equivalence relationship: a diagnostic study with students in the
Early Years of Elementary School

Vera Lucia Merlini!
Sandra Maria Pinto Magina®
Antonio Cesar Nascimento Teixeira®

Resumo: Este estudo objetiva investigar a concepc¢ao do sinal de igualdade que os estudantes
do 3° e 5° Anos do Ensino Fundamental t€ém ao se deparar com situacdes de relacdo de
equivaléncia. Trata-se de estudo diagnostico, realizado com 51 estudantes do 3° e 60 do 5° Ano,
todos de Escola Publica. Este artigo analisa a resposta de um dos problemas desse diagnostico.
O aporte tedrico contou com Kieran, Booth, Carraher ¢ Schliemann, entre outros. Conclui-se
que a concepe¢ao do sinal de igual desses estudantes esta limitada a de operador, o que denota
haver necessidade da ampliacdo da interpretagao do sinal de igual, ja desde os Anos Iniciais do
Ensino Fundamental. O estudo recomenda que os significados do sinal de igual sejam
trabalhados nas formagdes, inicial e continuada, dos professores dos Anos Iniciais.

Palavras-chave: Concepgao. Equagdo. Significados do sinal de igual.

Abstract: This study aims to investigate the conception of the sign of equality that students in
the 3rd and 5th years of Elementary School have when faced with situations of equivalence
relationships. This is a diagnostic study, carried out with 51 students from the 3rd and 60 from
the 5th year, all from public schools. This article analyzes the answer to one of the diagnostic
problems. The theoretical contribution included Kieran, Booth, Carraher and Schliemann,
among others. It is concluded that these students' conception of the equals sign is limited to that
of an operator, which denotes the need to expand the interpretation of the equals sign, starting
from the Early Years of Elementary School. The study recommends that the meanings of the
equal sign be worked on in the initial and continuing training of primary school teachers.

Keywords: Conception. Equation. Meanings of the equal sign.

1 Introducao

O interesse do presente estudo esta em investigar as concepgoes que estudantes do 3° e
do 5° anos apresentam sobre o sinal de igualdade, quando se deparam com situacdes de relagao
de equivaléncia. Esta relacdo aparece de sobre maneira em situagdes de equagao. Ribeiro e Cury
(2015) e Ribeiro (2016) defendem que uma das formas de se conceber a equagdo € pelo seu
carater pragmatico. Eles descrevem tal carater como sendo “equacdo interpretada a partir de
problemas de ordem prética. Equa¢do admitida como uma nogao primitiva. Busca pela solugao
predominantemente aritmética” (Ribeiro & Cury, 2015, p. 26).

Entende-se que esta forma de conceber equacdo estd relacionada aos problemas
encontrados nos Anos Iniciais, periodo em que as situagdes trabalhadas estdo voltadas para a
Aritmética, no sentido de que suas respectivas respostas sdo unicas e numéricas. A partir desta
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concepgdo ¢ possivel questionar: nessa fase escolar trabalha-se com situagdes que remetam a
equacoes?

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2017), deve-se introduzir a ideia
de equacao ja na fase dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental. Esse conceito pertence a
Unidade Temética Algebra. E nela, a igualdade ganha seu destaque a partir do 3° Ano do Ensino
Fundamental, embora os Livros Didaticos ja tragam situagdes para serem trabalhadas desde o
1° Ano escolar (Bitencourt, 2018). A BNCC (2017) destaca nos Objetos de Conhecimento a
Relacdao de Igualdade no 3° Ano; no 4° Ano as Propriedades da igualdade; e no 5° ano as
Propriedades da igualdade e nocdo de equivaléncia. De acordo com esse documento

A relagdo de equivaléncia pode ter seu inicio com atividades simples, envolvendo a
igualdade, como reconhecerquese2+3=5e5=4+1,entdo 2 +3 =4+ 1. Atividades
como essa contribuem para a compreensdo de que o sinal de igualdade ndo ¢ apenas
a indicagdo de uma operag@o a ser feita (Brasil, 2017, p. 268).

De fato, a BNCC ressalta que o sinal de igual vai para além de apresentar o resultado de
uma operacao, seja ela qual for (a soma na operagdo de adicdo e o produto na operagdo de
multiplicagdo, por exemplo) (Brasil, 2017). Esse sinal indica uma importante relacdo de
equivaléncia entre dois membros de uma mesma equagao, como ficou explicitado no exemplo
numérico em que 2 + 3 = 4 + 1. Assim o sinal de igualdade indica que o resultado da operagao
dos dois nimeros que lhe antecede equivale ao resultado da operacao dos dois nimeros que lhe
sucede. Essa equivaléncia entre os dois termos pode ser lida e interpretada como equivaléncia
mesmo que os termos sejam trocados, isto €, seja2 +3 =4+ 1ousejad + 1 =2+ 3 fala-se
da mesma igualdade entre os termos. Sao esses diferentes modos de apresentagdo que ampliam
a ideia do sinal de igual, elevando-o para uma relagdo de equivaléncia.

2 O caminho da pesquisa sobre relacdo de equivaléncia nas Gltimas quatro décadas

Tendo em vista o tema escolhido deste estudo, a igualdade, ¢ pertinente iniciar a
discussdo a partir do sinal de igual. Os estudos pioneiros, realizados por Kieran (1981) ja
abordavam o uso do sinal de igualdade nas escolas primdrias € como os estudantes aprendiam
o simbolismo elementar escrito da aritmética sem dificuldade. Entretanto, a interpretagdo da
igualdade estava centrada na acdo, isto €, o sinal de igual estava atrelado ao fazer algo, tinha o
sentido de um operador, ndo sendo visto como uma relacdo de equivaléncia. De acordo com a
autora, o termo equivaléncia ¢ mais abrangente, ao passo que para os estudantes a interpretagao
da igualdade estd centrado em acdes, as frases aritméticas refletem a ordem de seus célculos.

Uma década depois, os estudos de Booth (1995) buscou identificar os tipos de erros
cometidos por estudantes entre 13 e 16 anos ao resolver problemas algébricos. Ele observou
resultados semelhantes aos de Kieran ao longo de todos os anos escolares referentes a essas
idades. A partir desses resultados foi possivel identificar que esses erros estavam relacionados
a: “(a) foco na atividade algébrica e a natureza das ‘respostas’; (b) o uso da notagdo e da
convencdo em algebra; (c) o significado das letras e das varidveis; (d) os tipos de relagdes e
métodos usados em aritmética” (Booth, 1995, p. 24). No que se refere ao item (b), o autor
destaca que na aritmética os simbolos de + e = estdo atrelados a alguma acao a ser realizada, o
sinal + significa efetue a operacao de adi¢do enquanto o sinal =. ¢ compreendido como escreva
a resposta.

Na primeira década deste século, Ponte, Branco e Matos (2009) trouxeram uma ampla
discussdo a respeito da relacdo de igualdade e o uso do sinal de igual. No contexto matematico,
os autores asseveram que a ideia de igualdade se aproxima mais do significado de equivaléncia
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do que de identidade. Na Matematica, ao afirmar que um objeto s6 € idéntico a ele mesmo, o
que justifica o significado identidade e, por outro lado, a equivaléncia matematica ¢ sempre
relativa. Nesse caso, a relagdo de igualdade ¢ uma relagdo de equivaléncia, ou seja, ela ¢
simétrica, uma vezquesea = bentdo b = a, para quaisquer elementos a ¢ b; reflexiva,a =
a para todo elemento a; assim como ¢ transitiva,sea = be b = centdioa = c. E possivel
observar que os elementos que estdo a esquerda e a direita do sinal sdo diferentes, isto €, nao
existe identidade entre eles, contudo representam o mesmo numero, sdo equivalentes.

O sinal de igual ¢ introduzido desde os Anos Iniciais e, comumente, ele ¢ trabalhado
como resultado de uma operagdo aritmética. Segundo Ponte, Branco ¢ Matos (2009), na
expressdo 5 + 2 =7, por exemplo, esta representando a reunido de dois conjuntos, sendo que o
primeiro tem 5 elementos e o segundo 2, que gera um terceiro com 7 elementos. Eles advertem
que ao apresentar as operagdes aritméticas similares a essa, sejam elas do campo aditivo ou
multiplicativo, o professor esteja atento a esse sinal de igual, chamando a atencao dos estudantes
que ele representa uma equivaléncia entre o primeiro e o segundo membro.

Na segunda década deste século, continuou a experenciar avancos nos estudos que
focam na relagdo de equivaléncia, em especial aqueles que investigavam esse conceito no
ambito dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental. Podemos apontar as contribui¢cdes dos
estudos de Bitencourt (2018) e de Bastos e Merlini (2020). O primeiro pesquisou sobre a
presenca do padrao de sequéncia, da equivaléncia e da relagdo funcional nos livros didaticos
dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental. No que tange as relacdes de equivaléncia
predominam tarefas com uso do icone na situacdo da balanga. No que se refere a situagdes-
problema utilizando a representacdo numérica essas estdo relacionadas a decomposiciao de
nimeros “com alguns aspectos que oportunizam discussdes a respeito da igualdade. Eles trazem
tarefas que trabalham com diversas operagdes de adicdo e multiplicagdo, que determinam o
mesmo resultado” (Bitencourt, 2018, p. 119).

Ja o segundo estudo analisou as estratégias de resolucao de quatro alunos frente a duas
situagdes que contemplam o contexto das equacdes. Com dados coletados a partir do método
clinico piagetiano (Piaget, 2005) e encontrou que alunos dos Anos Iniciais do Ensino
Fundamental conseguem resolver situacdes com énfase nas equagdes e na relacdo funcional.
Esses alunos tém grande potencial em desenvolver o pensamento algébrico, ficando evidente
quando fazem uso de propriedades algébricas e apresentam ideias gerais a partir de situagdes
particulares.

3 Aporte tedrico

Chegando em nossos dias, continuamos a encontrar valiosas contribui¢des sobre o tema
nos estudos realizados por Radford (2022, p. 1151) afirma que “o conceito de igualdade
numérica € o consequente conceito de equacao sdo partes centrais da matematica escolar”. A
partir dos resultados de diversas pesquisas realizadas com estudantes da Educacdo Bésica, ele
observou que foram identificados dois significados para o sinal de igual: um deles ¢ o
processual no qual o estudante concebe o sinal de igual com uma inscri¢do de realizar um
calculo; e o segundo ¢€ o significado relacional, no qual a igualdade refere-se a algum atributo
entre os membros da equagdo que foram equiparados.

Diante disso, Radford (2022) desenvolve uma pesquisa longitudinal na qual acompanha
uma turma de 2* até a 4* série de uma escola publica do Canadd, contudo nesse estudo ele
analisa as resolug¢des externadas quando esses estudantes estavam na 3* série. As atividades
foram propostas por meio de problemas envolvendo cartdes de hoquei e envelopes lacrados,
nos quais as quantidades desses eram desconhecidas. Esses problemas foram apresentados de
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forma manipulével, denominado por Sistema Semidtico Concreto; e depois representados pelos
respectivos desenhos iconicos, chamado por Sistema Semiotico Iconico. Como principais
resultados alcancados nesse estudo, o autor revela que ha uma tendéncia de recorrer aos
Procedimentos Computacionais ¢ de Comparagdo. Entretanto, tal comportamento foi alterado
na medida que, em trabalho conjunto com o professor, os estudantes puderam encontrar sentido
as regras da equacgdo, da necessidade de manter equivaléncia entre os dois membros,
caracteristica de Procedimentos Relacionais. Assim, ¢ possivel destacar que o significado
relacional ¢ complexo e necessita da intervencao do professor.

A esse respeito, os resultados dos estudos de Jungbluth, Silveira e Grando (2022)
apontam que apesar de os professores reconhecerem a equivaléncia que existe entre os dois
membros de uma equagdo, mencionam que tal ndo ¢ trabalhado na escola. Além disso, ao
responder como eles encontrariam o valor desconhecido da equagdo: 5+ 6 =__ + 8, disseram
que primeiro fariam a adi¢do entre 5 e 6, depois veriam quanto falta para que o resultado do
outro lado da igualdade fosse o mesmo. Esses autores ponderam que, nesse caso, o pensamento
relacional ndo foi utilizado. Para eles, pensamento relacional somente foi expresso apos os
professores serem questionados sobre que outras estratégias de resolu¢do poderiam usar. Esse
resultado corrobora com aqueles encontrados por Magina, Oliveira e Merlini (2018, p. 20) ao
afirmar que “ndo basta propor a introducao de conceitos algébricos nos Anos Iniciais, tampouco
mudar o curriculo; € preciso principalmente preparar os professores, responsaveis por implantar
efetivamente tal curriculo”.

Quanto aos significados matematicos dados ao sinal de igual, Molina, Castro e Castro
(2009) trazem 11 significados diferentes do sinal de igual no contexto da aritmética e da algebra,
que auxiliam a explicar a compreensdo dos estudantes. Todavia, para efeito desse estudo,
destacou-se trés deles, a saber: operador; expressao de uma agdo e expressao de equivaléncia,
precisamente a equivaléncia numérica. De acordo com os autores acima,

Operador (também conhecido como significado aritmético ou operacional do sinal
de igual). Isso refere-se ao uso do sinal para indicar a resposta a um calculo ou a
simplificagdo de uma expressdo escrita a sua esquerda (por exemplo, 4 X 5 = 20,
x(x - 2) + 3x? = 4x? - 2x). Isso é interpretado como um simbolo de operador, lido
apenas a partir da esquerda para direita. Expressio de uma aciio: um significado
bidirecional que amplia o significado do operador reconhecendo a propriedade
simétrica da igualdade. Ocorre em frases com simbolos operacionais em apenas um
lado do sinal de igual, a direita ou a esquerda (por exemplo, 2x = x(x-2)-x? + 4x,
24 =12+ 12, 12 4+ 12 = 24). Expressio de equivaléncia: Ocorre quando o sinal
de igual ¢ utilizado para relacionar dois representantes do mesmo objeto matematico
(Molina, Castro & Castro, 2009, p. 347, traducio e grifos nossos).

Nota-se que o significado ‘operador’ indica uma operacdo a ser realizada e o seu
resultado, sua resposta ¢ apresentada a direita do sinal de igual. Como ¢ possivel observar a
partir dos exemplos, este significado estd previsto tanto em situagdes aritméticas como em
situagoes algébricas, sendo unidirecional. O significado ‘expressao de uma acao’ € diferente do
significado operador, pois o resultado podera estar a direita ou a esquerda do sinal de igual, o
que o caracteriza como bidirecional. Por fim, no ambito do terceiro significado, ‘expressao de
equivaléncia’, Molina, Castro, Castro (2009) destacam trés tipos: equivaléncia numérica;
equivaléncia simbolica e equivaléncia por definicdo ou por notacdo. Esses autores tratam da
equivaléncia numérica quando o sinal de igual conecta-se com duas expressdes aritméticas,
cujas representagdes geram o mesmo numero. Por exemplo, 2 + 3 = 4 + 1,ouainda, 5 X (4 +
2) =5 X 6 que, embora o primeiro e segundo membro da igualdade sejam diferentes, suas
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respostas se equivalem. Além disso, o significado do sinal de igual ¢ tido como relacional, o
que difere do operacional aritmético.

J4 a ‘equivaléncia simbolica’ esta presente entre duas expressoes algébricas nas quais o
mesmo valor numérico satisfaz todos os valores das variaveis. Estes dois exemplos ilustram
esse tipo de equivaléncia: 3x% + x = x(3x + 1) ou, ainda, a+ b =b+a. Por fim, o
significado da ‘equivaléncia por definicdo ou por notacdo’ pode estar presente tanto entre
expressdes aritméticas quanto algébricas. E possivel citar, como exemplo, a relagio de

A ~ 2_ 8 . . .
equivaléncia das fragdes, 3= @ relacdo entre unidades de medidas 1000mm = 1m, ou,

. . A . a -
ainda, uma das propriedades das poténcias, como o= ab™1.

Cabe salientar que neste estudo o interesse recai na equivaléncia numérica. Diante do
exposto, € nitido observar que o sinal de igual perpassa tanto pela aritmética como pela algebra
que, segundo Carraher e Schliemann (2018), a interpretagdo limitada do sinal de igual, de
alguns estudantes, fica evidenciada quando eles sdo apresentados a algebra.

4 Procedimento Metodoldgico

No que se refere ao procedimento metodoldgico, trata-se de um estudo diagnoéstico que,
de acordo com Rudio (2001), ¢ uma pesquisa descritiva na qual o pesquisador busca conhecer
e interpretar a realidade, sem nela interferir. Nesse sentido, para Fiorentini e Lorenzato (2006),
a metodologia descritiva descreve e caracteriza a situacao analisada com detalhes.

Quanto aos colaboradores da pesquisa, foram 111 estudantes, sendo que 51 deles
cursavam o 3° ano e 60 o 5° ano do Ensino Fundamental, de duas Escolas Publicas de um
municipio do Sul da Bahia. A escolha dessas escolas se deu pela acessibilidade, sendo que a
escolha das turmas esta relacionada ao final de ciclos, de Alfabetizagdo (3° Ano) e o final dos
Anos Iniciais (5° Ano). A aplicagdo do instrumento diagnostico foi realizada pelos
pesquisadores, com a presenga da professora da turma, que leram duas vezes cada uma das dez
situagoes referentes aos conceitos algébricos, relacao funcional, sequéncia de padrdes e relagao
de equivaléncia. Ao terminar a leitura, os estudantes tinham um tempo para resolvé-las e
somente quando a maioria tivesse respondido € que se passava para a leitura da situacao
seguinte. Os estudantes responderam de forma individual e sem apoio de qualquer material,
além do lapis e da borracha.

Para efeito deste artigo, foram analisadas as respostas aos trés itens (a, b e ¢) do

problema 6, do instrumento diagnostico. Esta situacdo, que corresponde a relacdo de
equivaléncia, estd apresentada no Quadro 1, a seguir.

Quadro 1: Problema analisado neste artigo

6) Escreva os nimeros que estdo faltando para que as
sentencas matematicas fiquem verdadeiras:
a)sS+ =9

b)3+ =4+
)2+  +3=6+__

Fonte: Instrumento diagnostico utilizado na Pesquisa.

A forma como foi elaborado o item 6a pode ser considerado como uma variante do que
Molina, Castro e Castro (2009) consideram o significado expressao de uma agao, levando em
conta que no significado operador o resultado esta sempre a direita do sinal de igual, neste item
o resultado a ser encontrado € a incognita que estd a esquerda do sinal, o que sugere admiti-lo
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como sendo bidirecional. Quanto aos outros dois itens, 6b e 6¢, atendem ao significado de
expressao de equivaléncia (Molina, Castro & Castro, 2009), uma vez que o sinal de igual
conecta duas expressdes aritméticas distintas, cujas representagdes geram o mesmo resultado

numeérico.

Quanto a analise dos dados, ela ¢ de natureza qualitativa, pois o interesse do estudo esta
centrado na concepgao do sinal de igualdade que os estudantes do 3° e do 5° Anos dos Anos
Iniciais do Ensino Fundamental ao se deparar com situagdes de relagdo de equivaléncia. Assim,

a partir dos protocolos foram criadas categorias de analise.

5 Discussao e analise dos dados

De posse dos protocolos, todas as respostas foram categorizadas, a principio de quatro
formas: Incompreensivel; Expressdo de uma a¢do; Operador e Equivaléncia Numérica, sendo
que as duas ultimas apresentam subcategorias. O Quadro 2, a seguir, traz as categorias e suas

respectivas descricdes.

Quadro 2: Categorias de analise e suas descri¢cdes

1. Incompreensivel

Nio se entende o raciocinio do estudante

2. Expressdo de uma acdo

Admitir o sinal de igual como bidirecional

3. Operador

3.1 Ignora a incégnita do 2° membro da equacdo

3.2 A primeira incognita satisfaz a Soma 4 (6b) ou 6 (6¢) e a
segunda incdgnita traz o resultado de outra adi¢do

3.3 A primeira incognita satisfaz a Soma 4 (6b) ou 6 (6¢) e a
segunda incdgnita traz o resultado dessa adi¢do

3.4 Realiza a adicdo entre os nimeros conhecidos sendo que o
resultado ¢ a incognita, ignorando o sinal da igualdade

Categorias

4. Equivaléncia

4.1 Busca a equivaléncia repetindo o valor para as duas incognitas

4.2 A primeira incognita satisfaz a Soma 4 (6b) ou 6 (6¢), a segunda
incognita utiliza o elemento neutro da adicgo

4.3 Encontro da relacdo de equivaléncia com valores distintos

Nas figuras que seguem constam extratos de protocolos, cujo proposito € ilustrar as

Fonte: Elaborado pelos autores.

categorias e subcategorias elencadas com suas respectivas descri¢des.

Figura 1: Categoria 1 - Incompreensivel

santencas matematcas fiquem

g) 2% +4 = 10+ .

6) Escreva os numeros que astdo faltando para que as &

vardadeiras

Escreva os numeros que estao falt

senlencas matematicas fiqu

g8) 5 =

@O

- = A
[+ ) BIS B =&

Extrato protocolo estudante E349

Extrato protocolo estudante E532

A denominagao da categoria Incompreensivel esta relacionada ao ndo entendimento dos
pesquisadores, do porqué da escolha da(s) incognita(s) feita pelo estudante. Cabe salientar que
essa categoria esta presente nas respostas registradas pelos estudantes nos trés itens (6a, 6b e

6¢).

ISSN 2764-3158

Fonte: Dados de Pesquisa.

SBEM




Figura 2: Categoria 2 - Expressao de uma agao

Extrato protocolo estudante E537

Fonte: Dados de Pesquisa.

Extrato protocolo estudante E341

A categoria 2 - Expressdo de uma a¢do foi denominada assim por admiti-la como uma
variante do significado, de mesmo nome, dado por Molina, Castro e Castro (2009), uma vez
que a resposta a ser registrada, a incognita, esta a esquerda do sinal de igual. O significado
bidirecional amplia o significado do operador, fazendo com que o estudante possa reconhecer
a propriedade simétrica da igualdade. Esta categoria esta diretamente ligada ao item 6a, no qual
o simbolo operacional da adi¢ao (+) esta apenas a esquerda do sinal de igual.

Quanto a terceira categoria, esta foi denominada por Operador, porque o sinal de igual
¢ admitido com significado de operacdo, de fazer uma acgdo. As respostas, registradas pelos
estudantes, estdo atreladas ao resultado da adigdo dos numeros que estdo presentes na equacao.
Dentro dessa categoria, foi possivel observar algumas especificidades nas respostas registradas,
0 que originou quatro subcategorias. Cabe salientar que todas as respostas desta categoria estao
relacionadas as respostas dos estudantes registradas dos itens 6b e 6¢ e, ainda, que levaram ao
erro.

Figura 3: Subcategoria 3.1 - Ignora a incognita do 2° membro da equagéo

B) Escre

sentan

n

.
LeS Tige

va OS numer

allanoo para Que as

Y verdadeiras

Extrato protocolo estudante E537
Fonte: Dados de Pesquisa.

Extrato protocolo estudante E341

A resposta do estudante era classificadas na subcategoria 3.1 (ignora a incognita do 2°
membro da equacdo) quando ele, nos itens (6b) e (6¢), deixa em branco o espaco da incognita
relativa ao segundo membro da equagio. E possivel observar que todas as respostas registradas
pelos estudantes, na primeira incognita que estd no primeiro membro, s3o sempre as mesmas,
qual seja o numeral 1. Uma possivel argumentagdo, para esse tipo de resposta, ¢ que esse
numeral satisfaz o valor logo apds o sinal de igual que estd no segundo membro, uma vez que
no item 6b seria 3 + 1 =4, assim como no item 6¢ a expressao aritmética seria 2+ /+3 =6,
uma vez que o estudante atende o resultado da soma que esta a direita do sinal de igual, nada
mais tem a realizar nessa situacao, a ndo ser ignorar a segunda incognita.

Figura 4: Subcategoria 3.2 - A primeira incognita satisfaz a soma 4 (item 6b) ou 6 (item 6¢) e a segunda
incdgnita traz o resultado de outra adig@o

6) Escreva 0s numeros que estao faltando para que as
semencas matematicas fiquem verdadeiras

a) 5+ =g

D) 3+ / =

Extrato protocolo estudante E318 (itens 6b e 6¢)

Extrato protocolo estudante E527 (itens 6b e 6¢)

Fonte: Dados de Pesquisa.
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Quanto a subcategoria 3.2 (a primeira incognita satisfaz a soma 4 (item 6b) ou 6 (item
6¢), ¢ a segunda traz o resultado de outra adi¢ao), o estudante também registra o numeral 1
como resposta da primeira incognita, que satisfaz a soma 4 (item 6b) ou 6 (item 6¢). Contudo,
o valor atribuido a incognita do segundo membro da equagdo, de forma implicita, € o resultado
da adi¢do de todas as parcelas do primeiro membro com a primeira parcela do segundo membro.
Assim sendo, ¢ razoavel supor que no item (6b) o 8 represente a adicdo de 3 + 1 + 4 e, de
maneira andloga, no item (6¢) o 12 traduza a adicdo de 2 + 7 + 3 + 6.

Figura 5: Subcategoria 3.3 — A primeira incognita satisfaz a Soma 4 (item 6b) ou 6 (item 6¢) ¢ a segunda
incognita traz o resultado dessa adigdo

R = o8 il astls fa y : g § ers S A8 MY IMarne M et fallardn naras N
BVa Of B108 QU ¢ ) para 9 : ev UMmeros que estdo fallando para

Extrato protocolo estudante E311(itens 6b e 6¢) Extrato protocolo estudante E524 (itens 6b)
Fonte: Dados de Pesquisa.

No que se refere a subcategoria 3.3 (a primeira incognita satisfaz a Soma 4 (item 6b) ou
6 (item 6¢), e a segunda traz o resultado dessa adi¢cdo), novamente é possivel observar, a partir
de respostas registradas pelos estudantes, que eles colocam o numeral 1 na primeira incognita,
valor que atende o valor da soma que esta logo em seguida do sinal de igual. Quanto a incognita
do segundo membro da equacdo, o valor do resultado dessa adicdo ¢ repetido na segunda
incognita, que esta no segundo membro da equagao.

Figura 6: Subcategoria 3.4 - Realiza a adigdo entre os niimeros conhecidos sendo que o resultado ¢ a incognita,
ignorando o sinal da igualdade

6) Escreva os numeros que esto faltando para que as
QUE 8§ sentencas matematicas fiquem verdadeiras
a) S +[Y =9
B e = 9
T i x b)y 3 + 1 =4 +
B3+ =4+ c) 2+ 5 +3=@+_9
Extrato protocolo estudante E321(itens 6a e 6b) Extrato protocolo estudante E512 (itens 6a, 6b e 6¢)

Fonte: Dados de Pesquisa.

A subcategoria 3.4 (realiza a adi¢do entre os numeros conhecidos sendo que o resultado
¢ a incognita, ignorando o sinal da igualdade), foi assim denominada pois as respostas
registradas nas duas lacunas, embora implicitamente, passa a ser o resultado de uma adigdo e
ndo uma das parcelas. E possivel observar esse tipo de estratégia de resolugdo nos trés itens,
sendo que no item 6a o valor 14 corresponde a adi¢do entre 5 e 9; na primeira incognita dos
itens 6b e 6c¢, os valores 7 € 5 sdo resultados de 3 + 4 e de 2 + 3, respectivamente. No que se
refere a incognita do segundo membro, essa traz o resultado da adi¢do da ultima parcela do
primeiro membro e da primeira parcela do segundo membro, isto €, no item (6b) o numeral 11
¢ asoma de 7 + 4 e no item (6¢) o valor 9 € o resultado de 3 + 6.

Na categoria 4 (equivaléncia) estdo os protocolos que, de alguma forma, os estudantes
buscaram relacionar o primeiro com o segundo membro da equacao, exclusivamente nos itens
6b e 6¢. Quanto ao item 6a, que a primeira vista o sinal de igual poderia estar classificado como
operador, a incognita ndo estava no resultado da operacdo, mas sim numa das parcelas. Sendo
assim, levando-se em conta que o significado do operador ¢ que o sinal realize uma operagao
aritmética explicita, nesse caso a adi¢do, a resposta solicitada ¢ uma das parcelas que satisfaz a
igualdade. As respostas aqui categorizadas levaram tanto ao erro quanto ao acerto.
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3 8) Escrava os numeros que estao faltando para que as
sentencas matematicas figuem verdadeiras
a) S+ =9 a) 5 + =9
. —:.io—-,___ b:'g‘_.,‘__"l47.b,,
Extrato protocolo estudante E347 (itens 6b e 6¢) Extrato protocolo estudante E504 (itens 6b)

Fonte: Dados de Pesquisa.

Como ¢ possivel observar, a subcategoria 4.1 (busca a equivaléncia repetindo o valor
para as duas incognitas) aparece tdo somente nos itens 6b e 6¢ ndo levando ao acerto. Nesta
subcategoria, foram computadas todas as respostas nas quais os estudantes colocaram o numeral
1 na primeira ¢ na segunda incégnita dos itens 6b e 6¢. Ao colocar o numeral 1 na primeira
incdgnita, como fora citado anteriormente, eles satisfazem o numeral que vem logo em seguida
do sinal do igual. Assim, € possivel inferir que esses estejam buscando a equivaléncia ndo pela
relacdo entre o primeiro e segundo membros da equacgao, mas sim 1 = 1 e, consequentemente,
esta estratégia levou ao erro.

Figura 8: Subcategoria 4.2 - quando a primeira incognita antes do sinal de igual satisfaz a soma de tal forma a
chegar no valor 4 (no item b, 3 +1) ou, no item 6c, usa o elemento neutro (0) da adi¢do para a segunda incognita

6) Escreva os numeros que estac faltando paraqueas | © va § qua estao fallando para que as
sentencas matematicas figuem verdadeiras seniencas mat ucas hquem verdaceiras
a) 5+ =9 a) S+ = 9

Extrato protocolo estudante E317 (itens 6b e 6¢) Extrato protocolo estudante E503 (itens 6b e 6c)
Fonte: Dados de Pesquisa.

No que tange a subcategoria 4.2 (A primeira incdgnita satisfaz a Soma 4 (6b) ou 6 (6c), a
segunda incégnita utiliza o elemento neutro da adigdo), foi constatado que todos os estudantes que
utilizaram essa estratégia de resolugdo tiveram éxito. Isso se deve ao fato que em todos os
protocolos nos quais eles utilizaram o elemento neutro da adicdo no segundo membro,
colocaram na primeira incognita o numeral 1 e, desse modo, os alunos puderam satisfazer a
equivaléncia da equacao.

Figura 9: Subcategoria 4.3 - Encontro da relagdo de equivaléncia com valores distintos

6) Escreva os nimeros que est30 faltanao para que as

Extrato protocolo estudante E334 (item 6b) Extrato protocolo estudante E549 (itens 6b e 6¢)
Fonte: Dados de Pesquisa.

Finalmente na subcategoria 4.3 ( Encontro da relagdo de equivaléncia com valores distintos)
¢ aquela em que os estudantes, de fato, encontraram valores diferentes para as duas incognitas
que tornam verdadeira a igualdade entre os dois membros da equagado, nos trés itens, 6a, 6b e
6¢c. Assim, todas estratégias registradas nos protocolos dessa subcategoria levaram ao acerto.

Apresentadas as categorias e suas respectivas subcategorias. A seguir, serd apresentada
a andlise dos dados coletados, acompanhada por uma discussdao dos resultados encontrados.
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Para tanto, foram contabilizados 333 registros de todos os protocolos, sendo que o 3° Ano
apresentou um total de 153 possiveis respostas (produto entre 51 estudantes e trés itens de
respostas) e, no 5° Ano, foram 180 possiveis respostas (produto entre 60 estudantes e os trés
itens de respostas).

Tabela 1: Sintese das estratégias utilizadas pelos dois anos escolares nos trés itens

@ ke Item 6a Item 6b Item 6¢
5 g S*__=9  3+__ =4+ __ 2+ #3204 goypa
o4 ks 3°ano  5%°ano  3%ano 5%°ano 3°ano 5°ano
S § (n=51) (n=60) (n=51) (n=60) (n=51) (n=60)
1. Incompreensivel 8 9 16 18 24 25 100
2. Expressdo de uma agao 40 48 88
3.1 5 1 3 9
K 3.2 5 16 5 14 40
" 33 6 5 5 5 21
3.4 3 3 4 4 3 2 19
§ 4.1 12 3 8 3 26
< § 4.2 5 5 4 4 18
2 43 3 4 1 3 11
Branco 1 1

Fonte: Dados da Pesquisa.

A primeira informagao importante que se pode tirar dos dados apresentados na Tabela
1, temos que das 333 respostas possiveis vindas de todos os estudantes em todos os trés itens,
30% delas (100 respostas) foram incompreensiveis. Essa categoria foi a que aglutinou o maior
numero de respostas. Cabe destacar que somente uma resposta foi em branco, o que ¢ um
indicador de que esses tentaram efetivamente resolver os trés itens do problema. Como ja fora
citado, enfatizamos que a incompreensao estad atrelada aos pesquisadores € como ndao houve
entrevista com os alunos, ndo ha o que argumentar a esse respeito.

Quanto a categoria 2 (Expressao de uma acao relativa), foram classificadas 88 respostas,
todas nas respostas referentes ao item 6a. Todas as 88 respostas estavam corretas. Tal resultado
leva a hipotese que que este item foi o mais fécil para os dois grupos de estudantes, ja que
ambos tiveram aproximadamente 80% de acerto. Uma possivel explicagcdo para esse sucesso
sdo os baixos valores (menor que uma dezena) utilizados no item. Isto permite que a estratégia
de resolucdo pode ter sido tanto pela subtragdo como pela ideia do completar, partindo do
numero 5 até chegar ao 9. A BNCC traz que o sinal de igualdade, normalmente, antecede o
resultado da operagdo, contudo o resultado da adicdo j& era conhecido (9), o que estava sendo
procurado era uma das parcelas (Brasil, 2017). Assim, € conveniente ressaltar que nos Anos
Iniciais do Ensino Fundamental, a disposi¢do de uma operacdo de adi¢do similar ao item 6a: 5
+  =9,ndo ¢ usual. Diante desse resultado, € possivel inferir que esse formato de expressoes
numeéricas poderia ser uma boa estratégia de ensino para que os estudantes reconhegam o sinal
de igual como bidirecional (Molina, Castro & Castro, 2009).

No que diz respeito a Categoria 3 (Operador), foram classificadas 89 respostas
distribuidas entre suas quatro subcategorias. A esse respeito, Kieran (1981) assevera que a
interpretacdo da igualdade est4 centrada na agdo, como um operador, sendo que o sinal de igual
esta atrelado em fazer a adi¢dao de duas parcelas conhecidas e que se procura um resultado, e
ndo uma relagdo de equivaléncia.

As respostas que compoem a subcategoria 3.1, o estudante ignora a incognita do 2°
membro da equacdo, sendo que esse tipo de resposta vem ao encontro da afirmacdo de Ponte,
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Branco e Matos (2009) que o sinal de igual introduzido nos Anos Iniciais, comumente ¢
trabalhado como sendo o resultado de uma operacao aritmética.

Na subcategoria 3.2 (as respostas colocadas na segunda incdgnita trazem o resultado de
outra adi¢do), agora de todos os nimeros que ja faziam parte da equagao original e do nimero
1 colocado na primeira incdgnita, onde vem o resultado 8 no item 6b 3 + 1 +4 =8); e o
resultado 12 no item 6¢ (2 + 1 + 3 + 6 = 12). Diante disso, ¢ possivel reportar-se a Booth (1995)
ao destacar que, na Aritmética, os simbolos de + (adi¢do) e = (igual) estdo atrelados a alguma
acdo a ser realizada, nao necessariamente de equivaléncia.

A segunda incégnita da subcategoria 3.3 traz, de forma repetida, o resultado da adi¢ao
do primeiro membro, tanto no item 6b (3 + 1 =4 + 4) quanto no item 6¢ (2 + 1+ 3 =6 + 6).
Em suma, nas subcategorias 3.1, 3.2 e 3.3, as respostas apresentadas na incognita do segundo
membro, reportam-se ao alerta feito por Ponte, Branco e Matos (2009). Esses autores asseveram
que, ao apresentar as operagdes aritméticas sejam elas do campo aditivo ou do campo
multiplicativo, o professor evidencie que o sinal de igualdade representa mais do que uma acao
a ser feita, trata-se de uma equivaléncia entre o primeiro ¢ o segundo membro da equacao.

A subcategoria 3.4 (realiza a adi¢do entre os numeros conhecidos sendo que o resultado
¢ a incognita, ignorando o sinal da igualdade) chama a atengdo por perpassar por todos os trés
itens, 6a, 6b e 6¢. Nesta subcategoria, estdo as respostas nas quais o estudante coloca no lugar
da primeira incognita a soma dos dois numeros, o que a precede ¢ a posterior; na segunda
incdgnita, ¢ colocada a soma do ultimo numero do primeiro membro e o primeiro niimero do
segundo membro. Mais uma vez, o sinal + (adi¢do) e o sinal = (igual) refletem diretamente a
alguma acdo a ser realizada e a escrita de uma resposta numérica (Booth, 1995). Ainda a esse
respeito, Kieran (1981) certifica que a interpretagdo da igualdade esta centrada na agdo, como
um operador, sendo que o sinal de igual estd atrelado em fazer a adicdo de duas parcelas
conhecidas e que se procura um resultado, e ndo uma relagao de equivaléncia.

A ultima categoria (Equivaléncia) apresentou um total de 55 respostas, sendo que 29
delas foram consideradas corretas. A subcategoria 4.1, tida como busca a equivaléncia repetindo
0 mesmo valor para as duas incognitas que, embora tenha levado ao erro, tem uma caracteristica
interessante do ponto de vista da relagio equivaléncia. E possivel que o estudante tenha focado
nas duas lacunas e eleito um Gnico nimero, por conta da propriedade da simetria, para satisfazer
a relacdo de equivaléncia. As subcategorias 4.2 e 4.3 levaram ao acerto, foram 29 respostas no
total, aproximadamente 13% das 222 respostas possiveis relativas aos itens 6b e 6¢. Na
subcategoria 4.2, os estudantes colocaram o niimero 1 na primeira incognita e para responder a
incognita do segundo membro, lancaram mao da propriedade do elemento neutro da adigdo,
colocando o numeral zero na segunda lacuna. Finalmente, a subcategoria 4.3, os alunos
registraram valores distintos nas duas incognitas de tal forma que a relagdo de equivaléncia se
tornasse verdadeira. De acordo com os dados, apesar de ter 13% de respostas corretas, € possivel
admitir que o sinal de igual, com o significado de equivaléncia, ndo ¢ natural entre os estudantes
do 3° e do 5° anos, se comparadas as respostas categorizadas como incompreensivel e operador.

6 Consideracoes finais

Tendo em vista o objetivo do presente estudo, investigar qual a concepcdo do sinal de
igualdade que os estudantes do 3° e do 5° Anos dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental ao se
deparar com situacdes de relagdo de equivaléncia, os dados obtidos permitem que se faca
consideracOes a esse respeito. Cabe salientar que a amostra deste estudo ndo permite a
generalizacdo, contudo séo resultados que podem levar a reflexdes de como estudantes dos
Anos Iniciais concebem o sinal de igual.
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De acordo com os dados analisados, esses foram distribuidos de forma muito préxima
em trés grandes grupos, o incompreensivel, a expressao de uma agdo e o operador. Nesse
primeiro grupo, os estudantes ndo tiveram €xito e perpassaram pelos trés itens, em especial nos
itens 6b e 6¢. E importante salientar que a incompreensio ¢ por parte dos pesquisadores, uma
vez que ndo houve entrevista para que tivessem a chance de entendé-la. No que se refere ao
grupo expressao de uma agao, esse diz respeito exclusivamente as respostas corretas do item
6a. A maioria deles teve éxito neste item, levando em conta que a resposta deveria ser escrita a
esquerda do sinal de igual e, além disso, a operacdao apropriada para obter tal resposta nao
poderia ser a adigdo como indicada na expressdo, mas sim a operagao inversa, a subtragdo. Esse
dado ¢ importante, pois embora a adicao seja trabalhada desde o principio dos Anos Iniciais,
essa forma de expressdo, a qual ¢ dado uma das parcelas (5) e a soma (9) e solicita a outra
parcela (incognita), ndo ¢ usualmente utilizada. Isso significa que situagdes desse tipo, tida
como expressdo de uma agdo, amplia o significado do operador, fazendo com que o estudante
possa reconhecer a propriedade simétrica da igualdade. Desse modo, poderia ser uma porta de
entrada promissora para o ensino do sinal de igual como bidirecional.

Quanto ao terceiro grupo operador, este perpassou pelos itens 6b e 6¢c, o qual a
interpretagao feita pelos estudantes ¢ que a igualdade esta centrada na agdo, como um operador,
sendo que o sinal de igual esta atrelado em fazer a adi¢do de duas parcelas conhecidas e que se
procura um resultado, ¢ ndo uma relagdo de equivaléncia. O fato de o sinal de igual ser
introduzido nos Anos Iniciais e comumente trabalhado como sendo o resultado de uma operagao
aritmética, os simbolos de + (adi¢do) e = (igual) estdo atrelados a alguma acdo a ser realizada,
ndo necessariamente de equivaléncia. Diante das respostas registradas por eles, aquelas
compreendidas pelos pesquisadores, € possivel concluir que a concepgao desses, do 3° e do 5°
anos, em relacdo ao sinal de igual ¢ de operador.

Cabe ressaltar que esse resultado se refere a equivaléncia numérica e, portanto, o sinal
de igual e seus significados perpassam tanto pela aritmética como pela algebra. Levando em
conta a afirmacao de Carraher e Schliemann (2018), a interpretagdo limitada do sinal de igual,
de alguns estudantes, fica evidenciada quando eles sdo apresentados a algebra. Quanto a isso, ¢
relevante reportar-se ao alerta feito por Ponte, Branco e Matos (2009) que, ao apresentar as
operagdes aritméticas, sejam elas do campo aditivo ou do campo multiplicativo, o professor
evidencie que o sinal de igualdade representa mais do que uma agao a ser feita, trata-se de uma
equivaléncia entre o primeiro e o segundo membro da equacdo. Assim, de acordo com os
resultados alcangados e com vistas na literatura apresentada, ha necessidade de que a
interpretacdo do sinal de igual seja ampliada desde os Anos Iniciais do Ensino Fundamental.
Assim sendo, ¢ importante e necessario que a discussao dos diferentes significados do sinal de
igual perpasse pela formagdo inicial e continuada de professores, em especial daqueles que
ensinam Matematica nos Anos Iniciais.
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