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Resumo: Este artigo objetiva compreender de que modo a realizagdo de tarefas exploratorias
pode contribuir para o desenvolvimento do raciocinio matematico dos estudantes que cursam a
disciplina de CDI. Esta pesquisa insere-se em uma perspectiva qualitativo-interpretativa, € os
participantes foram estudantes de cursos superiores, que cursaram a disciplina de CDI 1. Os
dados recolhidos para analise foram compostos por (a) protocolos contendo registros escritos
das discussdes dos pequenos grupos de estudantes, (b) dudios das discussdes nos pequenos
grupos, ¢ (c) video da discussao coletiva mediada pelo professor a partir das resolugdes dos
estudantes. Como resultados, inferimos que a tarefa matematica estimulou a mobilizagdo
especialmente do processo de conjecturar. Além disso, os estudantes elaboram justificativas
para algumas das conjecturas, sendo também capazes de realizar generalizagdes e expressa-las
algebricamente. Sobre as acdes do professor, reconhecemos um movimento continuo e
crescente durante a condugao da plenaria, estando estas relacionadas essencialmente com o
aprofundamento das discussdes a partir de elementos trazidos pelos proprios alunos e das
oportunidades que se criam para a elaboragdao de conhecimento matematico nesse processo.

Palavras-chave: Ensino de Célculo Diferencial e Integral. Tarefas exploratérias. Processos de
raciocinio matematico. A¢des do professor.

Abstract: The aim of this article is to understand how exploratory tasks can contribute to the
development of mathematical reasoning in students taking ICD. This research is based on a
qualitative-interpretative perspective, and the participants were undergraduate students taking
ICD 1. The data collected for analysis consisted of (a) protocols containing written records of
the discussions of the small groups of students, (b) audio recordings of the discussions in the
small groups, and (c) video of the collective discussion mediated by the teacher based on the
students' resolutions. As a result, we infer that the mathematical task stimulated the mobilization
of the conjecturing process in particular. In addition, the students developed justifications for
some of the conjectures and were also able to make generalizations and express them
algebraically. Regarding the teacher's actions, we recognize a continuous and growing
movement of teacher actions during the plenary, essentially related to deepening the discussions
based on elements brought by the students themselves and the opportunities created for the
elaboration of mathematical knowledge in this process.

Keywords: Teaching Differential and Integral Calculus. Exploratory tasks. Mathematical
reasoning processes. Teacher actions.

I Universidade Tecnoldgica Federal do Parana « Londrina, Parana — Brasil « DX andreluistrevisan@gmail.com « ORC
https://orcid.org/0000-0001-8732-1912

2 Universidade Tecnolégica Federal do Parana « Cornélio Procopio, Parand — Brasil « < eliane.araman@gmail.com ¢
ORCID https://orcid.org/0000-0002-1808-2599

8 Universidade Estadual do Parana  Apucarana, Parana — Brasil « XJ anna_flavia_magnoni@hotmail.com « ORC
https://orcid.org/0000-0002-5556-3877

ISSN 2764-3158 ey

SBE@\\ 1



mailto:andreluistrevisan@gmail.com
https://orcid.org/0000-0001-8732-1912
mailto:eliane.araman@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-0024-2096
mailto:anna_flavia_magnoni@hotmail.com
https://orcid.org/0000-0003-0024-2096

Pensar a Educacao Matematica pela pesquisa frente aos desafios do cotidiano
escolar e responsabilidade social

26 a 30 de novembro de 2024
Natal — Rio Grande do Norte

Introducio

Este trabalho procura sistematizar estudos desenvolvidos no ambito do grupo de
pesquisa na qual os autores se inserem, a partir de investigagdes que analisam os processos
envolvidos na caracteriza¢do e na implementacdo de um ambiente de ensino e de aprendizagem
para a disciplina de Calculo Diferencial e Integral (CDI) considerando as condigdes reais de
ensino de curso de Engenharia (Trevisan; Mendes, 2018; Trevisan; Alves; Negrini, 2021).

Como discutido em trabalho anterior apresentado no VIII SIPEM (Trevisan, 2021),
havia resultados promissores dessas primeiras investigagdes. Porém, pouco ainda se sabia a
respeito do desenvolvimento do raciocinio matematico dos estudantes, dos conceitos
mobilizados e do papel das a¢des do professor durante esses episddios. Assim, nos ultimos
quatro anos, essas tematicas foram investigadas com maior profundidade. Estudos envolvendo
o raciocinio matematico (RM), em didlogo com pesquisas acerca do ensino e da aprendizagem
de CDI, apontaram novas questdes a serem investigadas, em especial relacionadas a promog¢ao
desse RM em salas de aulas, a partir do trabalho com tarefas de natureza exploratoria. Mais
especificamente, tomamos como hipdtese que os estudantes mobilizam diferentes processos de
RM na resolucdo dessas tarefas e que as acdes do professor que podem contribuir para essa
mobilizacao.

Assim, por meio deste artigo, pretende-se sistematizar resultados de investigacdes
acerca do desenvolvimento do RM de estudantes de CDI que cursam Engenharia, e a
mobilizagdo de seus diferentes processos, no trabalho com tarefas de natureza exploratoria. O
objetivo € compreender de que modo a realizagdo de tarefas exploratorias pode contribuir para
o desenvolvimento do raciocinio matematico dos estudantes que cursam a disciplina de CDI.
A partir do objetivo e hipotese de pesquisa, elencam-se as seguintes questoes de investigagao:

e Quais processos do RM sdo mobilizados pelos estudantes de CDI ao resolver
tarefas de natureza exploratoria?

e Como as acbes do professor contribuem para que diferentes processos do RM
sejam mobilizados pelos estudantes de CDI1?

Como hipodtese, considera-se o trabalho com episodios de resolugao de tarefas, sendo
essas de natureza exploratoria (ou, matematicamente ricas), atrelado ao papel e as acdes do
professor (seja na selecdo das tarefas, ou na condugdo de discussdes) como potencializador do
desenvolvimento do RM dos estudantes.

Sintetizamos, na continuidade deste trabalho, alguns resultados de pesquisas que
caracterizam o RM e seus processos, e discutem as agdes do professor que o apoiam. Mais
especificamente, articulamos resultados ja apresentados por Trevisan, Negrini, Falchi e Araman
(2023) e Trevisan, Araman, Silva, Araujo, Souza e Castilho (2024). Apresentamos o contexto
em que os estudos foram realizados e procedimentos metodologicos assumidos nas
investigagcdes. Analisamos dados provenientes de duas tarefas exploratorias propostas a
estudantes de CDI e, por fim, discutimos os dados analisados, a luz do referencial tedrico
proposto, apresentando implicagdes para o ensino e a pesquisa em CDI.

1 Referencial teorico

A disciplina de CDI ¢ uma parte integrante essencial do nticleo basico de cursos de
Ciéncias Exatas no Brasil, em especial das Engenharias, e deve contribuir para a
desenvolvimento de processos de raciocinio necessarias a formulagdo e solugao de problemas
de diversas areas, a analise e compreensdo de fenomenos e sua validagdo por experimentagao e
a comunicacao eficaz, oral, escrita e grafica (Brasil, 2019). Constitui-se como uma importante
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ferramenta capaz de desenvolver critérios essenciais para a interpretacdo e resolucao de
problemas do cotidiano profissional (Guimaraes, 2019).

Entretanto, além da defasagem no conhecimento matematico prévio dos estudantes
(Ghedamsi & Lecorre, 2021), a estrutura didatico-pedagogica dos cursos de Engenharia, na
qual prevalece ainda uma metodologia de ensino tradicional que prioriza aulas expositivas e
centradas no professor (Cabral, 2015), contribuem para a reprovagao na disciplina de CDI e a
evasdo no curso (Thompson & Harel, 2021; Zarpelon, Resende & Reis, 2017). Além disso,
apesar dos avangos em fundamentos tedricos a respeito do ensino e da aprendizagem da
matematica terem contribuido no ambito das pesquisas no Ensino Superior, pouco sao os seus
reflexos na sala de aula de CDI (Rasmussen, Marrongelle & Borba, 2014).

Pesquisas desenvolvidas no ambito do ensino da Matematica (com resultados que
podem contribuir para reverter o quadro mencionado acima) apontam que abordagens de ensino
promissoras sdo aquelas em que os estudantes trabalham de forma colaborativa (Granberg &
Olsson, 2015), envolvendo-se em discussdes matematicas (Ribeiro, Aguiar, Trevisan & Elias,
2021; Rodrigues, Menezes & Ponte, 2018), resolvendo tarefas de natureza exploratdria (Ponte,
2005), contribuindo assim para o desenvolvimento do RM dos estudantes.

Assim, a constituicdo de ambientes de ensino e de aprendizagem com tais
caracteristicas, no ambito da disciplina de CDI (Trevisan & Mendes, 2018), assume importancia
singular no contexto do ensino em Engenharia. O engajamento dos estudantes no trabalho com
tarefas pode leva-los a mobilizar diferentes processos do raciocinio matematico, por meio da
elaboracdo de conjecturas e sua posterior justificacdo, validacdo ou refutagao (Lannin, Ellis &
Elliot, 2011).

Entender o que ¢ e como desenvolver, no Ensino de Matematica, o RM apresenta-se
como tematica de investiga¢do emergente tanto em pesquisas cientificas internacionais quanto
nacionais (Araman, Serrazina & Ponte, 2019; Mata-Pereira & Ponte, 2018; Trevisan & Araman,
2021). Apesar da relevancia do tema, orientacdes curriculares ndo apresentam uma defini¢do
ou direcdo para seu efetivo desenvolvimento junto aos estudantes (Gross, Souza & Trevisan,
2022).

De modo bastante simplificado, “raciocinar matematicamente consiste em fazer
inferéncias justificadas [...] ou seja, utilizar informacdo matematica ja conhecida para obter,
justificadamente, novas conclusdes” (Mata-Pereira & Ponte, 2018, p. 782). Essa tematica vem
ganhando espaco internacionalmente ha algumas décadas, em razao de visdes contemporaneas
sobre a importancia da Matematica para a formagao critica do cidaddo, com implicagdes em
relagcdo ao que significa aprender Matematica com sucesso (Goos & Kaya, 2020).

Na perspectiva de entendimento do RM, ha dois aspectos que podem ser considerados:
o estrutural e o de processos (este, nosso foco de interesse). Lannin, Ellis e Elliot (2011)
apresentam estes processos: conjecturar, generalizar, investigar o porqué e desenvolver e avaliar
argumentos. De modo similar, Jeannotte e Kieran (2017) apontam que processos de raciocinio
podem ser organizados e caracterizados da seguinte forma: (i) a procura de semelhangas e
diferencas, como sejam os processos de generalizar, conjecturar, identificar um padrao,
comparar e classificar; (ii) a validagdo, como sejam os processos de justificar e provar; e (iii) o
suporte a outros processos de raciocinio, como seja o processo de exemplificar.

Segundo Jeannotte e Kieran (2017) conjecturar € um processo ciclico de: (i) enunciar a
conjectura; (i1) verificar se cobre todos os casos e exemplos; (iii) tentar refutar; e (iv) encontrar
um motivo que fagca com que a conjectura seja verdadeira ou tentar modifica-la. Os estudantes
podem criar conjecturas validas ou invalidas, alicercadas em raciocinios validos ou por vezes
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invalidos, sendo que esses ultimos, embora nao desejados, podem servir como ponto de partida
para o entendimento das ideias matematicas.

Justificar, por sua vez, relaciona-se a explicagdo de uma conjectura inicialmente
elaborada, apresentando motivos (argumentos) para alterar o valor epistémico primeiramente
de “provavel para mais provavel”, e em seguida para verdadeiro ou falso. Assim, entendemos
justificar como intimamente relacionado ao “investigar o porqué” e a elaboracdo de argumentos
pelos estudantes “para se convencerem e aos outros porque ¢ que uma afirmagao particular ¢
verdadeira” (Lannin, Ellis & Elliot, 2011, p. 35), recorrendo, para tal, a diferentes conceitos
matematicos. E fundamental que os estudantes sejam encorajados a explicarem e justificarem
0s seus raciocinios e solucdes, desenvolvendo deste modo, com o apoio do professor, a sua
compreensao.

Uma generalizagdo implica, “inferir narrativas sobre um conjunto de objetos
matematicos ou uma relagdo entre objetos” (Jeannote & Kieran, 2017, p. 9). Sendo assim, no
processo de generalizar, reconhece-se um padrao ou uma propriedade comum a um conjunto
de objetos, e se ¢ capaz de expandir o dominio de validade de uma propriedade a um conjunto
maior de objetos (Ponte & Mata-Pereira, 2017).

No que tange a mobiliza¢do desses processos, Rodrigues, Menezes e Ponte (2018, p.
399) apontam o papel dos momentos de discussdes matematicas como favorecendo o
“envolvimento [dos estudantes] na apresentacdo, justificacdo, argumentacdo e negociagdo de
significados para os seus raciocinios”. Tanto a escolha das tarefas — em especial em termos do
grau de desafio (Potari & Jaworski, 2002) quanto as a¢des do professor, na exploracdo de
desacordos entre os estudantes (Wood, 1999), assumem importancia singular nesse contexto.

Araman, Serrazina e Ponte (2019), como sistematizagao dos trabalhos de Ponte, Mata-
Pereira e Quaresma (2013) e Ellis, Ozgiir e Reiten (2019), organizaram um quadro de analise
(Quadro 1) que descreve as acdes docentes que apoiam o raciocinio matematico, e que tem
servido como suporte para analises no contexto de aulas de CDI (Trevisan & Volpato, 2022;
Trevisan, Negrini, Falchi & Araman, 2024).

Quadro 1: Quadro de analise das a¢gdes do professor.

Convidar - Solicita respostas para questfes pontuais.
- Solicita relatos de como fizeram.

- Fornece pistas aos alunos.

- Incentiva a explicac&o.

Guiar/Apoiar - Conduz o pensamento do aluno.

- Focaliza o pensamento do aluno para fatos importantes.
- Encoraja os alunos e re-dizerem suas respostas.

- Encoraja os alunos a re-elaborarem suas respostas.

- Valida respostas corretas fornecidas pelos alunos.

- Corrige respostas incorretas fornecidas pelos alunos.
Informar/Sugerir - Re-elabora respostas fornecidas pelos alunos.

- Fornece informacdes e explicacdes.

- Incentiva e fornece maltiplas estratégias de resolucéo.
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- Solicita que os alunos apresentem razdes (justificativas).
- PropGe desafios.

Desafiar - Encoraja a avaliagéo.

- Encoraja a reflexdo.

- Pressiona para a preciséo.

- Pressiona para a generalizag&o.

Fonte: Araman, Serrazina e Ponte (2019, p. 476)

2 Metodologia da pesquisa

Esta pesquisa insere-se em uma perspectiva qualitativo-interpretativa (Bogdan &
Biklen, 1994; Crotty, 1998), que pressupdem o proprio investigador como principal instrumento
de coleta, descri¢do e analise dos dados. Como detalhado por Carneiro, Araman e Trevisan
(2022), esta pesquisa atende as cinco as caracteristicas basicas que configuram um estudo
qualitativo apontadas por Bogdan e Biklen (1994), listadas a seguir:

e Na investigacdo qualitativa a fonte direta de dados € o ambiente natural,
constituindo o pesquisador e elemento principal. Os dados que fundamentam as
andlises de nossas pesquisas serdo coletados em salas de aulas regulares, que
incluem de CDI em cursos de Engenharia na UTFPR.

e A investigacdo qualitativa é descritiva. Os dados coletados, que se constituem
de registros escritos dos alunos, gravacdes em audio das suas resolucdes e
gravacdes em video de discussfes conduzidas pelo professor com a turma sao
descritos de forma minuciosa, buscando respeitar a forma com que foram
registrados tanto quanto possivel.

e Os investigadores qualitativos se interessam mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados ou produtos. O interesse das pesquisas
envolvendo o raciocinio matematico estda nos processos do raciocinio
matematico que os estudantes mobilizam ao resolverem uma tarefa, bem como
nas acdes do professor que contribuem para esse desenvolvimento. Portanto,
interessa o processo de resolucéo da tarefa, ndo somente o resultado final.

e Os investigadores gualitativos tendem a analisar seus dados de forma indutiva.
N&o h& uma hipdtese predefinida a ser confirmada pelos dados. As conclusfes
da pesquisa séo construidas na medida em que os dados sdo analisados.

e Osignificado é de vital importancia na abordagem qualitativa. =~ Como a
andlise centra-se nos processos do raciocinio matematico dos alunos e nas a¢des
do professor, é de vital importancia compreender os significados que eles
atribuiam a tarefa e ao seu processo de resolucéo.

Os participantes foram estudantes de cursos superiores de Engenharia da UTFPR,
campus Londrina, que cursaram a disciplina de CDI 1, sob responsabilidade do primeiro autor.
Essa disciplina, com uma carga de 90 horas-aula, contempla o estudo de fungdes, limites,
derivadas e integrais de fungdes reais, de uma varidvel real. Em geral, 25 horas do curso (cerca
de 10 encontros de 3 horas-aula de 50 minutos) foram dedicadas ao trabalho com episddios de
resolucao de tarefas, com os 40 estudantes da turma organizados em grupos de dois ou trés
integrantes. Durante esses episodios, o professor acompanhou o trabalho e faz intervengdes,
quando necessario. Ao final de cada um deles houve uma discussao coletiva, mediada pelo
professor a partir das resolugdes dos estudantes, havendo a sistematizacdo de conceitos.

A tarefa 1 (Figura 1), adaptada de Trevisan e Goes (2016) e discutida por Trevisan et al.
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(2024), objetiva contribuir para interpretacao da integral definida de uma fun¢do a medida da
area delimitada pelo grafico dessa fungdo e o eixo das abscissas do plano cartesiano em um
intervalo dado.

Figura 1 - Tarefa: Area de um segmento parabélico

1. Considere a regidio delimitada pela curva f(x) = x2, pelo eixo e pelasretas x = 0 e x = 1.
a) Suponha que a regido seja preenchida por retdngulos, como na figura ao
lado, todos com a mesma base. Construa uma sequéncia em que cada termo
representa a medida da area de um desses retdngulos. Trabalhe com
nimeros racionais na forma fracionaria.
b) Represente em notagdo de somatorio a soma desses termos e efetue seu o
calculo.

on

‘ 1 .
c) Nesse contexto, construa uma figura que ilustre Y,/_, WACHE A=

Fonte: Adaptado de Trevisan e Goes (2016)

A tarefa 2, discutida em detalhes por Trevisan et al. (2023), foi adaptada de Santos e
Bianchini (2002), e teve o seguinte enunciado: “Um tanque contém 5000 litros de agua pura.
Uma mistura contendo 750g de sal diluidos em 25 litros de 4gua ¢ bombeada para o tanque a
cada minuto. Investigue como se comporta a concentragdo da dgua no tanque para valores de
tempo ‘muito grandes’”.

Os dados recolhidos para analise foram compostos por (a) protocolos contendo registros
escritos das discussdes dos pequenos grupos de estudantes, (b) dudios das discussdes nos
pequenos grupos, ¢ (c) video da discussdo coletiva mediada pelo professor a partir das
resolugdes dos estudantes. As gravagdes em audio e video foram transcritas na integra, em
articulacdo com os protocolos produzidos, propiciando assim, a organizacdo € a analise dos
dados.

Na intencdo de reconhecer uma maior variedade de processos de raciocinio que foram
mobilizados, bem como evidenciar argumentos apresentados pelos estudantes, no caso do
primeiro item da tarefa 1, foram considerados dados dos tipos (a) e (b), tomando por critério
para escolha do grupo em analise um maior envolvimento dos estudantes na “apresentacao,
justificacdo, argumentagdo e negociacao de significados” (Rodrigues, Menezes & Ponte, 2018,
p. 399) — aqui indicados por E1 e E2. Por sua vez, com objetivo de compreender como as a¢des
do professor (P) podem contribuir para o desenvolvimento do RM, destacamos dados em (c),
considerando um trecho da plenaria da tarefa 2 na qual entendemos ter havido uma participagao
expressiva dos estudantes (indicados por Al, A2, ...), e uma maior variedade dessas acoes, de
acordo com o Quadro 1 de Araman, Serrazina e Ponte (2019).

Os resultados estao organizados, sequencialmente e separadamente, para cada uma das
tarefas propostas, buscando responder as duas questdes de pesquisa anunciadas na introdugao
do artigo.

3 Analises dos dados
3.1 Tarefa 1

Nos trechos a seguir, enquanto o grupo resolve o item (a) da tarefa, evidenciamos alguns
processos de RM envolvidos:
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E2: Acho que [a altura] ¢ zero dois, zero quatro né? E isso mesmo.
E1: O zero virgula seis ele t4 na mesma altura aqui?

E2: Entdo, foi o que eu falei, o zero quatro t4, o zero quatro ta certinho mas esse daqui
eu acho que nao ta nio.

Em um primeiro momento, o grupo busca uma forma de calcular a medida da area dos
retangulos. Ao olhar a representagdo grafica dada na tarefa, eles inicialmente conjecturam que
os valores representados no eixo y correspondem a medida da altura dos retangulos. Porém,
logo comegam a perceber que nem todos os retangulos estdo tdo proximos da marcagdo grafica.
Assim, a conjectura ¢ descartada. Continuando a discussao, ainda buscando uma forma de
encontrar a medida da altura dos retangulos, o grupo elabora uma nova conjectura, de que esta
poderia ser calculada a partir da expressao algébrica da fungao:

E2: Aqui 6, ele d4 a formula [f(x) = x?].

E1: O x a gente pode colocar tipo um oitavo, dois oitavos, trés oitavos, quatro
oitavos...

E2: Se vocé fizer a conta do [cinco] oitavo[s] aqui 0, a altura disso aqui vai
dar zero virgula trinta e quatro... [na verdade] trinta e nove, ¢ bem
aproximado, se voc€ usar, isso daqui, aqui como cinco oitavos e esse daqui...

O estudante E2 justifica que a expressio f(x) = x?, dada no enunciado da tarefa,
poderia ser utilizada, ¢ os estudantes passaram entdo a calcular as medidas das alturas pela
substitui¢do de x nos pontos dados. Como forma de validar os valores encontrados, a partir de
uma justificacdo empirica, eles encontraram um nimero racional na forma fracionaria ao
substituir o x na expressao. Posteriormente, transformaram esse nimero racional na forma
fracionaria em um numero racional na forma decimal, reconhecendo a validade do valor
encontrado e justificando estar proximo ao valor indicado no eixo das ordenadas na
representacdo que estava junto ao enunciado da tarefa.

Tendo generalizado uma forma de obter as medidas das alturas dos retdngulos, o foco
da discussdo passa a ser a determinacdo das medidas das bases, como mostra o trecho abaixo:

E1: A base seria cinco oitavos e a altura zero quatro, vocé€ vai ter que construir
a sequéncia do retangulo.

E2: Essa daqui ¢ a area do primeiro retangulo, que ¢ altura é... ndo, ta errado,
aqui € um oitavo, porque a base ¢ um oitavo so.

E1: A base do retingulo né? E porque no caso dos retangulos ele ia pegar, aqui
0 a base dele aqui 6 seria esse valor, esse aqui.

E2: Aham, que € um oitavo.

O grupo inicialmente conjetura que a medida da base ¢ igual ao valor da fungdo em um
ponto de abscissa x, mas logo ela ¢ descartada, pois reconhecem que a medida da base ¢ a
distancia entre dois pontos consecutivos da particdo. A partir das informagdes constantes no
enunciado da tarefa, generalizam que, em qualquer um dos retdngulos, ela sempre sera igual a
um oitavo. A discussao prossegue:

E2: A altura do primeiro ¢ zero, ai esse daqui seria dois oitavos. E elevado ao
quadrado. D4 um dezesseis avos.

E1: Deixa eu anotar aqui.

E2: Altura do primeiro é zero, segundo ¢ um dezesseis avos, do terceiro ¢é
quanto?

E1: Da nove [sobre] sessenta e quatro.
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E2: Talvez tenha um retangulozinho aqui, mas € que a gente ndo ta vendo.
E1: Pode ser.

E3: Eu também acho que tem um retangulozinho aqui.

E2: Aqui tem um retangulo pequeno? Ou ¢ zero mesmo?

E1: Tem, aqui ndo ¢ zero.

E2: Aqui é um oitavo, ndo, calma. E um sobre oito ao quadrado. Aqui é um
[sobre] sessenta e quatro.

E1: Isso ai, agora ta certo. Agora quatro oitavos que € esse daqui. Tem que dar
maior que zero [virgula] dois.

E2: Quatro vezes quatro ¢ dezesseis. Fica entdo dezesseis sessenta e quatro
que da para simplificar, da para simplificar por quatro dezesseis eu acho. Nao,
da quatro dezesseis, é so simplificar, [fica] um quarto.

Inicialmente, o estudante E2 formula uma conjectura que a medida da altura do primeiro
retangulo era zero e, assim, a medida de sua area era zero. O estudante parece apresentar uma
justificacdo empirica, a partir da observacao da representacdo grafica, que mostra um primeiro
retangulo com altura medida muito préxima de zero. Na continuidade da discussdo, porém, esse
mesmo estudante percebe que sua conjectura estava errada e a reformula, sendo que a medida

2
da altura do primeiro retdngulo €, na verdade, (%) = 6—14. Novamente, representam alguns
resultados em notagdo decimal como justificativa empirica de sua validade, pelo fato do valor
obtido estar proximo ao valor indicado no eixo y na representacdo que estava junto ao
enunciado da tarefa.

Além disso, o grupo opta, quando possivel, por encontrar fracdes equivalentes as datas
na forma irredutivel, possivelmente por ser uma pratica comum em suas aulas de Matematica.
Tal decisdao, porém, torna mais dificil a percepcao de um padrao existente na sequéncia de
medidas de alturas, como discutiremos mais adiante.

Ap0s efetuarem o célculo das medidas das areas de todos os retangulos, o estudante E2
percebe a existéncia de um padrdo na sequéncia obtida, o que o leva a um processo de
generaliza¢do, como mostra o trecho a seguir:

E2: Ento eu acho que ¢ esse daqui. Esse daqui ¢ a altura de cada termo, ¢ a
largura é sempre um oitavo, entdo eu acho que a somatoria vai ser... vai ser...
n oitavo ao quadrado vezes um oitavo, vai ser cada termo.

2
. 1 . P .
Nesse trecho, temos que o estudante E2 generaliza que (g) g seriauma forma algébrica

2
. , n . 1 .
para representar as medidas das areas, sendo (E) a medida da altura, e 52 medida da base.

Sintetizando esta analise destacamos que foram fundamentais as discussdes entre os
estudantes que possibilitaram a mobilizagdo de diferentes processos de RM organizados no

Quadro 2.

Quadro 2: Processos de raciocinio envolvidos na discussao do grupo.
(F:gﬁ';/'EUC'—T%RRA . Os valores representados no eixo y correspondem a medida da altura dos triangulos;
S . A medida da altura dos retangulos pode ser calculada a partir da expressao algébrica

da funcéo;

. A medida da base do retangulo € igual ao valor da funcdo em um ponto de abscissa
X,

. A medida da base ¢ a distancia entre dois pontos consecutivos da particao

. A medida da altura do primeiro retangulo é zero;
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. A medida da area do primeiro retangulo é nula.

1

2
A medida da altura do primeiro retangulo é (%) =

JUSTIFICAR . A expressdo f(x) = x* pode ser usada para calculo da medida da altura dos
retdngulos

. Os valores em notagdo decimal podem ser comparados com valores indicados no
eixo das ordenadas na representacdo que estava junto ao enunciado da tarefa.

. A representacdo grafica, mostra um primeiro retangulo com medida de altura muito
préxima de zero.

SENERA'—'ZA . Em qualquer um dos retangulos, a medida da base sempre sera igual a um oitavo;

2
~ 1 . ,
. A expressao (g) S representa as medidas das areas.

Fonte: autores

3.1 Tarefa 2

O trecho a seguir ilustra o inicio da discussdo coletiva, na qual o professor convida os
alunos a participarem, e uma discussdo sobre a resolucdo de um dos grupos se sucede. Ao final
de cada uma de suas falas, como parte da analise realizada, destacamos a acao envolvida.

[1.1] P: Entdo vamos 14, vamos explorar um pouco essa situagdo... alguma
equipe queira sintetizar o que pensou? (Convidar).

[1.2] Al: A gente quer. Primeiro a gente avaliou como variava a quantidade
de sal e a quantidade de litro de agua. Ai a gente fez uma tabelinha e depois
uma férmula que sintetizasse a tabelinha.

[1.3] P: E essa tabela vocés fizeram que tipo de célculo? (Guiar/apoiar).
[1.4] Al: De concentracao.

[1.5] P: O que a gente estd entendendo como concentragdo, a proposito?
(Guiar/apoiar).

[1.6] A1l: Quantidade de sal em agua.

[1.7] P: Entdo ta*, a gente estd pensando com concentragdo aqui como uma
relagio que ¢ dada por uma divisio (Informar/sugerir). Qual?
(Guiar/apoiar).

[1.8] Al: A formula que a gente fez é a concentragdo igual a 750 vezes o t
[referindo-se ao tempo], porque no t = 1 vai ter 750g de sal. No t = 2, vai ter
1500. Dividido pelo volume, que vai ser os 5000 fixo mais 25 vezes o t.

[1.9] P: Entdo deixa eu colocar essa formula [anota na lousa
750t

~ 5000+25¢
[1.10] Al: Dai a gente pensou, quando o tempo for muito, muito, muito

grande, os 5000 vai se tornar nada praticamente, entdo significa que a
concentracdo maxima que vai chegar vai ser 750 dividido por 25, que vai ser
o limite, que vai dar 30.

[1.11] P: entdo vocés concluem que... (Guiar/apoiar).

[1.12] A1: que a concentragdo, concentragdo ndo vai passar de 30.

[1.13] P: a concentrag¢do ndo vai passar de 30. Quando a gente pensa que a
concentracdo nao vai passar de 30, de algum modo ela esta se aproximando
desse 30. (Informar/sugerir).

](Informar/sugerir).

4 Embora informal, essa expressdo serd mantida, pois é recorrente na fala do professor, em geral, para validar as
respostas dos alunos.
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Neste trecho, observa-se que as agdes do professor podem se enquadrar em trés
categorias: “Convidar, Guiar/apoiar e Informar/sugerir”. Como podemos observar, a categoria
“Convidar” ocorre quando o professor, em [1.1], chama alguma equipe para relatar aos colegas
como pensou em resolver a tarefa e solicita que os integrantes expliquem o que fizeram,
compartilhando seu raciocinio com os demais alunos da classe. Em alguns momentos, o
professor faz perguntas com a finalidade de obter respostas para determinadas questdes, como
em [1.3] e [1.5]. Tais a¢des visam chamar a aten¢do para alguns aspectos da resolucao da tarefa,
conduzindo o pensamento do aluno de modo a esclarecer o seu raciocinio, enquadrando-se na
categoria “Guiar/apoiar”. Tal agdo também ¢ reconhecida em [1.7], quando o professor pede ao
aluno que explicite a relagdo que utilizou para expressar a concentracao e em [1.11], quando o
professor guia o aluno de modo a elaborar alguma conclusao a partir do seu relato, e ele afirma
que “a concentragdo nao vai passar de 30”.

Algumas a¢des do professor nesse trecho podem ser classificadas como
“Informar/sugerir”. Por exemplo, em [1.7], o professor fornece uma pista aos alunos,
enfatizando que a formula da concentraciao envolve uma divisdo e, em seguida, orienta o aluno
para que possa expressar a formula de concentragao por ele encontrada. Também, em [1.9],
quando o professor anota, na lousa, a formula relatada, confirmando/validando a resolugao do
aluno e compartilhando com a turma toda. Por fim, em [1.13], o professor repete a resposta do
aluno, validando a afirma¢ao de que a concentracdo estd se aproximando de 30.

Na continuidade, o professor focaliza a discussdo acerca do grafico da fungao conforme
o trecho transcrito a seguir.

Trecho 2
[2.1] P: E como ¢é que essa concentragdo estd mudando ao longo do tempo, de
uma maneira linear? Ou seja, o grafico seria uma reta? Quem pensou nesse
grafico conclui o que desse grafico? O que vocés pensaram? [apontando para
outro grupo] (Guiar/apoiar).
[2.2] A2: A gente fez essa mesma formula, e a gente calculou esse limite, que
seria 30 gramas por litro. No comeco, a concentragdo era muito baixa, e
conforme vimos que o grafico é crescente mas chega uma hora que vai
aproximando desse limite [faz uma representagdo do grafico com as maos,
indicando concavidade para baixo].
[2.3] P: Mas o que leva vocés a concluirem que o grafico tem esse formato
aqui [indica com as maos um grafico representado por uma curva com
concavidade voltada para baixo], e ndo esse formato aqui? [indica com as
maos um grafico grafico representado por uma curva com concavidade
voltada para cima]. (Guiar/apoiar).
[2.4] A3: Porque ele comega crescendo depois estabiliza. Se tivesse esse
formato [indica com as maos um grafico um grafico representado por uma
curva com concavidade voltada para cima]... como chama aquele negocio 14?
Um bico! Ele teria que dar indicios que teria um bico.
[2.5] P: E por que ndo poderia acontecer aquilo que vocés me disseram 1a no
problema do boato®? [O professor vai construindo na lousa um grafico
cOncavo para cima ilustrando a situacdo relatada]: vai espalhando, espalhando,
espalhando o boato, e quando ndo tem mais gente estabiliza. (Desafiar).
[2.6] A4: Porque ainda vai continuar caindo mais agua.
[2.7] AS5: Eu acho que vai ficar uma curva assim [indica com as maos um
grafico concavo para baixo]. Concavo para baixo. Porque, a medida que a

5 Refere-se a uma situagdo ja discutida anteriormente na turma, envolvendo a variagdo do nimero de pessoas que
sabem do boato como uma fungao do tempo.
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concentracdo vai aumentando, menos diferenca, a medida que o tempo passa,
ela vai fazendo.

Nesse trecho, o professor questiona um novo grupo de estudantes, na tentativa de
explicitarem como estdo pensando a respeito do grafico que representa a concentragdo como
uma fun¢ao do tempo e qual compreensao tém a respeito da sua concavidade. Pode-se observar
que as acdes do professor, com a discussdo ja mais avancada, alternam-se entre as categorias
de “Guiar/apoiar e Desafiar”. Em um primeiro momento, de forma mais direta, guia o aluno a
explicar seu raciocinio sobre a concavidade da curva que € a representagdo do grafico em [2.3],
fazendo o aluno questionar por quais razdes a curva que ¢ a representacdo do grafico tem a
concavidade para baixo, € ndo para cima.

Na continuidade, em [2.5], a partir da ideia de “bico”, trazida por A3, o professor desafia
a turma a explicar porque a curva que representa o grafico ¢ formada por um trecho de uma
curva que € concava para cima unido a um segmento de reta horizontal ndo poderia representar
a situacao em analise. Dois outros estudantes participaram, entdo, da discussdo, ¢ um deles
utiliza a expressao “menos diferenca” em [2.7], a qual o professor focaliza para prosseguir a
discussao, conforme detalhado por Trevisan et al. (2023).

4 Discussao dos dados e consideracoes finais

Neste trabalho, como forma de responder a primeira questao de pesquisa, identificamos os
processos de RM mobilizados por estudantes de CDI, evidenciando que a tarefa exploratoria
em questao (Ponte, 2005) mostrou-se desafiadora (Potari & Jaworski, 2002) e com potencial
para a introducgdo ao conceito de Integral de Riemann, tendo em vista sua forma mais intuitiva
de trabalhar e se familiarizar com elementos envolvidos nesse conceito.

Como resultados, inferimos que a tarefa matematica estimulou a mobilizagdo
especialmente do processo de conjecturar, em especial na busca de compreender como
expressar as medidas da base, da altura e da area dos retdngulos. Tais conjecturas, foram
alicercadas em raciocinios ora validos, ora invalidos (Jeannotte & Kieran, 2017), ambos
servindo como como ponto de partida para o entendimento das ideias matematicas associadas
ao conceito de Integral de Riemann.

Também, reconhecemos que os estudantes elaboram justificativas para algumas das
conjecturas, seja de forma mais sistematica, a partir de conceitos envolvidos na tarefa, ou de
forma empirica, usando a representacdo que estava junto ao enunciado da tarefa. Os estudantes
procuravam, durante a discussdo da tarefa, convencerem a si proprios ou um ao outro de porque
uma conjectura seria verdadeira (Lannin, Ellis & Elliot, 2011), aspecto fundamental para sua
compreensao da tarefa e dos conceitos subjacentes

Por fim, os estudantes foram capazes de generalizar a medida das alturas e das areas dos
retangulos e, no caso desta ultima, expressa-la algebricamente. Tal processo envolveu o
reconhecimento de uma propriedade comum (a mesma medida de base para todos os
retangulos) e a expansao do dominio de validade daquele “modo” de calcular a area para todos
os retangulos (Ponte & Mata-Pereira, 2017).

No que tange a segunda questdo de pesquisa, relacionada as agdes do professor, nota-se
que o inicio da discussdo tem origem na agao de “Convidar”, na qual os alunos foram solicitados
a relatar aos demais como resolveram a tarefa, possibilitando que os alunos pudessem expor as
suas ideias iniciais e resolucdes (Ponte, Mata-Pereira & Quaresma, 2013). Normalmente, sdo
as primeiras agdes desempenhadas pelo professor, com o intuito de inserir ou iniciar os alunos
na discussdo. Depois disso, elas sdo substituidas por agdes das demais categorias (Araman,

/SBEM\ 1
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Serrazina & Ponte, 2019).

Posteriormente, podemos observar as agdes de “Guiar/Apoiar” em momentos nos quais o
professor buscou destacar alguns aspectos da fala dos estudantes. Em um primeiro momento
clarificou a construcao da féormula e, em seguida, destacou alguns aspectos do grafico. Agdes
dessa categoria tiveram um papel dominante em todos os trechos, desde os questionamentos de
questdes pontuais até em questdes que possam conduzir o pensamento dos alunos a construgao
coletiva de generaliza¢des, contribuindo para o progresso do RM dos alunos (Ellis, Ozgiir &
Reiten, 2019).

Na categoria “Informar/sugerir”, as acdes consistiram em trazer informacdes envolvendo
defini¢cdes, nomenclaturas e conceitos que eram novos para a turma, no intuito de sistematiza-
los. Envolveu, também, momentos para validar as respostas corretas, corrigir as incorretas ou,
ainda, reelaborar uma resposta e compartilhd-la com os demais alunos, possibilitando a
participacdo de todos os alunos, além de garantir o acesso de todos aquela informagao (Araman,
Serrazina & Ponte, 2019). Por exemplo, ao repetir uma resposta correta dada por um aluno,
além de validé-la, o professor possibilita que aquela informag¢do seja compartilhada com os
demais alunos. As agdes dessa categoria e da categoria anterior subsidiam a discussao da turma,
tornando-a cada vez mais produtiva e com possibilidades de desenvolvimento de processos de
RM mais elaborados (justificar e generalizar) que, normalmente, culminam com as agdes da
proxima categoria.

Finalmente agdes da categoria “Desafiar” sdo reconhecidas nos momentos em que o
professor procurou aprofundar justificativas de fatos trazidos. Desse modo, agdes dessa
categoria podem auxiliar os alunos a esclarecer seus significados e fornecerem razdes para
justificar e fundamentar seu pensamento (Wood, 1999). Em sintese, reconhecemos um
movimento continuo e crescente das a¢des do professor durante a condugdo da plenaria,
relacionadas essencialmente com o aprofundamento das discussdes a partir de elementos
trazidos pelos proprios alunos e das oportunidades que se criam para a elaboracdo de
conhecimento matematico nesse processo.

Um fator determinante diz respeito as atitudes e as concepgoes dos atores envolvidos no
contexto das discussdes matematicas (Ponte, 2005) que ocorreram em torno das duas tarefas
(no caso da primeira, no pequeno grupo; e¢ da segunda, com toda a turma). Destacam-se, aqui,
0s processos comunicativos que se estabeleceram na sala de aula, centrados tanto em ideias
matematicas importantes quanto no desenvolvimento de significados matematicos (Ellis, Ozgiir
& Reiten, 2019). O envolvimento da dupla de estudantes com a tarefa 1, e os tipos de
questionamentos utilizados pelo professor na discussao da tarefa 2 subsidiaram a mobilizagao
de diferentes processos de RM, possibilitando a negociagdo de significados entre os envolvidos
(Mata-Pereira & Ponte, 2018).

Por fim, destaca-se, também, o papel da tarefa proposta e suas potencialidades com relagao
a esses processos do RM. Seu carater exploratorio (Ponte, 2005) com a possibilidade de
utilizagdo, em sua resolucdo, de diferentes registros (verbal, grafica, tabular e algébrica)
ampliou a exploracdo de representagdes relevantes ao conceito de fungdes racionais, o
estabelecimento de conexdes entre a Matematica e outras areas (no caso, um contexto da
semirrealidade da Engenharia).
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