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Resumo: Este trabalho apresenta uma pesquisa realizada no Grupo de Estudos e Pesquisas em
Educacdo Matemadtica no Ensino Superior da Universidade Federal de Ouro Preto sobre a
mobilizacao de processos do Pensamento Matematico Avangado (PMA) no ensino de alguns
conteudos de Equagdes Diferenciais Ordinarias e de Geometria Analitica e Calculo Vetorial. A
metodologia contemplou uma pesquisa tedrico-bibliografica e a analise de contetidos em livros
didaticos das referidas disciplinas. A analise dos contetidos foi embasada na teoria de Tommy
Dreyfus e evidenciou a mobilizacdo dos seguintes processos mentais caracteristicos do PMA:
representacdo simbolica, mudanga de representagdes e traducdo entre elas, visualizacdo,
modelacdo, sintetizacdo e generalizacdo. As conclusdes da pesquisa apontam para a
possibilidade de potencializacdo do desenvolvimento do PMA no Ensino Superior.

Palavras-chave: Pensamento Matematico Avangado. Equagdes Diferenciais Ordindrias.
Geometria Analitica e Calculo Vetorial. Educagdo Matematica no Ensino Superior.

Abstract: This paper presents research conducted by the Study and Research Group on
Mathematics Education in Higher Education at the Federal University of Ouro Preto. The
research focuses on the mobilization of processes of Advanced Mathematical Thinking (AMT)
in teaching certain topics in Ordinary Differential Equations and Analytical Geometry and
Vector Calculus. The methodology included theoretical-bibliographic research and content
analysis of textbooks for these subjects. The content analysis was based on Tommy Dreyfus's
theory and highlighted the mobilization of the following mental processes characteristic of
AMT: symbolic representation, change of representations and translation between them,
visualization, modeling, synthesizing, and generalization. The research conclusions indicate the
possibility of enhancing the development of AMT in Higher Education.

Keywords: Advanced Mathematical Thinking. Ordinary Differential Equations. Analytical
Geometry and Vector Calculus. Mathematics Education in Higher Education.

1 Introducao

Inicialmente, o Pensamento Matematico Avangado (PMA) foi abordado/referenciado no
decorrer do evento The International Group for the Psychology of Mathmatics Education, que
aconteceu na década de 1980, tendo como objetivo a producao de uma obra sobre o PMA e que
teve como consequéncia a criacao do grupo Advanced Mathematical Thinking Group (Almeida
& Igliori, 2013), responsavel pela publicacao de pesquisas que, ainda hoje, sdo utilizadas como
principais referéncias tedrico-bibliograficas para investigagdes sobre o PMA.
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Os pesquisadores Dreyfus (2002) e Tall (2002) afirmam que o PMA esta presente nos
processos de ensino e de aprendizagem de muitas definicdes matematicas complexas que sao
trabalhadas nos mais variados niveis de ensino, entretanto, ele manifesta-se com maior
intensidade nos anos finais do Ensino Médio e ao longo do Ensino Superior. Cabe ressaltar que,
segundo Tall (1995, p. 65), “o pensar em Matematica avangada nem sempre € um processo
logico para a criagdo de ideias matematicas™.

Para Tall (2002), o PMA envolve um ciclo de atividades que devem ser consideradas,
desde o ato de modelar um problema para a pesquisa matematica até a sua formulagdo criativa
de conjecturas, concluindo com a prova. Ja Dreyfus (2002) caracteriza o PMA por meio de uma
série de processos mentais que ele classifica e caracteriza como processos de representagao e
de abstragao.

No presente trabalho, como descrevemos a seguir, apresentamos a mobilizagao de tais
processos do PMA no ensino de alguns conteudos de Equagdes Diferenciais Ordinarias e de
Geometria Analitica e Calculo Vetorial, disciplinas integrantes da estrutura curricular de
diversos cursos da area de Ciéncias Exatas no Brasil e no mundo.

2 Os Processos do Pensamento Matematico Avancado

Em outra pesquisa de nosso grupo de pesquisa (Torrente & Reis, 2023), destacamos que
ndo existe uma concep¢ao ou uma caracterizagao unica ou uniforme do PMA, assim como
também verificamos que existe uma diversidade de processos cuja interacdo estd fortemente
presente na constru¢ao do PMA.

No presente trabalho, apresentaremos brevemente a teorizagao feita por Dreyfus (2002),
para quem o PMA consiste na interacao entre varios processos, principalmente, os processos
mais globais de representagdo e de abstracdo e outros que os constituem, como afirmam Gereti
e Savioli (2015):

Por meio de nossos estudos, entendemos que os processos de representagdo e de
abstracdo sd3o os mais globais, sendo constituidos por outros processos como
representar, visualizar, generalizar, classificar, conjecturar, induzir, verificar, analisar,
sintetizar, abstrair, provar, definir, formalizar, entre outros (Gereti & Savioli, 2015, p.
209).

Ainda segundo Dreyfus (2002), o desenvolvimento do PMA acontece de modo gradual
por meio das interacdes que um sujeito realiza com atividades matematicas, partindo-se de
modos de pensamento mais elementares para outros cada vez mais complexas e, assim, o
pesquisador afirma que os processos de representacao e de abstragao possibilitam ir de um tipo
de pensamento para outro, por meio de uma espécie de “gerenciamento” dessa complexidade.
Outrossim, Dreyfus (2002) destaca o papel essencial do processo de abstracdo para o
desenvolvimento do PMA, afirmando que se um sujeito desenvolve a habilidade de fazer
abstracdes a partir de situacdes matematicas, de forma consciente, entdo ele parece ter
alcangado um nivel avangado de pensamento matemadtico e, com isso, 0s processos de
generalizar e sintetizar sdo desenvolvidos de modo simultaneo.

Destarte, apresentamos o Quadro 1, no qual Gereti e Savioli (2015), a partir de suas
interpretagdes de Dreyfus (2002), descrevem diversos processos mentais do PMA envolvidos
na representacdo e na abstragdo, concebidos pelas pesquisadoras como 0s processos mais
globais interagentes no desenvolvimento do PMA:
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Quadro 1: Descri¢@o dos Processos do PMA a partir de Dreyfus (2002)

| Processos envolvidos na REPRESENTACAO |

Pode-se representar um conceito/objeto matematico por meio da
escrita, em forma de notagdes ou simbolos.

Representa¢io Simbolica ) . o
No entanto, ¢ necessario que se tenha antes um significado

associado ao conceito/objeto matematico representado.

A representagdo de um conceito/objeto matematico ocorre na
Representagiao Mental mente do individuo, relacionando-se ao conjunto de representagdes
concretas que possui do conceito/objeto.

Por meio da intui¢do e da compreensdo, este processo permite que

Visualizacao ~ .. .
as representagdes mentais sejam criadas.

Transitar por diversas representagdes de um conceito/objeto
matematico demanda habilidade para interligd-las corretamente,

Mudanca de Representacdes | SCPIe que NECessario.

e Traducao entre elas Traduzir representacdes se refere a passagem de informagdes de um

enunciado/propriedade matematico(a) para outro(a), assim como a
tradugdo entre linguagens (matematica e verbal).

O objeto/processo a ser modelado requer a construgdo de uma
estrutura/teoria matematica que abrange suas caracteristicas.

Processos envolvidos na ABSTRACAO

Modelagao

Utilizar uma composicdo de objetos / conceitos matematicos
Sintetizacio (distintos), inter-relacionando-os com o propoésito de resolver a
tarefa como um todo.

A partir de casos particulares, identificar caracteristicas comuns
Generalizagao para a validade ser expandida. Pode ser que seja preciso incluir a
formulagao de outros conceitos matematicos.

Fonte: Gereti e Savioli (2015, p. 211)

Partindo, entdo, dessa caracterizagdao dos diversos processos de representacdo e de
abstracdo, buscaremos identifica-los no ensino de alguns contetidos de Equagdes Diferenciais
Ordinarias e de Geometria Analitica e Céalculo Vetorial, a partir da analise de tais conteudos em
livros didaticos especialmente selecionados pelo fato de ja terem sido utilizados como
referéncias bibliograficas pelos autores do presente trabalho, quando ministraram as referidas
disciplinas em suas respectivas universidades federais, tanto para cursos de Engenharia como
para cursos de Matematica (Licenciatura e Bacharelado).

3 O Pensamento Matematico Avancado no ensino de Equacdes Diferenciais Ordinarias:
um foco sobre EDO de 12 ordem

Algumas de nossas pesquisas recentes em Educacao Matematica no Ensino Superior
apontam para a necessidade de um ensino de Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDO) com
mais aplicagdes dos seus conceitos nucleares, apesar dos desafios de tempo e adequagdes
curriculares (Lopes, 2021; Lopes & Reis, 2021, 2022).

Ainda que o trabalho com aplicagdes, geralmente, remeta ao processo de modelagdo,
entendemos ser fundamental compreender que outros processos do PMA podem ser associados
ao ensino de certos contetidos de EDO.
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Especificamente, no presente trabalho, para identificar os processos do PMA
mobilizados no ensino de EDO, apresentaremos recortes do livro de Zill (2016), intitulado
“Equacgdes Diferenciais com Aplicagdes em Modelagem”, porquanto pode-se esperar que o
autor dé um destaque especial para aplicagdes, modelos e outros recursos que, certamente,
podem favorecer o desenvolvimento do PMA. Focaremos nossa analise em EDO de 1? ordem.

A Secdo 2.2 aborda o tema “variaveis separaveis”. O Exemplo 1, apresentado na Figura
1, mostra uma resolucdo tipica de uma EDO pelo método de separagdo de variadveis.

Figura 1: Resolucdo de uma EDO pelo método de separacdo de variaveis

I EXEMPLO 1 Resolvendo uma ED exata
Resolva 2xy dx + (x? — 1)dy = 0.

SOLUCAO

Sendo M(x,y) = 2xy e N(x,y) = x? — 1, temos
aM aN
E =2x = E

Assim, a equagdo é exata e, portanto, pelo Teorema 2.4.1 hd uma fungdo f(x, y) tal que

or _ F _ 2 _
aX—nyeay—x 1.

Da primeira dessas equagdes, depois de integrar, obtemos

foy) =x*y+gQ).
Computando a derivada parcial da Ultima expressdo em relagdo a y e igualando a N(x, y), obtemos

Tex4g(=22-1 <Ny
Segue que g'(y) = —1 e g(y) = —y. Logo f(x,y) = x%y — y e, portanto, a solucdo da equagdo na forma
implicita é x2y —y = c. Pode-se ver facilmente que a forma explicita de solugio é y = < que esta

1-x2’
definida em todo intervalo que ndo contenha x = 1 nem x = —1. [

Fonte: Zill (2016, p. 49)

Para resolver esse exemplo da Figura 1, o aluno deve identificar o tipo de equagdo e, em
seguida, proceder com o método de resolucdo adequado. Em suma, basta aplicar o algoritmo
de resolucdo, que nesse caso ¢ a resolucao de uma EDO exata. Dessa forma, notamos que ¢
destacada a representacdo simbélica.

Outros exemplos destacam algumas particularidades graficas, como ¢ o caso do
Exemplo 1 da Secao 2.4, conforme ilustramos na Figura 2.
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Figura 2: Obtencdo da curva integral de uma EDO de 1? ordem

I EXEMPLO 2 Curva Integral

... d
Resolva o problema de valor inicial d—z = —% ,y(4) = -3
SOLUCAO
Reescrevendo a equagdo como y dy = —x dx, obtemos

[ydy = —fxdxey?zz—);—z+c1.

Podemos escrever o resultado da integracdo como x2 + y2 = ¢? substituindo

a constante 2¢; por c,. Essa solugdo da equagdo diferencial representa uma T
familia de circulos concéntricos centrados na origem. Agora, quando x = 4, Figura 2.2.1 Curva solugdo
y = —3;logo 16 + 9 = 25 = ¢?. Assim, o problema de valor inicial para o PVI no Exemplo 2.

determina o circulo x? + y? = 25 com raio 5. Por sua simplicidade,

podemos, a partir dessa solucdo implicita, encontrar uma solugdo explicita que satisfaca a condicdo inicial.
Vimos essa solugdo como sendo y = ¢,(x) ou y = —V25 — x?,—5 < x < 5 no exemplo 3 da Se¢do 1.1. A
curva integral é o grafico de uma fungdo diferencidvel. Nesse caso, a curva integral é o semicirculo inferior,
mostrado em preto na Figura 2.2.1, contendo o ponto (4,-3). n

Fonte: Zill (2016, p. 69)

Similarmente ao caso do exemplo analisado anteriormente, esse exemplo enfatiza a
representa¢do simbdlica, mas, como apresenta a curva solucao (ou curva integral) da EDO, a
visualizag¢do também ganha destaque. Com essa curva, caracteristicas da solu¢ao e da EDO sao
notadas. Para que o aluno resolva esse exemplo € necessério entender a solugdo geométrica, ou
seja, compreender a construcio de graficos que se relacionam com a fungdo solugao.

Ja o Capitulo 3 aborda o tema “Modelagem com Equagdes Diferenciais de Primeira
Ordem”. O Exemplo 4 da Secdo 3.1 utiliza a lei empirica de Newton para
aquecimento/esfriamento de um objeto. A formulagdo matematica dessa lei ¢ uma EDO de 1?
ordem, como vemos na Figura 3.

Figura 3: Lei do resfriamento / aquecimento de Newton aplicada ao esfriamento de um bolo

LEI DO ESFRIAMENTO/AQUECIMENTO DE NEWTON
Na equacdo (3) da Secdo 1.3, vimos que a formulagdo matematica da lei empirica de Newton do

resfriamento/aquecimento de um objeto é dada pela equagio diferencial linear de primeira ordem

dr

e k(T —T,), (2)
onde k é uma constante de proporcionalidade, T(t) é a temperatura do objeto para t >0 e T,,é a
temperatura do ambiente —isto é, a temperatura do ambiente em torno do objeto. No exemplo 4, supomos

que T, seja constante.

I EXEMPLO 4 Esfriamento de um bolo

Quando um bolo é tirado do forno, sua temperatura é 300 °F. Trés minutos mais tarde, sua temperatura é
200 °F. Quanto tempo levara para o bolo resfriar até a temperatura ambiente de 70 °F?

Fonte: Zill (2016, p. 92)

Para resolver esse problema, o primeiro passo € identificar qual lei fisica utilizar — uma
mudang¢a de representagoes e tradugdo entre elas. A lei fisica utilizada ¢ a lei de
aquecimento/resfriamento de Newton cuja representacdo matematica ¢ dada pela Equagdo (2)
da Figura 3, em que 7(?) representa a funcao da variacdo da temperatura 7" ao longo do tempo
t. Logo de inicio, ¢ necessario a utilizacdo de uma estrutura matematica que caracterize o
resfriamento do bolo, ou seja, inicialmente, o processo de modelagdo se torna importante para
a resolugdo do problema. Observamos que a expressao matematica da lei de Newton tem um

& SBEM, 5

ISSN 2764-3158 ey




'
Pensar a Educacao Matematica pela pesquisa frente aos desafios do cotidiano
escolar e responsabilidade social
4
PN 14\ 26 a 30 de novembro de 2024

A 2 Natal — Rio Grande do Norte

significado associado — a taxa de variagdo de temperatura de um objeto d77/dt é proporcional a
diferenca entre a temperatura do objeto e a temperatura do ambiente. Dessa forma, o processo
de representagdo simbolica também se torna evidente. Utilizando os dados do exemplo, a
equagao do problema ¢, entao, obtida, como mostra a Figura 4. Com isso, percebemos que, para
resolver a equacdo do modelo, o aluno deve analisar as variaveis envolvidas e identificar as
leis fisicas envolvidas.

Figura 4: Equacdo do problema envolvendo a Lei de Newton com uma condi¢ao inicial

SOLUCAO

Vamos fazer em (2) a identificagdo T;,, = 70. Precisamos entdo resolver o problema de valor inicial
= = k(T -70), T(0)=300 (3)

Fonte: Zill (2016, p. 92)

Com a condicao inicial e a EDO obtida, temos um problema de valor inicial e € possivel
obter a solucdo. A Equagdo (3) da Figura 4 ¢ separavel. Assim, basta aplicar o método de
resolugdo de equagdes separaveis (dentre outros métodos possiveis), que envolve separagdo de
variaveis. Essa parte da resolugdo ¢ puramente algébrica. Basta seguir o algoritmo de resolug¢ao
de equagdes separaveis, o que envolve o uso do Teorema Fundamental do Calculo, como mostra

a Figura 5.
Figura 5: Resolucao da EDO do problema
SOLUCAO
A Equacdo (3) é ao mesmo tempo linear e separdvel. Se separarmos as variaveis,
dT
T—70 " k dt,

temos In |T — 70| = kt + ¢, e, portanto, T = 70 + c,e*t. Quando t = 0,T = 300 e, portanto
300 = 70 + ¢, resulta em ¢, = 230. Dessa forma, T = 70 + 230e*. Finalmente, a medicdo

T(3) = 200 levaa e3* = 2 ouk = ~In= = —0,19018.
23 3 23

Fonte: Zill (2016, p. 92)
Por fim, a solucao ¢ obtida, como vemos na Figura 6.

Figura 6: Solugdo da EDO do problema

Assim,
T(t) = 70 + 230e~219018¢

Fonte: Zill (2016, p. 93)

A resolucao da EDO envolve tanto o uso da representagdo simbodlica quanto o uso de
alguns processos algébricos (Lopes, 2023). Observamos o uso de objetos matematicos, o que
inclui a relagdo entre eles, sintetizando ideias e conceitos, ou seja, notamos a presenca de um
processo envolvido na abstragdo, a sintetizagdo.

Por fim, vemos enfatizado o uso da mudanga de representagoes e tradugdo entre elas
ao se apresentar o grafico da fun¢do solugdo e uma tabela com variagdo da temperatura de
acordo com o tempo. Isso € importante para interpretar a solugdao da equacao, como dada na
Figura 6, tendo em vista que a temperatura ambiente serd somente atingida quando ¢ tende ao
infinito na equacao dada na Figura 4. Porém, a tabela da Figura 7 (parte (b)) mostra que a
temperatura ambiente ¢ atingida em cerca de 30 minutos, algo também a se identificar pelo
grafico (parte (a)) da Figura 7.

) 6
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Figura 7: Tabela e grafico referentes a solu¢do da EDO do problema

, T t
(min)
75° 20,1
74° 213
73° 228
______________________________ 72° 24,9
71° 28,6
> 70,5° 32,3

(a) (b)
Fonte: Zill (2016, p. 93)

Assim, nesse exemplo identificamos praticamente todos os processos de representagdo
(exceto a representagdo mental, que ndo abordaremos nesse tipo de analise aqui realizada),
entretanto, ndo identificamos o processo de generalizacdo, envolvido na abstracdo.

A respeito dos processos envolvidos na abstragdo, conforme abordamos, percebemos
que a generalizacdo ndo foi encontrada nos exemplos apresentados e a sintetizagdo nao
apareceu de forma constante. Constatamos que tais processos ocorrem principalmente nas
defini¢des e nas demonstracdes dos teoremas e algoritmos de resolucao de um determinado tipo
de EDO.

Esse € o caso de EDO classificadas como variaveis separaveis, como mostra a Figura 8.
A resolugdo de um determinado tipo de EDO demanda ao aluno classificar qual tipo esta
envolvido. Assim, esse aluno podera associar o método de resolugdo adequado ao tipo
especifico de EDO. A resolucdo da EDO (1) da Figura 8 pode ser obtida pelo aluno. Isso pode
ser realizado ao conjecturar a respeito da aplica¢do de técnicas de integragao e utilizando o
Teorema Fundamental do Calculo.

Figura 8: Defini¢do de uma EDO separavel

SOLUCAO POR INTEGRAGCAO
Considere a equacdo diferencial de primeira ordem dy/dx = f(x,y). Quando f ndo depende da
variavel y, isto é, f (x,y) = g(x), a equagdo diferencial

ay _
- = 9() (1)
pode ser resolvida por integracdo. Se g(x) é uma fungdo continua, entdo integrando ambos os

lados de (1) resulta em y = [ g(x)dx = G(x) + ¢, em que G(x) é a antiderivada (integral
indefinida) de g(x). Por exemplo, se dy/dx = 1 + e?*, entdo sua solugdo é y = [ (1 + e?*)dx

. 1
ouey=x+5e2x+c.

SOLUGCAO POR INTEGRAGCAO

A Equagdo (1), bem como seu método de resolugdo, é apenas um caso especial de quando f em
dv/dx = f(x.v) é oroduto de uma funcdo de x nor uma funcdo de v.

- DEFINICAO 2.2.1 Equagdo separavel

Uma equacao diferencial de primeira ordem da forma

dy
== g@h®

é chamada de separavel ou de varidveis separaveis.
Fonte: Zill (2016, p. 49)
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Concluimos, pela analise dos conteudos aqui realizada, que o ensino de EDO de 1*
ordem possibilita e favorece a mobilizagdo de diversos processos do PMA.

4 O Pensamento Matematico Avancado no ensino de Geometria Analitica e Calculo
Vetorial: um foco sobre retas no espaco

Algumas de nossas pesquisas recentes em Educa¢do Matematica no Ensino Superior
apontam para a necessidade de um ensino de Geometria Analitica e Calculo Vetorial (GACV)
com a utiliza¢do de tecnologias que possibilitem uma melhor visualizag¢do, experimentagdo e
compreensdo dos seus conceitos nucleares, apesar dos desafios da elaboracdo de atividades
exploratorias (Santos & Reis, 2011; Santos & Reis, 2012).

Ainda que o trabalho com tecnologias, geralmente, remeta ao processo de visualizagao,
entendemos ser fundamental compreender que outros processos do PMA podem ser associados
ao ensino de certos contetidos de GACV.

Especificamente, no presente trabalho, para identificar os processos do PMA
mobilizados no ensino de GACYV, apresentaremos recortes do livro de Steinbruch e Winterle
(1987), intitulado “Geometria Analitica”, considerado um classico entre os livros nacionais,
provavelmente, por desenvolver a teoria de Geometria Analitica de forma vetorial, com muitos
exemplos resolvidos e exercicios que, certamente, podem favorecer o desenvolvimento do
PMA. Focaremos nossa analise em retas no espago.

Inicialmente, ¢ apresentada um estudo geral de vetores e, em seguida, um estudo de
vetores no plano e no espago, intercalando com exemplos para, depois, aplica-la no
desenvolvimento da teoria sobre retas e planos. As segdes teoricas seguem a tradicional maneira
de apresentar um conteudo matematico: defini¢des, teoremas com suas respectivas provas e
exemplos. Porém, nas defini¢des, teoremas e exemplos € possivel encontrar diversos processos
do PMA.

A definicdo da equacgdo vetorial da reta da Secdo 4.1 segue um padrao de livros
matematicos. Vejamos, por exemplo, a Figura 9. Para entender a defini¢do da Figura 9, o aluno
deve identificar o vetor diretor, ter um ponto conhecido € um ponto qualquer da reta e, em
seguida, criar um vetor que seja colinear ou linearmente dependente do vetor diretor. Dessa
forma, notamos que sdo destacadas a representagdo simbdlica, a visualizagdo, a sintetizagdo,
além da tradicional passagem do formalizar para definir.
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Figura 9: Defini¢do da equag@o vetorial da reta

4.1 Equacao Vetorial da Reta

Seja r uma reta que passa pelo ponto A e tem a direcdo de um vetor ndo nulo . Para que um
ponto do espaco pertenca a reta r, é necessario e suficiente que os vetores AP e ¥ sejam colineares,
isto é:

Ou

X

Fonte: Steinbruch & Winterle (1987, p. 99)

A partir da equagao vetorial da reta, € possivel determinar as equacdes paramétricas da
reta, como mostra a Figura 10.

Figura 10: Definicdo das equagdes paramétricas da reta

4.2 Equag¢Oes paramétricas da Reta

Sejam (0,7, 7, E) um sistema de coordenadas, P(x, y, z) e A(x1, Y1, Z1) um ponto genérico e um
ponto dado, respectivamente, daretar, e v = at + bj + ck um vetor de mesma dire¢do de r. Da
equacdo vetorial daretar:

P=A+tv,

ou:
(x'}’»Z) = (x1'}’1'Z1) + t(a' b' C)
ou ainda:
(x,y,2z) = (xq + at,y; + bt, z; + ct)

vem:

x =x,+at

y =1y +bt

z=2z;+ct

Fonte: Steinbruch & Winterle (1987, p. 101)

Para a mudancga da equacdo vetorial para as equagdes simétricas, apenas calculos foram
usados. Porém, ¢ possivel identificar representacdo simbolica, visualizagdo, sintetizag¢do,
mudanga de representagoes e tradugdo entre elas e, para isso, € necessario induzir para definir.
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Com a defini¢ao de reta dada, pode-se considerar agora a condi¢@o para que trés pontos
estejam em linha reta. Essa condicdo, apresentada na Figura 11, remete a representagdo
simbolica necessitando, anteriormente, formalizar, conjecturar e analisar.

Figura 11: Condigdo de alinhamento de trés pontos no espago

4.4.1 CondicOes para que Trés Pontos Estejam em Linha Reta

A condigdo para que trés pontos A1 (X1, ¥1,21), Az(x2,¥2,2,) e A3(x3,Y3,23) estejam em
linha reta é que os vetores A; A, e A; A3 sejam colineares, isto é:

_—

A1A, = mA A3, paraalgumm € R
ou:

X2 —=X1 Yo—=V1 _Z2— 24
X3—X1 Y3~ V1 Z3— 73

Fonte: Steinbruch & Winterle (1987, p. 105)

As retas no espago podem se apresentar de formas variadas. Uma dessas formas ¢
quando elas sdo paralelas aos planos coordenados. Vejamos um exemplo na Figura 12.

Figura 12: Reta paralela ao plano coordenado xOy
c) Se c=0, 7:(a,b, 0) L Oz .. r//x0Oy

As equagOes de r ficam:

Das coordenadas de um ponto genérico P(x,y,z) daretar variam somente X e y, conservando-se
z =1z, constante. A reta r se acha num plano paralelo ao plano xOy (Fig. 4.6-c).

Figura 4.6-c

Fonte: Steinbruch & Winterle (1987, p. 111)

No estudo de retas paralelas aos planos coordenados, observamos os processos de
representa¢do simbolica, visualiza¢do e modelagdo, que demandam verificar e classificar.

J& quando ¢ apresentada a definicdo de angulo entre duas retas, notamos a representagdo
simbolica e a generalizagdo, além de um destaque para a visualizagdo e a mudan¢a de
representagoes e traducgdo entre elas. Também ¢ possivel notar a necessidade de analisar e
verificar, como indica a Figura 13.
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4.7 Angulo de duas retas

(Flg. 4.7).

vetor diretor de r,. Logo, sendo 8 este angulo, tem-se

v v, 013
cosh = 14 _Z,l,comOSB < -
[v1l-1v2] 2

4

Sejam as retas 77, que passa pelo ponto A;(x;,y1,2;) e tem dire¢do de um vetor v; =
(ay,bq,c,) 1y, que passa pelo ponto A,(x,,V5,2,) etem direcdo de um vetor v, = (a,, by, ¢5)

Chama-se angulo de duas retas r; e r, 0 menor angulo de um vetor diretor de r; e de um

Figura 4.7

Fonte: Steinbruch & Winterle (1987, p. 115-116)

O exemplo da Figura 14 mostra, claramente, uma mudanga de representacoes e

traducdo entre elas.

Figura 14: Usando duas representagdes de retas no calculo de angulo

Exemplo
Solugao
Calcular o dngulo entre as retas
x=3+t Os vetores que definem as diregGes das retas r; e r, sd0, respectivamente:
:{y=t
>
z=-1-2t vi =(1,1,-2)
e
v, =(-2,1,1)
e
x+2 _y-3_z Pela formula (4.7-1):

-> -
[ vy .V, _

[(1,1,-2).(-2,1,1)]

cos 0 =

|-2+1-2]

|-3]

cos 0 =

logo:

0 =arc cos ( 3

1 m o
T) =—rad = 60

Fonte: Steinbruch & Winterle (1987, p. 117)

_ =
VI+1+4 x/4+1+1 6 x+6 6

1
5

EATA TV AR+ x (2P A1

Concluimos, pela analise dos contetidos aqui realizada, que o ensino de retas no espago

possibilita e favorece a mobilizagdo de diversos processos do PMA.
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5 Consideracdes Finais

Apesar de termos apresentado, inicialmente, as ideias de Dreyfus (2002) e Tall (2002)
sobre 0 PMA, varios pesquisadores abordaram o seu desenvolvimento e processos. Para
Brandemberg (2010), por exemplo, o PMA envolve manipular, investigar e descobrir fatos
relacionados ao objeto que esta sendo estudado e isso ndo deve ser feito de uma forma parcial
e fragmentada, mas sim buscando-se visualizar sua “totalidade generalizante”, considerando
também, fundamentalmente, os processos de representacdo e abstragdo como os mais
importantes em tal busca.

Em nossa experiéncia docente no Ensino Superior, consideramos fundamental na pratica
educativa a identificagao dos processos do PMA no ensino das diversas disciplinas de conteudos
matematicos, especialmente, no contexto dos cursos de Licenciatura e de Bacharelado de
Matematica; outrossim, levantamos a questdo da necessidade da investigacdo sobre o
desenvolvimento do PMA em cursos de formag¢ao de professores de Matematica, seja para atuar
na Educagdo Basica (no caso dos licenciandos em formacao) ou para atuar na Educagao
Superior (no caso dos bacharelandos em formagdo que, em geral, posteriormente cursardo
Mestrado e Doutorado em Matematica).

Nessa perspectiva, o presente trabalho mostrou que o ensino de conteudos de Equacdes
Diferenciais Ordinarias e de Geometria Analitica e Célculo Vetorial aqui focados, a partir da
analise de tais conteudos em livros didaticos “classicos”, possibilita e favorece a mobiliza¢do de
diversos processos do PMA, destacadamente: representacdo simbolica, mudanca de
representacdes e traducdo entre elas, visualizagdo, modelagdo, sintetizagdo e generalizacao.

Cabe, entdo, a nos, professores e, principalmente, pesquisadores da Educagdo
Matematica no Ensino Superior, explorarmos o desenvolvimento do PMA em sala de aula,
levando nossos alunos a “pensar fora da caixa”, desenvolvendo a sua capacidade de pensar
matematicamente em nivel avancado (Abd Algani & Eshan, 2022).

Por fim, ressaltamos uma eventual limitagdo metodologica do nosso trabalho por ter
contemplado uma pesquisa teorico-bibliografica por meio da analise de contetdos em livros
didaticos, porquanto apontamos para a importancia da realizacdo de futuras pesquisas
ampliando o espectro metodoldgico de investigagdo e trazendo, em seu escopo, a abordagem
de mais disciplinas de contetidos matematicos do Ensino Superior, proficuos para a mobilizagao
dos processos mentais caracteristicos do PMA.

Referéncias

Abd Algani, Y. M. & Eshan, J. (2022). Important Issues in Mathematics Teaching. Lucknow,
IN: Book Rivers.

Almeida, M. V. & Igliori, S. B. C. (2013). Educacdo Matematica no Ensino Superior e
abordagens de Tall sobre o ensino/aprendizagem do Calculo. Educag¢do Matematica
Pesquisa, 15(3), 718-734. https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/17617

Brandemberg, J. C. (2010). Uma andlise historico-epistemologica do conceito de grupo. Sao
Paulo, SP: Livraria da Fisica.

Dreyfus, T. (2002). Advanced Mathematical Thinking Processes. In: D. Tall (Ed.). Advanced
Mathematical Thinking. (2a ed., pp. 25-41). Dordrecht, NE: Kluwer Academic Publishers.

Gereti, L. C. V., & Savioli, A. M. P. D. (2015). Processos do Pensamento Matematico Avangado
evidenciados em resolugdes de questdes do ENADE. Boletim de Educa¢do Matematica,
29(51), 206-222. https://doi.org/10.1590/1980-4415v29n51all

ISSN 2764-3158 ey



https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/17617
https://doi.org/10.1590/1980-4415v29n51a11

4
7

Natal — Rio Grande do Norte

'
Pensar a Educacao Matematica pela pesquisa frente aos desafios do cotidiano
escolar e responsabilidade social
4
~ l‘\l“ikl 26 a 30 de novembro de 2024

Lopes, A. P. C. (2021). Modelagem Matematica e Equagdes Diferenciais: um mapeamento das
pesquisas em Educagcdo Matematica. Revista de Ensino de Ciéncias e Matematica, 12(4), 1-
25. https://doi.org/10.26843/rencima.v12n4al6

Lopes, A. P. C. (2023). Advanced algebraic thinking processes in students’ modelling
activities, Teaching Mathematics and its Applications: An International Journal of the IMA,
42(4), 360-374. https://doi.org/10.1093/teamat/hrac024

Lopes, A. P.C. & Reis, F. S. (2021). Ensino Remoto de Equagdes Diferenciais para Engenharia:
reflexdes para a Educagdo Matematica em tempos de (pos)pandemia. In: VIII Seminario
Internacional de Educac¢do Matemdtica. (v. 1, pp. 802-815). Atas do VIII SIPEM.
Uberlandia, MG: Sociedade Brasileira de Educacao Matematica.

Lopes, A. P. C. & Reis, F. S. (2022). Contributions of Mathematical Modelling for Learning of
Differential Equations in the Remote Teaching Context. Acta Scientiae, 24(3), 84-215.
https://doi.org/10.17648/acta.scientiae. 7011

Santos, I. N. & Reis, F. S. (2011). Usando Tecnologias da Informag¢ao e Comunicagao no ensino
de Geometria Analitica Plana: explorando os conceitos de Feixe de Retas Paralelas e
Concorrentes. Revista de Educacdo Matematica da Universidade Federal de Ouro Preto,
1(1), 123-130. https://periodicos.ufop.br/redumat/article/view/2009

Santos, I. N. & Reis, F. S. (2012). Explorando conceitos de Geometria Analitica Plana
utilizando Tecnologias da Informagao e Comunicagdo. In: XXVI Reunion Latinoamericana
de Matematica Educativa. (v. 1, pp. 1-12). Actas de RELME 26. Belo Horizonte, MG:
Comité Latinoamericano de Matematica Educativa.

Steinbruch, A. & Winterle, P. (1987). Geometria Analitica. Sdo Paulo, SP: Pearson Makron
Books.

Tall, D. (1995). Cognitive growth in elementary and advanced mathematical thinking. In: L.
Meira & D. Carraher (Eds.). Proceedings of 19th International Conference for the
Psychology of Mathematics Education. (pp. 61-75). Recife, PE: Universidade Federal de
Pernambuco.

Tall, D. (2002). The Psychology of Advanced Mathematical Thinking. In: D. Tall (Ed.).
Advanced Mathematical Thinking. (2a ed., pp. 3-21). Dordrecht, NE: Kluwer Academic
Publishers.

Torrente, C. R. & Reis, F. S. (2023). A mobilizacdo de processos do Pensamento Matematico
Avancado na resolucdo de questdes da OBMEP. Revista Internacional de Pesquisa em
Educacao Matematica, 13(2), 1-22. https://doi.org/10.37001/ripem.v13i2.3384

Zill, D. (2016). Equacoes Diferenciais com Aplicagoes em Modelagem. Sdo Paulo, SP: Cengage
Learning.

ISSN 2764-3158 ey

13



https://doi.org/10.26843/rencima.v12n4a16
https://doi.org/10.1093/teamat/hrac024
https://doi.org/10.17648/acta.scientiae.7011
https://periodicos.ufop.br/redumat/article/view/2009
https://doi.org/10.37001/ripem.v13i2.3384

