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Combinatoria, Probabilidade e suas articulacées no curriculo apresentado
aos professores dos Anos Finais

Combinatorics, Probability and their articulations in the presented to teachers Middle
School curriculum

Ewellen Tenorio de Limal
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Resumo: Apresenta-se um recorte de uma tese de doutorado referente a andlise de livros
didaticos, visando discutir, a luz da Teoria dos Campos Conceituais, como esse material
apresenta o trabalho com a Combinatoria e com a Probabilidade nos Anos Finais. A partir de
analises quantitativas e qualitativas realizadas nos capitulos dos livros didaticos na integra,
percebeu-se que, em todas as colegdes, assim como no curriculo prescrito, a Probabilidade
ganha maior énfase do que a Combinatodria, sendo contemplada com uma maior quantidade de
problemas e variedade de situacdes. Contudo, ¢ dado maior destaque a quantificacdo de
probabilidades e a uma concepcao classica de Probabilidade. J& no que diz respeito as
articulacdes entre Combinatoria e Probabilidade, identificou-se que 25,6% dos problemas
possuem potencial para articulagdo, seja referente a contextos ou representacdoes em comum, 0
que possibilita ao professor uma base para adaptar/propor situagdes que visem o
desenvolvimento dos raciocinios combinatorio e probabilistico em sala de aula.

Palavras-chave: Raciocinio Combinatorio. Raciocinio Probabilistico. Ensino Fundamental.
Curriculo Apresentado. Livros Didaticos.

Abstract: Is presented an excerpt from a thesis referring to the analysis of textbooks, aiming to
discuss, in the light of the Theory of Conceptual Fields, how these materials address
Combinatorics and Probability in Middle School. Through quantitative and qualitative analysis
of the chapters in the textbooks. it was noticed that in all collections analysed, as well as in the
prescribed curriculum, Probability receives more emphasis than Combinatorics, being covered
with a greater number of problems and a variety of situations. However, more room is given to
the quantification of probabilities and to a classical conception of Probability. Regarding the
articulation between Combinatorics and Probability, it was identified that 25.6% of the
problems have the potential for articulation, whether referring to common contexts or
representations, which provides to the teacher a basis for adapting/proposing situations in the
classroom that aim the development of combinatorial and probabilistic reasonings.

Keywords: Combinatorial Reasoning. Probabilistic Reasoning. Middle School. Presented
Curriculum. Textbooks.

1 Introducao

O presente trabalho diz respeito a um recorte de um estudo de tese de doutorado que
teve por objetivo geral investigar Combinatoria, Probabilidade e suas articulagoes em
curriculos prescritos e apresentados aos Anos Finais do Ensino Fundamental, visando a
construg¢do de uma proposta que favorega o ensino de ambas as temdticas. Especificamente,
sao aqui discutidos os resultados referentes a etapa da pesquisa que consistiu na analise de livros
didaticos dos Anos Finais, isto €, a analise do curriculo apresentado aos professores de tal etapa
da escolarizacao.
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A luz de Sacristan (2000), que afirma que o curriculo se constréi e ganha sentido a partir
de sucessivos processos de transformacdo relacionados a instancias curriculares distintas, o
estudo de tese em questdo analisou diretamente curriculos prescritos e apresentados aos
professores. O autor destaca, ainda, as instancias dos curriculos moldados ou modelados pelo
professor (adaptagdes realizadas pelos docentes em seus planejamentos), em agdo (o que se da
na pratica), realizado (efeitos da pratica) e avaliado (curriculo priorizado, inclusive, em fungao
de pressdes externas). Estas instancias sofrem, ainda, influéncia direta das duas primeiras
mencionadas, conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1: Processo de desenvolvimento curricular
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Fonte: Sacristan (2000, p. 105)

As instancias enfocadas nesse trabalho, os curriculos prescrito e apresentado ao
professor, sdo, respectivamente, referentes: as orientagdes e regulacdes voltadas especialmente
a escolarizagdo obrigatoria, se aproximando de uma ideia cléssica de curriculo como objeto
orientador ¢ de padronizacdo de um sistema de ensino, exemplificados por documentos
curriculares oficiais que determinam parametros, diretrizes ou bases para o ensino; € aos
materiais didaticos que traduzem tais prescri¢cdes aos professores e estudantes, apresentando
interpretagdes dessas orientagdes em formatos como apostilas e livros didaticos, por exemplo.

Em especial, a andlise do curriculo apresentado ao professor, a partir de livros didaticos,
ganha relevancia dado o importante papel exercido por esse material em sala de aula. Conforme
destacado por Sacristan (2000),

Existe uma série de meios, [...], que costumam traduzir para os
professores o significado e os conteudos do curriculo prescrito,
realizando uma interpretagao deste. As prescri¢des costumam ser muito
genéricas e, nessa mesma medida, ndo sdo suficientes para orientar a
atividade educativa nas aulas. [...] O papel mais decisivo neste sentido
¢ desempenhado, por exemplo, pelos livros-texto (p. 104-105).

Destaca-se, ainda, que o livro didatico possui amplo acesso por parte de professores e
estudantes e apresenta propostas de abordagens dos conteudos prescritos nos documentos
oficiais para diferentes etapas da escolarizagdo. Propde, ainda, atividades a serem
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desenvolvidas em sala de aula. O Programa Nacional do Livro Didatico ressalta que:

o livro didatico traz para o processo de ensino e aprendizagem mais um
elemento, o seu autor, que passa a dialogar com o professor ¢ com o
estudante. Nesse didlogo, o livro € portador de escolhas sobre: o saber
a ser estudado (a Matematica); os métodos adotados para que os
estudantes consigam aprendé-lo mais eficazmente; a organizagdo
curricular ao longo dos anos de escolaridade (Brasil, 2019, p. 13).

E valido perceber, contudo, que as atividades propostas pelos livros didaticos nio devem
ser interpretadas como obrigatorias ou engessadas. Elas podem, e por vezes devem, ser
moldadas pelo professor: adaptando-as a seus objetivos e as realidades vivenciadas em cada
sala de aula.

Nesse sentido, na se¢do que segue, sao brevemente discutidos os referenciais teoricos
que subsidiaram as discussoes conduzidas na andlise de curriculos apresentados aos professores
dos Anos Finais, no que diz respeito a Combinatoria, a Probabilidade e as possiveis articulagdes
entre essas tematicas da Matematica.

2 Referenciais Tedricos

As discussdes sobre Combinatoria e Probabilidade levantadas ao longo da pesquisa de
tese mencionada tomam por base a Teoria dos Campos Conceituais (Vergnaud, 1996).
Consideram, assim, o tripé¢ formado: pelas situa¢oes que atribuem sentido a Combinatoéria e a
Probabilidade; pelos invariantes de tais situagdes, isto ¢é, as propriedades que as caracterizam e
diferenciam; e pelas representagoes simbolicas utilizadas para representar conceitos de tais
tematicas, possuindo papel de extrema importancia, ainda, na resolugdo de problemas.

Vergnaud (1996) destaca que “para estudar o funcionamento ¢ o desenvolvimento de
um conceito € necessario considerar estes trés planos ao mesmo tempo” (p. 166). Nesse sentido,
ao longo das analises, esse tripé ¢ retomado ao se analisar o curriculo apresentado no que diz
respeito & Combinatéria e a Probabilidade. E valido pontuar que Combinatéria ¢ Probabilidade
fazem parte do campo conceitual das estruturas multiplicativas, definido por Vergnaud (1996)
como o “conjunto das situagdes que exigem uma multiplicagdo, uma divisdo ou uma
combinagao destas duas operacdes” (p. 167).

Especificamente ao analisar problemas combinatoérios, a classificagdo dos mesmos por
tipo foi realizada considerando-se as situacoes combinatorias apontadas por Borba (2010). A
autora, baseando-se nos invariantes referentes a ordem e a escolha de elementos (e tendo em
vista o esgotamento de possibilidades) unificou classificagdes anteriormente presentes na
literatura e propds quatro tipos de situacdes combinatérias: produto de medidas, arranjo,
combinag¢do e permutagdo. A autora defende, ainda, que para que haja um amplo
desenvolvimento do raciocinio combinatdrio ¢ importante que os estudantes tenham contato
com as variadas situagdes combinatorias e representacdes simbdlicas tais como a listagem, o
Principio Fundamental da Contagem, o diagrama de arvore e as formulas, ao longo da
escolarizagdo, ampliando e aprofundando seus conhecimentos. As situagdes combinatorias,
suas caracteristicas e exemplos de cada tipo sdo apresentados no Quadro 1.
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Quadro 1: Situagdes combinatorias

Situacio Con; ul}tos Escolha Ordem Exemplo
Envolvidos
Para entrar no parque de
diversoes, Jodo pode passar por
quatro portdes de entrada (A, B,
. . a D). Depoi a
Dois ou mais | Um elemento Nao. C'e ). PoIs que Joao se
Produto de ) determina divertir nos brinquedos do
. conjuntos de cada - L
Medidas o ) possibilidades parque, ele podera ir para casa
distintos conjunto . . ,
distintas passando por cinco saidas
diferentes (E, F, G, H e I). De
quantas maneiras diferentes ele
podera entrar e sair do parque?
Edinho tem alguns
carrinhos e quer colocar placas
. neles. Ele quer usar quatro letras
. Alguns Determina . A
. Conjunto su e (X,Y, K e W) e vai escrever trés
Arranjo , elementos do | possibilidades
unico coniunto distintas letras em cada placa. Quantas
) sdo todas as possibilidades de
placas que Edinho pode fazer,
sem que as letras se repitam?
Marcia tem em casa
~ quatro tipos de fruta (mamao,
Nao . .
. Alguns . abacaxi, laranja ¢ banana) ¢
L Conjunto determina
Combinagao LS elementos do o quer fazer uma salada usando
nico . possibilidades A
conjunto .. trés dessas frutas. De quantas
distintas . .
maneiras diferentes ela pode
combinar essas frutas?
. Todos os Determina . De quarAltas maneiras
~ Conjunto o diferentes trés pessoas (Maria,
Permutacao L elementos do | possibilidades , .
unico . . Luis e Carlos) podem posicionar-
conjunto distintas
se numa fila do banco?

Fonte: Lima (2022, p. 44)

Por sua vez, para classificar os problemas probabilisticos, tomou-se por base a
argumentacdo de Bryant e Nunes (2012). Esses autores defendem que a Probabilidade ¢ um
conceito cuja compreensdao exige o desenvolvimento de quatro demandas cognitivas
interrelacionadas, sendo estas: o entendimento da aleatoriedade; a elaboracdo/analise do
espago amostral; a comparac¢do e quantificacdo de probabilidades, e a compreensdo de
correlagoes. Essa ultima demanda ndo apareceu nos curriculos prescritos e apresentados
analisados na pesquisa e sera aqui suprimida. JA a comparacdo e a quantificagdo de
probabilidades serdo consideradas nesse trabalho como referentes a tipos de problemas
diferentes, dada a natureza distinta dos problemas que envolvem cada uma dessas agdes.

Acerca da primeira demanda cognitiva, Bryant e Nunes (2012) apontam que a
aleatoriedade abrange a incerteza sobre resultados de eventos que ainda ndo ocorreram. Essa
demanda diz respeito ao entendimento sobre eventos aleatorios, isto €, eventos que “as pessoas
sabem que podem ocorrer, mas nao tém certeza se e quando eles irdo ocorrer” (Bryant & Nunes,
2012, p. 3, tradugdo livre). J4 a segunda demanda cognitiva apontada esta relacionada ao
levantamento de possibilidades, isto ¢, de todos os resultados possiveis em uma dada situagdo
probabilistica. Os autores apontam que, no que se refere ao espaco amostral: “elabora-lo é nao
apenas uma parte necessaria do calculo de probabilidades de um dado evento, mas também, um
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elemento essencial na compreensdo da natureza da Probabilidade” (Bryant & Nunes, 2012, p.
3, traducao livre).

Por fim, a demanda referente a comparagdo e a quantificacao de probabilidades esta
relacionada as capacidades: de identificar qual evento tem maior ou menor probabilidade de
ocorréncia (seja em um espago amostral Ginico ou em espacos amostrais distintos); e de
expressar a probabilidade de ocorréncia de um evento como uma quantidade, utilizando uma
razdo, uma fragdo, um percentual ou um decimal, por exemplo. Nesses casos, ¢ importante
perceber que empregar um raciocinio proporcional € essencial, pois “o célculo da probabilidade
de ocorréncia de um evento ou de uma classe de eventos deve se basear na quantidade total do
espaco amostral e ndo apenas na quantidade de eventos que nds queremos prever” (Bryant &
Nunes, 2012, p. 46, tradugdo livre).

Nesse sentido, também se defende a importancia de um trabalho progressivo e continuo
com as demandas cognitivas da Probabilidade, tendo em vista o amplo desenvolvimento do
raciocinio probabilistico, dado que o trabalho com conceitos probabilisticos ao longo dos
diferentes anos da escolarizacdo oferece ao estudante a oportunidade de desenvolver seus
raciocinios probabilisticos atrelados, inclusive, a contextos cotidianos e adequados a suas
vivéncias (Fischbein, 1975; Campos & Carvalho, 2016). Dessa forma, ¢ essencial que o livro
didatico proporcione esse contato com diferentes situacdes probabilisticas em diferentes
volumes.

Na secao a seguir, ¢ apresentado o percurso metodologico que embasou a elaboragao
das analises apresentadas no presente artigo.

3 Metodologia

Os dados aqui discutidos dizem respeito a analise de trés cole¢des de livros didaticos,
aprovadas pelo PNLD 2020 (Brasil, 2019): Realidade e Tecnologia; Compreensao e Pratica; e
Telaris. Estas colecdes foram selecionadas em fungdo de sua ampla distribui¢io nacional?.
Foram analisados os quatro volumes voltados aos Anos Finais em cada uma dessas colegoes,
totalizando, assim, 12 livros didaticos.

Inicialmente foi feito o levantamento, a partir dos indices de cada volume, dos capitulos
que trabalhavam conceitos relacionados a Combinatoria e a Probabilidade. Assim, os capitulos
em questao foram analisados para que cada atividade proposta fosse classificada em fungao da
tematica abordada, dos tipos de problemas (situagdes ou demandas envolvidas), das
representacdes simbodlicas (apresentadas e solicitadas) e, também, da existéncia, ou nao, de
potencial para articula¢ao entre as duas tematicas foco do presente trabalho.

Destaca-se que os resultados apresentados na se¢do a seguir estdo relacionados, ainda,
ao que foi observado em etapas anteriores da pesquisa de tese em questdo quanto ao curriculo
prescrito referente & Combinatéria e a Probabilidade, respectivamente apresentados no 5°
Forum Nacional de Curriculos de Matemética e no VIII Seminario Internacional de Pesquisa
em Educagdo Matematica (Lima, 2021a; Lima & Borba, 2021), e ao que foi analisado no PNLD
2017 (Brasil, 2016), cujos resultados foram publicados previamente no Boletim de Educagao
Matematica — BOLEMA (Lima & Borba, 2022).

2 Conforme dados do Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacdo, disponiveis em:
https://www.fnde.gov.br/index.php/programas/programas-do-livro/pnld/dados-estatisticos
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Nas trés colecdes analisadas foram identificados, ao todo, 687 problemas combinatorios
ou probabilisticos. Estes encontram-se distribuidos de acordo com o apresentado na Tabela 1.

Tabela 1: Distribuicdo dos problemas analisados

Colecao Pro?len}a.s Probl.e'm as Total
combinatorios probabilisticos
A — Realidade & Tecnologia 9 126 135
B — Compreensao e Pratica 40 161 201
C — Telaris 58 293 351
Total 107 580 687

Fonte: Dados da Pesquisa

Destaca-se que ndo ha uma distribui¢do equitativa de problemas das duas tematicas
analisadas: enquanto foram identificados apenas 107 problemas combinatorios, os
probabilisticos totalizaram 580 problemas. Esse maior espaco dado a Probabilidade nas trés
cole¢des analisadas corrobora um maior destaque dado a essa tematica no curriculo prescrito,
no qual sdo apontadas habilidades a serem trabalhadas em todos os anos dos Anos Finais (Lima
& Borba, 2021), o que ndo ocorre com a Combinatoria, que aparece explicitamente apenas nas
prescrigdes do 8° ano (Lima, 2021a).

Nesse sentido, ¢ importante perceber que a distribui¢do dos problemas analisados
também nao ¢ homogénea por colecdo/ano, como explicitado nas Tabelas 2 e 3.

Tabela 2: Distribuicdo dos problemas combinatérios (por colecdo/ano)

Colecao 6° 7° 8° 9°
A — Realidade & 3 2 3 1
Tecnologia

B - Compreensao e 16 - 24 -
Pratica

C — Telaris 6 5 21 26
Total 25 7 48 27

Fonte: Dados da Pesquisa

Como esperado em fungdo do curriculo prescrito, os problemas combinatdrios
concentraram-se no 8° ano. Destaca-se que ha uma quantidade muito menor de problemas, em
todas as colec¢des, nos volumes referentes aos demais anos dos Anos Finais.
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Tabela 3: Distribuigéo dos problemas probabilisticos (por cole¢do/ano)

Colecao 6° 7° 8° 9°
A — Realidade & 30 36 27 33
Tecnologia

B - Compreensdo e 27 43 42 49
Pratica

C — Telaris 36 134 68 55
Total 93 213 137 137

Fonte: Dados da Pesquisa

Por sua vez, os problemas de Probabilidade estdo presentes em todos os anos em cada
uma das colegdes analisadas. H4 um ntimero maior de problemas nos volumes voltados ao 7°
ano, no entanto hd um nimero expressivo de problemas em todos os volumes analisados, o que
reforga um trabalho continuo voltado a essa tematica, oportunizando aos estudantes a revisao e
aprofundamento do estudo de elementos de Probabilidade ao longo dos anos de sua
escolarizagao.

E de suma importancia analisar, também, a distribuicdo dos problemas identificados por
tipo de situagdo combinatoria abordada, bem como por demanda cognitiva da Probabilidade
solicitada nos mesmos. Como mencionado anteriormente, ¢ essencial que essa variedade de
tipos de problemas se faca presente em sala de aula tendo em vista o pleno desenvolvimento
dos raciocinios combinatdrio e probabilistico nessa etapa da escolarizagdo, visto que esta
embasa o trabalho a ser sistematizado ¢ ampliado no Ensino Médio. Nesse sentido, as Tabelas
4 e 5 apresentam a distribuicao dos problemas analisados, por tipo de situagdo e de demanda.

Tabela 4: Distribuicdo dos problemas combinatérios (por tipo)

Produto de Situacio
Colecao . Arranjo Combina¢ao Permutacao nao
Medidas .
determinada

A — Realidade & 9 - - - -
Tecnologia
B — Compreensao e 27 6 - 6 1
Pratica
C — Telaris 25 20 6 7 -
Total 61 26 6 13 1

Fonte: Dados da Pesquisa

Identificou-se uma maior abordagem de problemas de produtos de medidas (65,3%).
Estudos anteriores, como os de Pessoa (2009) e o de Barreto e Borba (2010), apontam este
problema como o mais simples e o mais abordado dentre os combinatdrios. Destaca-se que este
foi, ainda, o Unico tipo de situacdo combinatoria presente em todas as colegdes analisadas. Por
sua vez, os problemas de combinacdo sdo aqueles com os quais estudantes de diferentes etapas
da escolarizagdo apresentam maiores dificuldades, conforme apontado por varios estudos ao
longo dos anos (Pessoa, 2009, Lima, 2010, Azevedo, 2013, Lima, 2018) e, potencializando a
ampliacdo dessa dificuldade, esta situagdo combinatdria apareceu em apenas uma das colegdes
analisadas, representando apenas 6,4% dos problemas combinatorios identificados. O problema
classificado como situagdo nao determinada refere-se a solicitagcdo de elaboragdo e resolucao
de um problema combinatorio, ndo havendo, portanto, indicagdo de uma situacao especifica a
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Espaco Comparacao | Quantificacio Situacio
Colecao Aleatoriedade Amss ti'al de de nao
Probabilidades | Probabilidades | determinada
A — Realidade & 17 16 14 77 2
Tecnologia
B - 26 13 21 98 3
Compreensdo e
Pratica
C — Telaris 16 45 12 220 -
Total 59 74 47 395 5

Fonte: Dados da Pesquisa

No caso dos problemas probabilisticos analisados, destaca-se a presenga de todos os
tipos de problemas em cada uma das colecdes. H4 uma maior presenca de problemas de
quantificagcdo de probabilidades, correspondendo a cerca de 68,1% dos problemas
probabilisticos analisados. E importante perceber, no entanto, que outras demandas sdo
intrinsecas ao correto calculo de probabilidades: € necessario entender o carater aleatério de
uma situagdo e entender o espaco amostral envolvido na questdo para calcular probabilidades,
por exemplo. Assim, ainda que seja importante dar espaco ao trabalho com cada uma das
demandas cognitivas da Probabilidade nessa etapa da escolarizacdo, ¢ natural que a
quantificacdo seja o foco neste momento, pois permite o trabalho com fracdes, decimais e
percentuais para expressar o grau de possibilidade de ocorréncia de um evento aleatorio —
estudos anteriores, como o de Santana (2016) evidenciam que nog¢des mais basica se fazem
presentes em livros didaticos dos Anos Iniciais. Esse foco na quantificacdo estd em
consonancia, ainda, com as prescricoes para os Anos Finais (Lima & Borba, 2021). Os
problemas probabilisticos considerados como situagdo ndo determinada referem-se a questdes
conceituais ou de respostas pessoais, que solicitavam, por exemplo, que o estudante
mencionasse aplicagdes da Probabilidade em seu cotidiano.

Ainda, destaca-se que 86,4% dos problemas probabilisticos em questdo se referem a
uma concepcao classica de Probabilidade (Figura 2), na qual a razdo entre o nimero de casos
favoraveis e o numero de casos possiveis (espago amostral) deve ser considerado pelos
estudantes. 11,6% dos problemas se referem a uma concepcdo frequentista (Figura 3),
possibilitando a experimentagdo para levantar a frequéncia de ocorréncia de eventos e 2% nao
estao atrelados a uma concepgao de Probabilidade especifica.

Figura 2: Exemplo de abordagem de concepg@o classica de Probabilidade

42» Uma caixa contém 4 papéis amarelos, numerados
de 1a 4, e 6 papéis pretos, numerados de 5 a 10.
Retirando ao acaso um dos papéis, determine no
caderno a probabilidade:

a) de ser um papel amarelo; % ou 40%.
b) de ser um papel com ndmero par; —1 ou 50%

¢} de ser um papel amarelo com nimero par. |
— 0uZ

AR

Fonte: Colegao C, 8° ano (p. 226)
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Figura 3: Exemplo de abordagem de concepgdo frequentista de Probabilidade

Langar uma moeda

& De acordo com a definigao teorica de probabilidade, quando vocé langa uma moeda, por exemplo, a probabilida-
- 1 - ; -

de de sortear cara é de > ou 50% ou 0,5, Assim, sena possivel pensar que, se a langarmos 20 vezes, vamos obter cara

10 vezes, pois 0,5 X 20 = 10. Mas quando se realiza um experimento para testar essa hipotese, isso pode nao ocorrer,

1» Suponha que uma moeda vai ser langada 20 vezes. Quantas vezes vocé espera obter cara? E coroa?
10 vezes; 10 vezes

2» Agora, pegue uma moeda e, com os colegas, lancem essa moeda 20 vezes e registrem os resultados em uma
tabela no caderno. Em seguida, escrevam o total de vezes que cada face apareceu. O resultado é igual ao que vocé
estimou na atividade 17 Respostas pessoais

3» Lancem a moeda 100 vezes e registrem os resultados no caderno. O n0mero de vezes que apareceu cara esta

mais proximo da metade do total de langamentos do que na atividade 2? Resposta pessoal
T 4. a) Conf & aumeantamos o nume g c €
&» Suponha que vocés vao langar a moeda 1000 vezes, tend¢ & QUEe 0 nimero ge qu na face
- va se aproximando cada vez mais da probabils
a) Vocés esperam obter cara em 500 vezes? Expliguem sua resposta.

]

b) Se aparecer cara nas 1000 vezes, entao o que se pode dizer a respeito dessa moeda?

Pode ser que @ moeda sgja defeituoss, "viciada’

Fonte: Colegdo C, 7° ano (p. 270)

E valido ressaltar, ainda, que as representacoes simbolicas (apresentadas pelos autores
e solicitadas aos estudantes na resolugdo dos problemas propostos) também foram analisadas.

No que diz respeito aos problemas combinatorios, constatou-se que em cerca de 48%
dos problemas os autores apresentam apenas enunciado. Por sua vez, o desenho, a arvore de
possibilidades e o Principio Fundamental da Contagem (PFC) se destacam como as
representacoes mais apresentadas, estando presentes em 29%, 14% e 12% dos problemas
analisados, respectivamente. Ja quanto as representagdes solicitadas aos estudantes, em mais de
81% dos problemas ndo ha solicitacdo do uso de representacdo simbodlica especifica. A listagem
foi solicitada em pouco mais de 11% dos problemas, seguida da arvore de possibilidades (4%),
quadro de possibilidades (2%), desenho (1%) e do PFC (1%).

No caso dos problemas probabilisticos, em 45% dos problemas analisados os autores
apresentam apenas enunciado. Destaca-se que 38% apresentam uso de desenhos ou ilustragdes
e em 9% hd apresentacdo de razdo, sendo estas as representacdes apresentadas mais frequentes.
Quanto as representagoes solicitadas, ha explicitagdo de representagao especifica a ser utilizada
em apenas 17% dos problemas, estando divididas em: razdo (6%), porcentagem (5%), listagem
(3%), tabela (2%) e decimal (1%).

E importante reforcar a importancia de que os estudantes possam vir a conhecer
representagdes simbolicas diversas, munindo-se de um repertorio que os auxilia, inclusive a
resolver problemas combinatorios e probabilisticos (Montenegro, 2018). Ademais, as
representacdes em comum, ainda que aparegam em pequena quantidade de casos (sejam elas
apresentadas ou solicitadas), dizem respeito a um importante meio de articulagdo entre essas
tematicas da Matematica (Lima, 2018), como analisado a seguir.

A Tabela 6 sdo apresentados os dados referentes aos problemas com potencial para
articulacao entre Combinatoria e Probabilidade nas cole¢des analisadas.

Tabela 6: Distribuicdo dos problemas com potencial para articulagdo entre Combinatdria e
Probabilidade (por natureza da articulagao)

~ Apenas Apenas Representagio e Total
Colecao ~ .
representacao contexto contexto (por cole¢io)
A — Realidade & 6 9 29 44
Tecnologia
B — Compreensdo e 15 22 24 61
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Pratica
C — Telaris 9 48 14 71
Total (por natureza) 30 79 67 176

Fonte: Dados da Pesquisa

Esse total de 176 problemas com potencial para articulagdo representa 25,6% dos

problemas analisados.

Foram considerados com potencial de articulagdo via representagdo (17,1%) aqueles
problemas que compartilham representagdes simbodlicas tais como arvore de possibilidades,
Principio Fundamental da Contagem e listagem (Figura 4). Por sua vez, problemas
considerados com potencial de articulagdo via contexto (44,9%) se referem a situacdes
classicas combinatorias ou probabilisticas, como escolha de pegas de roupa ou langamento de
moedas, por exemplo (Figura 5). Ainda, ha casos nos quais esses tipos de potenciais articulagdes
se encontram: tanto os contextos, quantos as representacdes utilizadas/solicitadas sdo comuns
a tais tematicas da Matematica (38%) (Figura 6).

Figura 4: Problema probabilistico (quantificagdo de probabilidades) com apresentacdo de representagiao
tipicamente combinatoria (arvore de possibilidades)

19. Em uma caixa de papeldo foram colocadas

5 bolinhas de diferentes cores. Uma boli-

== nha fo) sorteada @ sua cor foi anotada. Em

seqguida,

a bolinha =orteada foi colo-

cada novamente na caixa e outro sorteio
fol realizado. anotando também a cor da
bolinha sorteada,

O esquema apresenta todas as possibilida-
des de sorteio

88 —6.
o —0

6 —o.
88 —6.

A7

®

®o2® &
i e g
so® ®
. & @
&

i~

7

86—
e —o/

Qual a probabilida.de de no sorteio obter:

¢) duas bolinhas de mesma cof?

a) pelo menos uma bolinha azul?
b) uma bolinha vermelha e uma amarela?

Fonte: Colegdao A, 7° ano (p. 141)
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Figura 5: Situacio combinatoéria (produto de medidas) com contexto tipicamente probabilistico (langamento de
moedas)

113» Ao langarmos uma moeda, temos 2 possibilida-
des de resultado: cara (Ca) ou coroa (Co).

Fons: Repoducio/Casa da Moeda
do Brasiinis ¥rio da Fazenda

Ca Co

Ao langarmos 2 moedas diferentes, temos 4 pos-

sibilidades de resultado: (Ca, Ca); (Ca, Co); (Co, Ca)

e (Co, Co).

a) Quais e quantas sao as possibilidades ao lan-
¢armos 3 moedas diferentes?

b) Quantas sao as possibilidades ao langarmos
4 moedas diferentes? 16 possibilidades. (24 = 16)

¢) E ao lancarmos 10 moedas diferentes?
1024 possibilidades. (21° = 1024)

Fonte: Colecdo C, 6° ano (p. 64)
Figura 6: Situacdo combinatoria (produto de medidas) com aprofundamento probabilistico (quantificacdo de
probabilidades) com solicitagdo de construgdo de quadro de possibilidades

& )ilia separou de dois naipes de um baralho apenas cartas de A até 7 e sorteou uma carta de cada
naipe. Em seguida, pediu que Jodo tentasse adivinhar quais cartas ela tinha selecionado.
a) Copie o quadro abaixo referente ao espago amostral e complete-o em seu caderno.

A A 2,A 3.A 4.A 5 A 6,A =
A2 2,2 |Wymmm 4,2 5,2 | WEpRES | WEES | O ajunos
| 3,3 R | S | mmp | (over perceber
que se Julia
OETETTN R 3,4 4,4 | WEDEDEN | WS | WSS | Contar qual 6
e e Ermes Meew srem e o valor de uma
AS . - das cartas, a
A 6 2,6 3.6 : 5,6 6,6 | mmmmgm | probabiidade
de Jodo acertar
A7 | o e— ‘ 5,7 6,7 | wemm—| o

7
b) Qual é a probabilidade de Jodo acertar as duas cartas? 49

c) Qual é a probabilidade de Jilia ter retirado duas cartas de mesmo valor? 4’

Y d) Que dica Julia poderia dar a Jodo para que a probablhdade de ele acemu Iosse de 77 Oonver.se
com o professor e os colegas.| 1 I 2 3 4 £

Fonte: Colegdo B, 8° ano (p. 122)

A presenga de problemas de tal natureza nos livros didaticos analisados ¢ bastante
positiva dado o amplo acesso desse material didatico por parte de professores e estudantes. O
professor possui, ainda, a possibilidade de adaptar e ampliar tais problemas, potencializando o
trabalho conjunto com essas tematicas em sala de aula, objetivando o desenvolvimento dos
raciocinios combinatdrio e probabilistico de seus estudantes. A presenca de articulagdes da
Probabilidade com outras dreas da Matematica em livros didaticos tém sido foco de pesquisas
como a de Verbisck (2022), que voltou o olhar para a Probabilidade e a Estatistica nos Anos
Finais do Ensino Fundamental.

Na presente pesquisa, defende-se a articulacdo entre Combinatoria e Probabilidade,
tendo em vista que essas tematicas possuem origens comuns, pautadas nos jogos de azar e nas
experimentacdes (Batanero, Godino & Navarro-Pelayo, 1996), bem como sdo importantes
ferramentas matematicas a compreensao de situagdes ndo deterministicas, isto €, aleatorias.

Enquanto a Combinatéria nos mune de conhecimento e técnicas para levantar todas as
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possibilidades de organizagdo de elementos de conjuntos em um dado contexto e seguindo
certas regras, a Probabilidade permite analisar qual dessas possibilidades ¢ a mais (ou menos)
provavel de ocorrer. Essas tematicas da Matematica possuem campos de pesquisas amplos e
aplicagdes de maneira independente, inclusive em outras areas da Matematica, como a
Estatistica. Contudo, perceber suas aproximagoes ¢ que a Combinatéria €, notavelmente, uma
importante ferramenta a Probabilidade, dado que “a andlise do espaco amostral requer
raciocinio combinatério” (Bryant & Nunes, 2012, p. 8, tradugdo livre), permite que essa
articulagdo seja um possivel caminho a ser seguido em sala de aula, valorizando ambas as
tematicas.

Consideracoes Finais

Em suma, a partir da analise de livros didaticos, referindo-se ao curriculo apresentado
aos professores enquanto uma etapa de um estudo de tese de doutorado, foi possivel perceber
que ndo ha uma distribuicdo equilibrada de problemas combinatorios e probabilisticos nas
cole¢des analisadas, em seus volumes e nem por tipo de problema, sejam situagdes
combinatorias ou demandas cognitivas da Probabilidade. Tal distribui¢do ndo homogénea nos
livros analisados espelha os resultados observados a partir do que foi analisado no curriculo
prescrito, em etapas anteriores da pesquisa (Lima, 2021a, Lima & Borba, 2021), que
evidenciam um maior espago dado a Probabilidade, bem como uma tendéncia a restringir o
trabalho com a Combinatodria ao 8° ano.

Ao analisar os livros didaticos em questao, identificou-se, ainda, evidéncias de relagdes
entre a Combinatoria e a Probabilidade e a potencial proposi¢ao de problemas que exploram
articulacdes entre elas a partir das representagdes simbdlicas apresentadas e/ou solicitadas
(articulagao cujo incentivo pode ser identificado no curriculo prescrito). Outro potencial de
articulacao identificado nos livros didaticos se dd a partir do aprofundamento de contextos
combinatorios/probabilisticos — uma possibilidade rica que ndo ¢ mencionada explicitamente
no curriculo prescrito, mas que possui possibilidades praticas amplas em sala de aula, a partir
da resolucao de problemas.

E importante mencionar, ainda, que este segundo tipo de articulagdo, consiste em um
meio de articulagdo sistematico, valorizando ambas as tematicas e, assim, a proposi¢cdo de
problemas de tal natureza no curriculo apresentado parece possuir um carater mais intencional
de relacionar os raciocinios combinatdrio e probabilistico. Esta relagdo e articulagdo intencional
foi foco da ultima etapa do estudo de tese, cujo estudos pilotos foram publicados em Lima
(2021b) e em Lima e Borba (2022) e tiveram por objetivo propor um conjunto de situagdes-
problema, tendo-se em vista a exploragdo de diferentes situagdes combinatorias e
probabilisticas articuladas entre si. O material elaborado tem por objetivo poder auxiliar o
professor no trabalho com o aleatorio em sala de aula, explorando suas variadas facetas e
incentivando o desenvolvimento dos raciocinios combinatorio e probabilistico de estudantes de
diferentes etapas da escolarizagao.

Por fim, sdo apontadas algumas possibilidades de estudos futuros, que venham a
contribuir com um aprofundamento acerca do tema foco do presente trabalho. Destaca-se que
estudos podem se dedicar a observar as demais demandas curriculares — curriculo moldado, em
acdo, realizado e avaliado (Sacristan, 2000) — instdncias nas quais atuam também os agentes
professores e estudantes, inclusive via estudos interventivos e de sondagem (com professores
ou estudantes dos variados niveis de ensino). Voltar o olhar para o estudante em interagdo com
os problemas possibilita, também, analisar os esquemas e invariantes operatorios (conceitos-
em-a¢do e teoremas-em-acdo) mobilizados, importantes elementos de um dos principais
referenciais tedricos aqui adotados (Vergnaud, 1996), bem como a realizagdo de estudos de
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carater formativo junto a professores de diferentes etapas da escolarizagdo no que diz respeito
ao ensino de Combinatoéria e de Probabilidade.
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