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Intuigdes que influenciaram a demonstragao do teorema da incompletude
de Godel

Intuitions that influenced the demonstration of Gédel's incompleteness theorem
Rosemeire de Fatima Batistela®

Resumo: Este texto apresenta resultados de uma pesquisa tedrica em desenvolvimento a qual
se dedica a realizar uma analise fenomenologica da producéo do conhecimento matematico com
foco no teorema da incompletude de Godel. Para tanto expomos o conceito de intuicdo de
esséncia em Husserl e buscamos apresentar algumas utilizacGes dessas intuicfes nas tomadas
de deciséo, ferramental utilizado, abordagem e perspectivas adotadas por Godel. Ei-las, mas
ndo somente estas: a visdo de Godel sobre como expressar a metamatematica; o entendimento
de que provas finitarias podem ser realizadas por meio do modelo transfinito; a concluséo de
gue a prova da consisténcia dos axiomas de Peano deveria ser obtida pela reflexdo sobre
combinagBes concretas finitas de simbolos.

Palavras-chave: Intuicdo. Formalizacdo. Teorema da Incompletude. Fenomenologia.

Abstract: This text presents the results of a theoretical research project in progress, which aims
to perform a phenomenological analysis of the production of mathematical knowledge,
focusing on Gaodel's incompleteness theorem. To this end, we present the concept of intuition
of essence in Husserl and seek to present some uses of these intuitions in decision-making, the
tools used, the approach and perspectives adopted by Godel. Here they are, but not limited to:
Gadel's vision on how to express metamathematics; the understanding that finitary proofs can
be performed through the transfinite model; the conclusion that the proof of the consistency of
Peano's axioms should be obtained by reflection on concrete finite combinations of symbols.
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1 Apresentacao

Porgue o mais surpreendente é que mesmo depois

de saber de tudo, o mistério continua intacto.

Embora eu saiba que de uma planta brota uma flor continuo
surpreendida com os caminhos secretos da Natureza".
(Clarice Lispector - A descoberta do mundo)

Este texto apresenta uma pesquisa tedrica em desenvolvimento a qual busca realizar
uma analise fenomenoldgica da producdo do conhecimento matematico abordando a dialética
intuicdo e formalizacdo junto ao teorema da incompletude de Gddel. Esta pesquisa pode ser
assim intitulada: “Da intuigdo a formaliza¢do: um estudo sobre a producdo do conhecimento
matematico focado no teorema da incompletude de Godel”. A epigrafe nos ajuda a dizer que,
mesmo sabendo que no teorema da incompletude de Gddel ideias se presentificam buscaremos
saber quais, como elas foram e podem ser associadas a argumentagdo formalizada.

No tom da epigrafe anunciamo-nos numa atitude admirativa sobre os caminhos da
atividade da pessoa humana na producdo do conhecimento matematico. A acepgdo atitude
admirativa é tomada de Bornhein (2003), o sentido é o de abertura para a realidade que o
transcende, ato admirativo compreendido por nés como um abrir-se, revelando-se num
sentimento de disponibilidade de tomar consciéncia do objeto admirado, de entregar-se as
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experiéncias com tal objeto.

Tomamos o titulo do estudo a que nos propusemos, qual seja, “Da intuigdo a
formalizag¢ao”, Batistela, Paulo, Bicudo (2023), damos voltas em torno do titulo e vamos
explicitando o que estamos entendendo. Em ingenuidade esse titulo pode ser interpretado como
sendo dois lugares e havendo um movimento que leva de um lugar ao outro, mas nao. Ha4 uma
circularidade em que intuicdo ndo existe sem formalizacdo e vice-versa. Perguntamo-nos se
com isso teriamos execrado a possibilidade de esse titulo indicar que ha dois pontos na
constituicdo do conhecimento matematico, como duas estacdes de trem, quais sejam, a intuicao
e a formalizacéo.

Em nosso entendimento € imprescindivel discutir intuicdo de esséncias para a
compreensdo da formalizagcdo, uma vez que entendemos, apoiados em Husserl, que em ultima
instancia a Matematica esta baseada na intuicdo. N&o se trata a maneira do Intuicionismo em
que intuicdo se refere a uma sequéncia dada intuitivamente?, tampouco, conforme Bourbaki
que afirma “a matemadtica nunca foi reduzida a um jogo puramente mecanico de férmulas
isoladas; mais do que nunca a intuigdo domina na génese das descobertas” (Bourbaki, 1950,
p. 227, traducdo nossa). A intuicdo na filosofia husserliana diz que as possibilidades ultimas
do conhecimento estdo depositadas na intuicéo.

A tarefa desta pesquisa é realizar um esforco de articulacdo de nossas compreensdes
preenchendo os atos que se ddo na intuicdo e na formalizacdo. Perguntamo-nos: como se da o
processo de resolucdo de um problema ou de construcdo de uma teoria matematica?

Esbogamos uma resposta que neste momento nos permite seguirmos adiante com a
discussdo: na producdo do conhecimento matematico na perspectiva husserliana, a experiéncia
intuitiva € envolvida pelo processo de anlise das estruturas apreendidas e descritas em suas
caracteristicas essenciais, expondo propriedades fundamentais e relacBes estruturais
identificadas, seguida de inferéncia de categorias, visando tornar explicitas as estruturas
subjacentes a propria experiéncia intuitiva. O passo seguinte diz da sistematizagcdo e
formalizacdo dos conceitos e categorias relevantes em um sistema conceitual, expressando-0s
em linguagem matematica rigorosa, que pode ser uma teoria ja existente, pode envolver a
criacdo de outra teoria ou ainda construir uma que contenha parte de alguma ja existente e
rejeite as partes que se mostraram inadequadas.

Neste texto apresentamos aspectos que visam esclarecer sumariamente sobre 0 processo
de producdo de objetos matematicos, no entendimento que a demonstracdo do teorema da
incompletude é a formalizacdo e nossa investigacdo busca pelas intuicdes que entendemos com
esta se relacionar na articulagdo do empenho. A formalizagdo diz do ambito da producao
matematica em que ocorre a criacdo dos objetos matematicos. Neste ambito ocorre algo mais
do que a reunido de intui¢Ges, na constituicdo do objeto matematico entrelagam-se propriedades
que ajudam a constituir a realidade do objeto.

Nos termos de Bortolete (2024)
A formalizacédo decorre da intuicdo e validamos essas formas por meio da andlise de

suas relagdes, a apofantica. Para Husserl, o “recurso a clareza intuitiva (evidéncia, isto
g, intuigdo) (...) exprime (...) o recuo aquilo que ha de ultimo em todo conhecimento,

2 0 intuicionismo defende que toda a Matematica deve ser fundada na nocdo de seqiiéncia” dada intuitivamente"
(como uma seqiiéncia de atos), que tem um primeiro elemento, um segundo elemento etc. De acordo com 0s
principios intuicionistas, a sequiéncia dos nimeros naturais, 1, 2, 3, ..., € 0 modelo matematico de tal seqliéncia e
somente se podem aceitar como matematicamente validos os conceitos que se podem elaborar sobre essa seqiiéncia
mediante métodos construtivos.” (Wilder, 1965, p. 211-212).
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exatamente [do modo] como se fala de evidéncia nos axiomas Idgicos e aritméticos
mais primitivos” (Husserl, 2006, p. 180 apud Bortolete, 2024, p. 171).

Esta pesquisa se mostra importante pois, ao estudarmos a producdo matematica
realizando uma andlise fenomenolodgica do teorema da incompletude seguindo o modo de fazer
costumeiro de Husserl estamos realizando um exame do que os matematicos fazem. Isso é
diferente do que os matematicos dizem que fazem ou que os filésofos entendem que os
matematicos deveriam fazer. Haveremos de poder tecer consideragdes que emergem deste
exame, as quais contribuam com compreensdes sobre producéo e constituicdo do conhecimento
matematico.

No proximo item apresentamos nossa elaboracdo sobre o conceito de intuicdo de
esséncias para Husserl e os desdobramentos deste na produgdo do conhecimento matemaético.

2 Sobre a intuicdo de esséncias na fenomenologia husserliana na producdo do
conhecimento matematico

Na perspectiva de Barco (2013), a filosofia husserliana é composta por duas suposi¢des
fundamentais: uma, que a compreensdo do mundo e, portanto, a constituicdo de todo
conhecimento pratico ou simbolico formal devem a experiéncia consciente sua origem, e outra,
que o conhecimento construido pode ter sua construcao descrita, numa espécie de escavacao
arqueoldgica conceitual, que quando empreendida pode levar a origem do sentido. A atividade
de desvelar, descrever e interpretar os conceitos visando compreender como eles foram se
constituindo “conduzird a uma origem definivel em uma intuicdo nitida” (Barco, 2013, p. 4).
Segundo este autor “descri¢cdes de varios conceitos acabariam se encontrando € com o tempo
os fenomenodlogos poderiam formar uma espécie de arvore genealdgica do conhecimento
humano onde mesmo os conceitos mais especializados seriam tragados a algum ramo originado
de uma intuicéo.

A crise dos fundamentos das ciéncias formais, reconhecida por Husserl, poderia ser
resolvida por este método de busca da origem. Em A origem da Geometria, Husserl (1974),
podemos compreender que a intuicdo de esséncia é central na proposta de fundamentar as
demais geometrias na Geometria Euclidiana. Nos termos de Husserl em Ideias I:

Os conceitos geométricos sdo “conceitos ideais”, eles exprimem algo que néo se pode
“ver”; sua “origem” e, com isso, também seu contetido ¢ essencialmente diferente da
origem e do conteldo dos conceitos de descri¢do, como conceitos que exprimem
imediatamente esséncias tiradas da simples intui¢do e ndo “ideais” (Husserl, 2006, p.
160).

A conexdao da Geometria Euclidiana, "uma ciéncia de 'puras idealidades’”, com a
experiéncia sensivel, evidenciada pela ampla aplica¢do dessa ciéncia no “mundo da experiéncia
sensivel” (Husserl, 1970, p. 24) oferece o valor cognitivo a Geometria Euclidiana, uma vez que
“assegura que todos os andares superiores do edificio simbolico-formal (como a geometria
analitica e a geometria diferencial) t€m origem em uma intui¢cdo de esséncia” (Barco, 2013, p.
05).

Continuando a apresentacao, trazendo outros autores: na visdo de Emmanuel Levinas,
um estudioso da fenomenologia husserliana, a crise dos fundamentos das ciéncias formais
denunciada por Husserl na obra A crise das ciéncias europeias contemporaneas era entendida
como uma crise de metodologia que resultava em uma crise de inovagdo no discurso filoséfico
cientifico, assim Husserl, critica o naturalismo, que reduzia os fenbmenos a esfera material e
objetiva, negligenciando a subjetividade e a experiéncia consciente e propde como alternativa
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a Fenomenologia que busca dar fundamento para as ciéncias por meio do voltar as coisas
mesmas, que ¢ “voltar dos discursos e opinides as coisas mesmas, interroga-las na doagédo
originaria de si e por de lado todos os preconceitos estranhos a elas.” Husserl (2006, p. 61) Diz
respeito a volta da investigacdo das idealidades, excluidas da esfera estritamente empirica e
positiva da ciéncia.

Argumentando ainda sobre a importancia da intuicdo de esséncias na fenomenologia
husserliana, Grzibowski (2016) expbe que para Levinas a fenomenologia € um intuicionismo,
buscando com isso a compreensao sobre o quanto a intuicdo doadora e originaria influencia a
atividade de conhecer. Ele ainda explicita que com a intui¢cdo, Husserl quer dar fundamento aos
conceitos, e que a intuicdo serd o fundamento para a Fenomenologia. A Fenomenologia, que é
um caminho que oferece novas possibilidades de ver o mundo, permite abertura para novidades
e indica probabilidades para criacéo.

Podemos compreender que a Fenomenologia comeca na intuicdo. Com a intuicéo
Husserl evidencia que seu intento sera ir além das simples verbalizacdes cientificas e
filosoficas, porque acredita que ela dard novas possibilidades de ver o mundo, ou seja, como as
coisas se ddo na sua origem. “Ndo queremos em absoluto, contentar-nos com ‘simples
palavras’, ou seja, com uma compreensao verbal meramente simbolica” (Barco, 2013, p. 5). O
intuito husserliano é, no entanto, ultrapassar a esfera do mundo natural e assim indicar
probabilidade para criagdo e abrir-se para as novidades.

No entendimento de Fontana (2007), ¢ a fenomenologia husserliana que “recupera o
conceito de intuicdo retirando dele toda carga psicoldgica e mistica, que devido a interpretacdes
filoséficas e psicoldgicas, a tratava com ingenuidade e preconceito”. Antes abordado na
filosofia de Kant, “o conceito de intuicdo como conhecimento evidente e racional capaz de
alcangar o plano ontoldgico de todo fendmeno” ¢ assim estabelecido na filosofia
fenomenoldgica, pois em Kant o conceito estava “preso aos objetos dados materialmente ou
mesmo idealmente na mente psiquica”. Husserl formula “um conceito capaz de vislumbrar além
da materialidade individual do objeto, e no limite, além de qualquer forma conhecida de
objetividade [...] e atinge a esséncia mesma da objetividade, as coisas mesmas. Tal intuicéo das
esséncias (Wesensschau) ¢ antes a descri¢do das estruturas do aparecer de qualquer fenomeno.”
(Fontana, 2007, p. 168).

As intuicBes sdo tanto as sensoriais como as essenciais e elas manifestam-se para nés
como fonte de onde todo conhecimento provém. Husserl (2006) apresenta que a constituicao
do conhecimento sempre é para um sujeito e esta tem inicio na experiéncia deste sujeito com
algo, ou seja, é sempre o conhecimento de algo por alguém. Os atos de consciéncia do sujeito
sdo os mediadores dessa constituicdo e por serem do sujeito ocorrem na subjetividade.
Importante destacar que estes atos passam a intersubjetividade e se mantém na objetividade.
Bicudo (2010) busca esclarecer que “as raizes da objetividade se encontram nos atos da
consciéncia, naqueles da “intuicdo sensorial” dada na experiéncia vivida diretamente com as
ocorréncias individuais e, também, na “intuicdo de esséncia” sendo esta entendida como o ver
claro, ou a evidéncia permitida pela abstragao intencional” (Bicudo, 2010, p. 37).

Nos termos de Ales Bello (1986), a caracteristica principal da ciéncia, qualquer que seja
ela, é “uma unidade arquitetonica formada por um elo sistematico entre proposigdes (Satze) e
justificacOes (Begrundungen) ... segundo a ordem natural das coisas e justificativas, segundo a
estrutura cognitiva do campo de investigagdo” (Ales Bello, 1986, p. 122). Em Ideias I, no
pardgrafo primeiro, Husserl (2006) se expressa sobre as intui¢fes sensiveis. O exposto abaixo
visa esclarecer:

A toda ciéncia corresponde um dominio de objetos como dominio de suas
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investigacdes, e a todos 0s seus conhecimentos, isto é, aqui a todos 0s seus enunciados
corretos correspondem, como fontes originarias da fundagdo que atesta a legitimidade
deles, certas intui¢des nas quais ha doagdo dos proprios objetos desse dominio ou, ao
menos parcialmente, doacéo originaria deles. A intuicdo doadora na primeira esfera
"natural" de conhecimento e de todas as suas ciéncias é a experiéncia natural, e a
experiéncia originariamente doadora é a percepcdo, a palavra entendida em seu
sentido habitual. Ter um real originariamente dado, "adverti-lo" ou "percebé-lo" em
intuicdo pura e simples é a mesma coisa. Temos experiéncia originaria das coisas
fisicas na "percepc¢do externa”, ndo mais, porém, na recordacdo ou na expectativa
antecipatdria; temos experiéncia originaria de n6s mesmos e de nossos estados de
consciéncia na chamada percepc¢do interna ou de si, mas ndo dos outros e de seus
vividos na “"empatia"”. "Observamos o0 que € vivido pelos outros” fundados na
percepcdo de suas exteriorizagdes corporais. Essa observacdo por empatia &, por certo,
um ato intuinte, doador, porém ndo mais originariamente doador. O outro e Sua vida
animica sao trazidos a consciéncia como estando "eles mesmos ali", e junto com o
corpo, mas, diferentemente deste, ndo como originariamente dados (Husserl, 2006, p.
2).

Tratando de apresentar agora sobre as intui¢cdes de esséncia, “aquela que faz ver a
verdade tltima dos fendmenos” (Fontana, 2007, p. 170). Destacamos que “elas sdo tratadas de
um modo intuitivo e de forma alguma isso contradiz o carater cientifico da fenomenologia
transcendental, ao contrério, ela € a visdo intelectual (Einsicht) perfeitamente clara das
estruturas possibilitadoras de mundo.” como nos esclarece Fontana (2007, p. 170). O resgate
do conceito de intuicdo pela fenomenologia husserliana é possivel pelo método descritivo da
fenomenologia, que coloca a intuicdo como fundamento da evidéncia originaria.

Para Husserl (2006, p. 33-34) “o mundo ¢ o conjunto completo dos objetos da
experiéncia possivel e do conhecimento possivel da experiéncia, dos objetos passiveis de serem
conhecidos com base em experiéncias atuais do pensamento teorico correto.” A Matematica €,
para ele, uma ciéncia que constrdi seus objetos, ou seja, 0s conceitos e estruturas baseando-se
na intuicdo e por meio de um processo de apreensdo intuitiva das esséncias. Os objetos
matematicos possuem a propriedade de serem potencialmente intuiveis por uma subjetividade.

Os matematicos por meio de uma atencdo reflexiva podem acessar as esséncias dos
objetos e ndo por meio de operacdes com simbolos. Assim, Husserl entende que a Matematica
¢ construida por um processo gque envolve a intuicdo e a formalizacdo. A formalizacdo é
compreendida como um procedimento metodoldgico essencial para alcancar clareza e rigor na
analise fenomenolodgica e na ldgica e segue procedimentos matematico-formais. Husserl se
recusa a considerar a Matematica formal como um jogo de simbolos, “assim embora o
matematico possa ndo estar interessado na questdo da verdade possivel para as formas da teoria
e na questdo da verdade possivel para a “multiplicidade”, o 16gico deve necessariamente se
referir a um dominio de objetos e possiveis teorias.” (Ales Bello, 1986, p. 78).

Tratando-se de um matematico em atividade, Husserl concebe que o0s objetos
matematicos se enraizam na experiéncia humana e que estes nao podem ser “encontrados” sem
que seja por meio da intuicdo de esséncia. Dessa forma ele opde-se ao platonismo que entende
gue objetos existem no mundo independentemente de uma consciéncia e, temporiza-se, de certa
maneira, com o0 empirismo que entende que estes objetos se encontram ao acesso da percep¢éo
sensorial. A intuicdo de esséncia € uma percepcao analoga a percepcéo sensorial. A percepcao
sensorial direciona-se aos objetos transcendentes, enquanto a intuicado de esséncia direciona-se
a realidade ideal e puramente transcendental.

No que diz respeito a ciéncia Matematica, Barco (2013) explicita que o préprio Husserl
afirma

SBEM

ISSN 2764-3158 o ie D



S6 podemos evitar que a matematica se perca “em um simbolismo excessivo” se “a
ideia desta matematica for construida [...] de dentro do complexo total da ideia de
16gica” (Husserl, 1969, p. 86). S assim podemos construir uma “matematica formal

que ndo flutua no ar, mas que se ergue de suas fundagdes e ¢ inseparavel delas”
(Husserl, 1969, p. 87 apud Barco, 2013, p. 6).

A intuicdo ocorre numa visao clara e imediata, quando algo se ilumina e se vé com
clareza como é essa conexdo, da se uma compreensao mais profunda das estruturas subjacentes
que dao significado a experiéncia, (Bicudo, 2010). Em (Husserl, 1980, p. 106) podemos
entender que a intui¢do de esséncia é ela mesma "visdo evidente" a priori. Importante sublinhar
que, para ser concretizada, ela pode passar por processos cognitivos anteriores. O ponto crucial
é compreender que a intuicdo em si ndo deve ser confundida com as etapas prévias necessarias
para seu reconhecimento.

A intuicdo e subjetiva e origina nas vivéncias conscientes de cada individuo, porém as
experiéncias intuitivas podem ser compartilhadas e assim passam a fazer parte da
intersubjetividade. Este tempo vivido e dedicado a resolver o problema envolve a intuigéo e se
move em direcdo a formalizacdo. O individuo envolvido na atividade busca a traducdo do que
foi visto de modo claro e imediato, em termos matematicos, e dedica-se a verificacdo rigorosa
dessa formulacdo por meio de argumentacdo logica e demonstracdo matematica. Esta dedicacao
se d& na historicidade, na comunidade matematica em que a intersubjetivacdo, a comunicacao
e 0 apuramento da linguagem estdo em jogo e podem ter duracGes de tempo diferentes.

Na sequéncia expomos algumas evidéncias claras que ocorreram a GoOdel e que
chegaram até nés por comentadores de suas obras.

3 O que Godel viu que o influenciou a demonstrar seu teorema da incompletude da
maneira como o fez?

Neste item apresentaremos pontos em que a visdo filoséfica de Godel influenciou as
escolhas realizadas na demonstragéo do teorema da incompletude. Traremos aqui passagens em
que GoOdel se expressou por meio de cartas com outros matematicos ou respostas que foram
encontradas entre seus papéis apds sua morte.

A demonstracdo do teorema da incompletude de Godel foi inusitada na forma como foi
realizada e a mensagem que estabeleceu provocou um revés na comunidade de matematicos.
Nos perguntamos: que motivacdes pessoais, que ideias singulares foram essas, que ferramental
foi utilizado na demonstracéo realizada por este autor?

O que segue abaixo busca apresentar evidéncias claras que influenciaram a forma de
enfrentamento tedrico do problema. Sobre intuicdes outras, nos perguntamos que concepcdes
estavam presentes para Godel que ndo estavam claras aos demais matematicos da época.
Iniciamos falando sobre seu teorema da completude da légica de predicados que foi
demonstrado dois anos antes do teorema da incompletude da aritmética de Peano. Numa carta
a Hao Wang de 7 de dezembro de 1967, explicando porque Thoralf Albert Skolem (1887-1963)
ndo havia construido a prova da completude do calculo de predicados da Logica, ele expde que
os logicos da epoca compartilhavam de um preconceito que produzia uma falta de atitude
epistemoldgica em relacdo a metamatematica e ao raciocinio ndo finitario, ao passo em que ele
proprio possuia uma concepcao objetivista da Matematica, da metamatematica e do raciocinio
transfinito, o que inclusive foi fundamental para a demonstracdo posterior do teorema da
incompletude. Assim se expressa Gddel, posteriormente, sobre sua prova da incompletude:

Como, de facto, alguém poderia pensar em expressar a metamatematica nos proprios
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sistemas matematicos, se estes Ultimos sdo considerados como consistindo em
simbolos sem sentido que adquirem algum substituto de significado apenas através da
metamatematica? Ou como poderiamos fornecer uma prova de consisténcia para a
hipétese do continuo por meio do meu modelo transfinito A se as provas de
consisténcia tém que ser finitarias?® (Feferman, Dawson Jr., Goldfarb, Parsons &
Solovay, 1995, p. 397-398).

Godel também exp0s que a sua posicao realista em relagdo aos conjuntos e ao transfinito
faz parte de seu sistema de crencas desde 1925. A visao dos I6gicos que considerava os sistemas
matematicos consistindo em simbolos sem sentido teria impedido os outros l6gicos de pensar
em expressar a metamatematica nos proprios sistemas matematicos, o que ele o fez espelhando
a metamatematica na aritmética. A solicitacdo de que as provas deveriam ser finitarias teria
desviado a atencdo de que estas provas poderiam ser realizadas por meio do modelo transfinito,
que ele propos.

Sobre a posicdo realista de Godel, melhor dizendo o realismo conceitual, é de amplo
conhecimento o entendimento de Gddel de que a existéncia de sentencas indemonstraveis na
Matematica - uma vez que esta € uma construcdo - revela a existéncia de um construtor que
conhece todas as propriedades e 0 comportamento do que foi construido por ele. Davis (2005)
explicita que a visdo filosofica de Godel sobre o Programa de Hilbert e a sua atitude em relacdo
a uma postura realista em relagdo aos conjuntos foram determinantes na abordagem do
problema que culminou no teorema da incompletude. Importante ter em conta que as ideias e
crengas de Godel eram complexas e foram evidenciadas na abordagem matizada que ele teve
na prova da incompletude. Estas ndo causavam estranheza, pois a prova da incompletude e 0s
estudos da hip6tese do continuo (Todo conjunto infinito ou nimeros sdo contaveis ou tém a
cardinalidade do continuum) eram terrenos ndo pavimentados, de modo que ele desenvolvia as
ferramentas técnicas para sustentar o que precisava.

No ano de 1929 Godel defendeu o doutorado demonstrando o teorema da completude
da logica de predicados, era um problema aberto da Matemética que vinha sendo trabalhado
por Skolem, o qual tinha sido apresentado no livro Grundziige der theoretischen Logik
(Principios de Logica Matematica), (Hilbert & Ackermann, 1928). Este fato sugere que Godel,
assim se colocando para resolver tal problema, se propde a contribuir com o Programa de
Hilbert, o qual considerava razoavel provar a consisténcia das formalizacGes da matematica
classica por meios finitarios. Godel demonstrou que no célculo de predicados, havendo duas
sentencas A e ~A, somente uma delas pode ser derivada das regras, se 0s axiomas e regras de
inferéncia fossem precisos.

A respeito da mudanca que ocorre com a posi¢do de Godel em relagéo ao Programa de
Hilbert, Davis (2005) afirma

Assim, ao longo dos anos Godel passou de uma posicdo inicial de aliar-se com o
programa de Hilbert, a manter a esperanga de que seu proprio trabalho néo tivesse
destruido, para perceber com algum pesar que a esperanca se foi, para finalmente falar
do projeto com algo parecido com desdém (Davis, 2005, p. 233).

Dois anos depois da prova da completude do calculo de predicados, Godel demonstrou
o teorema da incompletude da aritmética de Peano. No verdo de 1930 ele teria comecado a

3 How indeed could one think of expressing metamathematics in the mathematical systems themselves, if the latter
are considered to consist of meaningless symbols which acquire some substitute of meaning only through
metamathematics? Or how could one give a consistency proof for the continuum hypothesis by means of my
transfinite model A if consistency proofs have to be finitary? (Feferman, Dawson Jr., Goldfarb, Parsons & Solovay,
1995, p. 397-398).
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estudar o problema da consisténcia da andlise classica. Ele, num rascunho de uma carta néo
enviada, que seria uma resposta a Yossef Balas de uma carta data de 27 de maio de 1970, em
Feferman et al. (1995), explicitou que foi levado ao teorema da incompletude quando estava
buscando uma prova de consisténcia relativa da aritmética de segunda ordem (que ele chamou
de “analise”) na aritmética de primeira ordem. Para ele, um modelo aritmético de anélise é uma
relacdo aritmética de pertinéncia que satisfaz o axioma da compreensao, que é: (3n) (X) X € n

= ¢ (x)

Se o ultimo "¢ (x)" ¢ substituido por " (x) ¢ demonstravel", a relacdo de pertinéncia
pode ser facilmente definida. No entanto (e este é o ponto decisivo) decorre da solucao
correta dos paradoxos da semantica de que a “verdade” das proposi¢cdes de uma
linguagem ndo pode ser expressa na mesma linguagem, enquanto a demonstrabilidade
(sendo uma relacdo aritmética) pode. Portanto, verdadeiro ndo é logicamente
equivalente a provavel (Davis, 2005, p. 231, tradugio nossa).*

O préprio Godel relata que tdo logo comecou a aprofundar-se no problema ficou
intrigado com o motivo que influenciava David Hilbert (1862-1943) a tentar demonstrar a
consisténcia diretamente por meios finitarios. Ele anteviu dois problemas distintos e teria que
provar a consisténcia da teoria dos numeros através da teoria finitaria dos nimeros e o outro,
provar a consisténcia da analise através da teoria dos nimeros.

A demonstracdo da completude da Idgica de predicados estabeleceu que os axiomas e
regras de inferéncia deste sistema eram suficientes para decidir todas as questdes formalmente
expressas neste sistema. A demonstracdo do teorema da incompletude estabelece que os
axiomas e regras de inferéncia do sistema formal da aritmeética ndo eram suficientes para decidir
todas as questBes formalmente expressas neste sistema. Na apresentacdo do resultado da
incompletude Godel expde:

E razoével por isso supor que estes axiomas e regras de inferéncia sejam também
suficientes para decidir todas as questdes em matematica que podem ser formalmente
expressas nesses sistemas. NO que se vai seguir mostrar-se-a4 que ndo é assim, mas
antes que, em ambos 0s sistemas citados, existem problemas relativamente simples
dos nimeros inteiros que ndo podem ser decididos com base nos axiomas. Esta
situagdo ndo depende da natureza especial dos sistemas construidos, mas aplica-se a
uma vasta classe de sistemas formais (Godel, 1977, p. 245).

Consideramos importante destrinchar como a demonstracdo da incompletude lhe
ocorreu, uma vez que ele tinha efetuado a prova da completude e poderia estar vislumbrando a
possibilidade, assim como todos os demais matematicos a época, que seria apenas uma questao
de tempo para sustentar que toda proposicdo bem formulada era demonstravel. O que Gddel
teria vislumbrado que o fez pensar que seria impossivel elaborar uma prova de consisténcia?

Godel entende que elaborar uma prova da consisténcia dos axiomas significava
conseguir isso apenas pela reflexdo sobre combinagdes concretas finitas de simbolos, sem
introduzir elementos mais abstratos, isso 0 fez desviar-se desse impedimento antevisto e
estruturar a demonstragdo assim como o fez, partindo da hipotese de que a aritmética era
consistente e levando as Gltimas consequéncias, que se apresenta na demonstracéo na parte em
que Gddel constroi uma sentenca verdadeira que ndo pode ser demonstrada como verdadeira e

4 “For an arithmetic model of analysis is nothing else but an arithmetical €-relation satisfying the comprehension
axiom: (3n) (x) x € n = @(x). Now if in the latter “@(x)” is replaced by “@(x) is provable”, such an €-relation can
easily be defined. However (and this is the decisive point) it follows from the correct solution of the semantic
paradoxes that the “truth” of the propositions of a language cannot be expressed in the same language, while
provability (being an arithmetical relation) can. Hence true & provable.” (Davis, 2005, p. 231).
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nem ser refutada, se a aritmética é consistente.

Do exposto acima, entendemos que a visdo de Godel sobre como expressar a
metamatematica foi fundamental na articulacdo que ele efetuou utilizando a numeragéo para
mapear a metamatematica na aritmética e vice-versa. A vivéncia com a realizacdo da prova da
completude da légica de predicados permitiu o entendimento de que provas finitarias poderiam
ser realizadas por meio do modelo transfinito e que a prova da consisténcia dos axiomas de
Peano solicitava que fosse demonstrado, apenas pela reflexdo sobre combinages concretas
finitas de simbolos, sem introduzir elementos mais abstratos. Por sua vez, essa compreensdo da
dificuldade da demonstracdo da consisténcia, por estes meios, o fez supor que a aritmética seria
consistente e construir uma sentenca indecidivel. A existéncia de uma sentenca indecidivel,
conforme ele afirma no inicio da demonstracdo, ele anteviu, diferentemente de todos os
matematicos contemporaneos a ele, que seria muito dificil conseguir provar todas as questdes
formalmente expressas nos sistemas formais somente por meio de axiomas e regras de
inferéncia.

Estas concepces inspiraram Godel na perspectiva de enfrentamento e na estratégia
adotada, conforme anunciamos no inicio desta secdo, serdo ampliadas trazendo as intuicdes
percebidas na demonstracdo - tais como, a intuicdo da numeracdo, dos nimeros de Godel, do
uso dos numeros primos, 0 mapeamento das formulas, a visao das férmulas como nameros,
entre outras - e como compreendemos que 0s raciocinios l6gico e matemético estdo
presentificados na demonstracao do teorema da incompletude.

4 Consideragdes finais

Neste texto focamos em apresentar o que se mostrou relevante em termos de ideias que
conduziram Goédel a abordagem utilizada por ele na demonstracdo. Esta pesquisa estd em
desenvolvimento e na versdo final devera abarcar as intui¢cbes que influenciaram Gddel no
estabelecimento e na demonstracdo do teorema da incompletude, ou seja, intuicBes presentes
na demonstracdo, que estdo presentes na estrutura modelada para alcancar as conclusdes e 0s
raciocinios envolvidos em toda argumentacéo.

A construcdo do conhecimento matematico € assunto que permeia as discussdes das
diferentes correntes filosoficas da Matematica, desde Platdo (428/427 — 348/347 a.C.) até os
dias atuais. De acordo com Meneghetti (2009, p. 01) “exceto em Kant, o saber matemaético ou
foi considerado como objeto puro da razdo, ou como objeto exclusivo da experiéncia ou da
intuicdo.” Esta autora explica que duas correntes filosoficas se evidenciam neste periodo de
Platdo ao século XVIII, o empirismo e o racionalismo as quais se viam como opostas e
excludentes, enquanto a primeira entendia que a base do conhecimento se apoia unicamente na
experiéncia, para a segunda se assentava na razdo. Nesse artigo, (Meneghetti, 2009) abrange o
periodo desde Platdo até o inicio do seculo XVIII, ndo inclui Husserl em suas discussdes,
porém, ela ressalta que

No processo de constituicdo do conhecimento matematico nao é possivel atribuir
maior valor ao aspecto intuitivo ou ao l6gico, ou mesmo concebé-los como
excludentes, portanto, defendemos que o intuitivo ap6ia-se no I6gico e vice-versa, em
niveis cada vez mais elaborados, num processo gradual e dindmico, tomando a forma
de uma espiral, sendo que, o equilibrio entre esses aspectos deve estar presente em
cada um dos niveis dessa espiral (Meneghetti, 2009, p. 01).

O entendimento de Meneghetti sobre a inseparabilidade dos conhecimentos intuitivo e
I6gico se alinha ao que entendemos com Husserl sobre intuicdo e formalizacdo na producéo e
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constituicdo do conhecimento matematico, embora o termo intuitivo utilizado por Meneghetti
(2009) ndo seja no sentido de intuicdo da fenomenologia husserliana.

De outro ponto de vista, mas ainda sobre a producdo do conhecimento matematico,
Santos & Carvalho (2023) destacam a respeito da valorizacdo dos aspectos analiticos e do
menosprezo aos fatores subjetivos na comunidade matematica, neste caso se referem a
demonstracdo do Gltimo teorema de Fermat:

Torna-se claro a importancia da face extralégica da matematica na experiéncia
matematica. [...] Porém, deve-se ter em mente que as descobertas matematicas sao

multiplas, tem-se diversos e (inicos modos de se compreender 0 mundo e a matematica
(Monteiro dos Santos & Carvalho, 2023, p. 19).

Ainda que estejamos nos referindo a producdo matematica, € importante destacar que,
sobre qualquer que seja a teoria, no ensino desta é fundamental que haja preocupacdo do
equilibrio entre os aspectos intuitivos e 16gicos, face ldgica e extralogica e intuitivos e formais,
nos termos de Meneghetti (2009), Santos & Carvalho (2023) e Batistela (2020, 2022b),
respectivamente.

No estudo apresentado em Batistela (2022a) tomamos o teorema da incompletude em
retrospecto e destacamos passagens da demonstracdo em que razbes e motivacdes sdo
comentadas por autores diversos. Assim o fizemos no entendimento que na producdo do
conhecimento matematico intuicdo e formalizacdo se presentificam e que ao focarmos nestas
passagens teriamos material que nos permitisse acessar aspectos do processo. Pudemos
entender que Godel possuia profundo conhecimento dos problemas centrais da Matematica
vigentes a época, tinha dominio do ferramental da Logica Matemaética que permitiram exame
detalhado do problema da consisténcia dividindo-o em duas partes e driblando obstaculos
antevistos.

Gadel teve algumas evidéncias claras que foram determinantes na abordagem e na
estrutura da demonstragdo. O know-how deste autor advindo do processo de elaboracdo da
demonstracdo do teorema da completude, recém realizada por ele teria lhe permitido ter clareza
de que o sistema formal da aritmética certamente ndo era completo, que a demonstracdo que o
sistema ndo poderia provar todas as verdades presentes nos axiomas e preservadas pelas regras
da logica seria muito dificil. Junte-se a isso a clareza que ele teve sobre a impossibilidade de
expressar a verdade de uma proposicdo de uma linguagem na mesma linguagem e a
possibilidade de expressar naquela linguagem que uma proposicao era provavel na linguagem,
caso a verdade fosse estabelecida como uma relacdo aritmética. E, por fim, o entendimento que
0 axioma da compreensdo era nevralgico para o problema da consisténcia dos axiomas da
Anélise.

Nesta ocasido, estas evidéncias claras sdo apresentadas como intui¢cdes que ocorreram a
Godel e que influenciaram seu fazer matematico. Além destas, neste trabalho apresentamos que
a visdo de Godel sobre como expressar a metamatematica foi fundamental; que os
entendimentos dele de que provas finitarias poderiam ser realizadas por meio do modelo
transfinito e que a prova da consisténcia dos axiomas de Peano deveria ser obtida pela reflex&o
sobre combinagfes concretas finitas de simbolos foram determinantes na abordagem e na
estruturacdo da argumentacao.

As evidéncias trazidas acima ocorreram a Godel e iluminaram com clareza caminhos
possiveis e caminhos mais dificeis antevistos por ele para o teorema. As vivéncias com 0
ferramental e com o conhecimento do saber fazer advindo de outros trabalhos possibilitam a
consubstanciacdo de indicios e hipdteses que possibilitaram uma percepgéo clara e pronta de
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como poderia ser realizada a argumentagdo que traria o resultado & comunidade. Entre os atos
que estdo presentes na atividade de formalizacdo da Matematica estdo também os raciocinios
l6gicos, embora haja a predominancia do pensamento dedutivo, essa atividade é plasmada
também na presenca dos raciocinios indutivo, abdutivo e por analogia, além das intui¢fes que
trazem junto a elas uma auséncia de duvida acerca daquele entendimento e das estruturas
essenciais dos objetos em elaboracéo.

No que diz respeito a como esta pesquisa reflete ocupagdes prévias frente aos desafios
do cotidiano escolar, entendemos que a apresentacdo das intuicdes presentificadas na
perspectiva de ataque ao problema da consisténcia, na estratégia adotada e na demonstracdo em
si podem vir a contribuir com o ensino de matematica, na medida em que permite apresentar
este resultado como intencionalmente percebido e compreendido, que enquanto objeto da
matematica “nao sao efetividades que estao no mundo real, passiveis de observagao e apreensao
empiricas. S&o, pois, objetos ideias constituidos na intencionalidade da subjetividade
transcendental e inseparaveis das experiéncias vividas no mundo-vida.” Wichnoski (2023, p.
10).

A formacdo de professores de matematica pode ser enriquecida com as discussdes
elaboradas nesta pesquisa, pois adiciona a intui¢do de esséncia como um terceiro pilar, além do
formalismo e do estruturalismo, na abordagem de ideias, processos e significados que
possibilitaram a demonstracdo deste teorema. Este, ao ser trabalhando, por meio de um
exercicio em Filosofia da Educacdo Matematica, buscando que os licenciandos se abram ao
entendimento da metamatematica “evitando que permanegam prisioneiros de algumas de suas
partes desconexas” Batistela & Bicudo (2023, p. 06) ¢ compreenderem a construgao da
Matematica, “do ponto de vista do encadeamento 16gico de uma teoria e das demonstracdes no
ambito das teorias, das ideias que impelem esse encadeamento e dos aspectos da realidade
(ontologia) dos objetos matematicos.” e a inevitabilidade da incompletude das teorias que
contém os axiomas de Peano e o alcance da Matematica em termos de verdade matematica e
demonstrabilidade.
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