Natal — Rio Grande do Norte

'
Pensar a Educacao Matematica pela pesquisa frente aos desafios do cotidiano
ﬁ escolar e responsabilidade social
1
~ l‘\liikl 26 a 30 de novembro de 2024

El Esquema de integral definida: algunas dificultades en su desarrollo y su
posible tematizacion

The Definite Integral Schema: some difficulties in its development and its possible
thematization

Claudio Fuentealba®
Andrea Carcamo?

Resumen: El objetivo de este trabajo es analizar el desarrollo del Esquema de integral desde el
punto de vista de la teoria APOE enfocdndonos en el andlisis de los errores para inferir posibles
dificultades en su desarrollo y su posible tematizacion. Los participantes de este estudio fueron
36 estudiantes universitarios con instruccion previa en Calculo Integral. Todos los estudiantes
respondieron un cuestionario conformado por 6 tareas y dos ellos fueron entrevistados. Los
resultados, por un lado, muestran la existencia de dificultades asociadas a la encapsulacion y
desencapsulacion de los Objetos integral definida y Segundo Teorema Fundamental de Célculo
y, por otro, que la tematizacion del Esquema se produce al extender o generalizar la nocion de
integral definida a integrales impropias.
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Abstract: The objective of this work is to analyze the development of the Integral Schema from
the point of view of APOS theory, focusing on the analysis of errors to infer possible difficulties
in its development and its possible thematization. The participants of this study were 36
university students with previous instruction in Integral Calculus. All the students answered a
questionnaire made up of 6 tasks and two of them were interviewed. The results, on the one
hand, show the existence of difficulties associated with the encapsulation and decapsulation of
the Objects definite integral and Second Fundamental Theorem of Calculus and, on the other
hand, that the thematization of the Schema is produced by extending or generalizing the notion
of definite integral to improper integrals.
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1 Introduccion

El Calculo es fundamental para el desarrollo de la matematica superior y sus
aplicaciones, combinando el conocimiento del Algebra y la Geometria elemental. Sus dos
conceptos principales son la derivada, que examina la variacion en un intervalo o instante, y la
integral, que determina la acumulacion de dicha variacion. A pesar de su importancia, el Calculo
es conocido por ser un curso desafiante que desalienta a muchos estudiantes de seguir carreras
cientificas o tecnologicas (Berry & Neyman, 2003; Steen, 1988).

Las investigaciones muestran que muchos estudiantes universitarios, incluso aquellos
con altas calificaciones, tienen una comprension débil de los conceptos basicos del Célculo
(Carlson et al., 2002; Selden et al., 2000). Ademas, los libros de texto y las investigaciones
sobre la comprension de estos conceptos han tenido poco impacto en los procesos de ensefianza
y aprendizaje. Esto plantea dudas sobre si el curriculo tradicional de Calculo esta preparando
adecuadamente a los estudiantes para aplicar estos conceptos en futuros cursos o en su vida
profesional (Bressoud ef al., 2013). Por tanto, no cabe duda de que el estudio de la compresion
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de los conceptos basicos del Calculo, como sus métodos de ensefianza, necesitan ser
continuamente investigados. Considerando lo anterior, en este trabajo nos propusimos estudiar
el desarrollo del Esquema de concepto de integral enfocdndonos, principalmente, en la
identificacion de dificultades en la construccion cognitiva de algunos elementos constitutivos
del Esquema y en la tematizacion de este.

2 La investigacion sobre el concepto de integral

La integral es un concepto fundamental en matematicas avanzadas y ciencias aplicadas,
desempefiando un papel crucial en dreas como series, ecuaciones diferenciales y anélisis
complejo (Boyce & DiPrima, 2012; Brown & Churchill, 2009). Ademas, tiene numerosas
aplicaciones en el mundo real, permitiendo definir y calcular fendmenos naturales en fisica e
ingenieria (Serway & Jewett, 2008). Debido a su importancia, en la Gltima década se ha
incrementado la investigacion sobre la comprension del concepto de integral definida y su uso
por estudiantes de Calculo (Bajracharya & Thompson, 2014; Kouropatov & Dreyfus, 2013).

Estudios relevantes han identificado diversas dificultades en la comprension de la
integral. Grundmeier ef al. (2006) observaron que la comprension de la integral como area tiene
poca influencia en la capacidad de los estudiantes para utilizar integrales definidas. Sealey
(2006) sefiald que los estudiantes tienen problemas para conectar el concepto de integral
definida como area con el de acumulacion. Haddad (2013) identificd dificultades en la
distincion entre los conceptos de area, antiderivada e integral, mientras que Thompson y
Silverman (2008) encontraron que la mayoria de los estudiantes no reconocen la suma de
Riemann como la encapsulacién de un proceso de acumulacion.

A pesar de estos avances, aun existe escasa evidencia empirica sobre como las
estructuras mentales se articulan y configuran el concepto de integral, asi como de los errores
y dificultades presentes en dichas construcciones. Este estudio se enfoca en analizar los errores
que cometen los estudiantes al resolver tareas sobre el concepto de integral para identificar
posibles dificultades en términos de la teoria APOE. Ademas, se busca caracterizar los distintos
niveles de desarrollo del Esquema de integral y su tematizacion, con el objetivo de proporcionar
informacion valiosa a los docentes de Calculo para mejorar sus disefios instruccionales y
abordar las dificultades en el aprendizaje de este concepto fundamental.

3 Lateoria APOE

La teoria APOE (Accion-Proceso-Objeto-Esquema) ofrece un modelo para comprender
y estudiar como los estudiantes aprenden conceptos matematicos y como estos pueden ser
ensefiados de manera efectiva (Trigueros, 2005). Esta teoria propone que la comprension de un
concepto matematico implica la transicion por cuatro estructuras mentales: Accion, Proceso,
Objeto y Esquema. Estas transiciones se realizan mediante mecanismos de abstraccion
reflexiva, que incluyen interiorizacidon, encapsulacion, desencapsulacion, reversion,
coordinacion, tematizacion y destematizacion (Arnon et al., 2014).

El proceso de construccion del conocimiento matematico comienza con Acciones, que
son transformaciones externas de Objetos previamente construidos. Estas Acciones se perciben
como respuestas a estimulos externos y son el punto de partida para la comprension de
conceptos matematicos. A través del mecanismo de interiorizacidn, las Acciones se transforman
en Procesos, que son Acciones internalizadas sobre las cuales el estudiante tiene control y puede
imaginar, saltar o revertir los pasos involucrados sin necesidad de estimulos externos.

Cuando un estudiante puede concebir un Proceso como un todo susceptible de
transformacion, este se encapsula en un Objeto cognitivo mediante el mecanismo de
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encapsulacion. Los Objetos pueden ser desencapsulados para volver a los Procesos que les
dieron origen cuando sea necesario. Es importante notar que los Procesos no solo son el
resultado de la interiorizacion de Acciones, sino que también pueden construirse por medio de
la coordinacion o reversion de otros Procesos.

La estructura mental mas compleja en la teoria APOE es el Esquema, que consiste en
una coleccion coherente de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas, junto con sus
interrelaciones. Los Esquemas se pueden aplicar en la resolucion de problemas matematicos, y
su coherencia se refleja en la habilidad del estudiante para reconocer su aplicabilidad en
diferentes situaciones (Trigueros, 2005). La construccion de un Esquema es un proceso
dindmico y complejo que estd en constante desarrollo y evolucion. Contrario a lo que se podria
pensar, la formacion de un Esquema no necesariamente comienza después de la construccion
de Objetos, sino que puede iniciar incluso cuando el estudiante solo realiza Acciones,
destacando la naturaleza no lineal del aprendizaje matematico segun la teoria APOE.

Figura 1: Estructuras y mecanismos mentales involucrados en la comprension de un concepto matematico segiin

la teoria APOE
Esquema
Interiorizacion
Ac ch
l Procesos
Coordinacion

Objetos Reversion

Encapsulacion

Desencapsulacion

Fuente: Arnon et al. (2014, p. 18)

3.1 El desarrollo de un Esquema y su tematizacién

La teoria APOE propone el estudio del desarrollo de un Esquema matematico mediante
la triada Intra-, Inter- y Trans- de estructuracion (Piaget & Garcia, 1983). Estos niveles se
caracterizan por las relaciones que un estudiante puede establecer entre los componentes del
Esquema y otras estructuras cognitivas. Trigueros (2005) senala que los estudiantes evocan un
Esquema para resolver problemas matematicos, utilizando las estructuras y relaciones
disponibles en ese momento, lo que resulta en diferentes niveles de desarrollo del Esquema
entre los estudiantes.

En el nivel Intra-, los estudiantes se enfocan en componentes aislados del Esquema,
estableciendo relaciones internas centradas en similitudes y diferencias (Arnon ef al., 2014). El
nivel Inter- se caracteriza por la comprension de transformaciones entre las estructuras del
Esquema, permitiendo la comparacion de casos particulares. En el nivel Trans-, se alcanza una
comprension global del Esquema como una estructura coherente, surgiendo la necesidad de
determinar las razones detras de las transformaciones entre sus componentes.

La transicion entre niveles no implica necesariamente un incremento de conocimiento,
sino una reinterpretacion total del Esquema, requiriendo la reconstruccion de lo previamente
construido (Piaget & Garcia, 1983). Para analizar los niveles de desarrollo del Esquema, se
utilizan las relaciones ldgicas (conjuncidn, contrarreciproco y equivalencia) que los estudiantes
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establecen entre los elementos matematicos al resolver tareas (Sanchez-Matamoros et al.,
20006).

La tematizacion es el mecanismo mental que transforma un Esquema en un Objeto sobre
el cual se pueden aplicar nuevas Acciones y Procesos (Arnon et al., 2014). Implica la coherencia
de la estructura cognitiva construida por el estudiante, permitiéndole reconocer las relaciones
incluidas en el Esquema y decidir qué tareas pueden abordarse con ¢l (Arnon ef al., 2007). Un
estudiante en el nivel Trans- de desarrollo de un Esquema esta en condiciones de tematizarlo,
lo que representa el mas alto nivel de comprension del concepto matematico en cuestion.

3.2 La descomposicion genética

La descomposicion genética (DG) es un modelo hipotético de aprendizaje que describe
las estructuras y mecanismos mentales necesarios para la construccion de un concepto
matematico especifico en la mente de un estudiante. Arnon et al. (2014) sefialan que la
elaboracion de una DG se basa en el conocimiento del investigador sobre diversos aspectos,
incluyendo el aprendizaje y la ensefianza del concepto, conocimientos matematicos, resultados
de investigaciones previas, desarrollo histérico del concepto y la teoria APOE.

Para describir el proceso de construccion conceptual, una DG debe incluir una
descripcion de las estructuras mentales previas de los estudiantes, permitiendo asi predecir
codmo se construird el nuevo concepto. Es importante destacar que no existe una tnica DG para
un concepto dado; pueden coexistir multiples DGs, siempre que cada una describa
adecuadamente las construcciones realizadas por los estudiantes en su proceso de aprendizaje.

Arnon et al. (1991) enfatizan que la DG, como modelo hipotético de aprendizaje, no
solo guia la investigacion, sino que también debe ser validada experimentalmente. Este proceso
de validacion es crucial para asegurar la precision y utilidad del modelo en la comprensién y
facilitacion del aprendizaje matematico.

4 Metodologia

Esta seccion la hemos estructurado en cuatro subsecciones en la que describimos: los
participantes del estudio, los elementos matematicos que, a nuestro juicio, configuran el
concepto de integral, la DG que planteamos y los instrumentos de recoleccion de datos.

4.1 Participantes

Los participantes de este estudio fueron 36 estudiantes universitarios del curso de
Célculo Integral, pertenecientes a la carrera de Ingenieria Civil de una universidad privada
chilena. Todos los participantes habian aprobado al menos una asignatura que cubria los topicos
tradicionales de Calculo Integral, cuya ensefianza se bas6 en el ciclo ACE (Actividades,
discusion de Clases, Ejercicios) propuesto por la teoria APOE (Arnon et al., 2014).

La seleccion intencional de estudiantes que ya habian cursado una o mas asignaturas de
Célculo Integral se fundamentd en dos criterios principales: (1) el interés por observar y
caracterizar los niveles de desarrollo del Esquema de Integral alcanzados por los estudiantes
después de un proceso de instruccion intencionado, y (2) la reconocida dificultad asociada a los
mecanismos de encapsulacion de Procesos y de tematizacion de un Esquema (Arnon ef al.,
2014).

En cuanto a las caracteristicas demograficas y académicas, los participantes mostraron
poca variabilidad en términos de rango etario, formacion previa y nivel académico. Es
importante sefialar que de los 36 participantes, solo dos fueron seleccionados para participar en
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las entrevistas clinicas.

4.2 Los elementos matematicos

Para determinar los elementos matematicos utilizados en la construccion de
instrumentos y en el proceso de andlisis, se realizd una revision exhaustiva de seis libros de
texto comunmente empleados como bibliografia obligatoria en el curso de Calculo Integral en
universidades chilenas. Estos textos, en su mayoria, pertenecen a editoriales de prestigio
internacional. Ademas, se examinaron trabajos especificos que abordan el desarrollo del
Esquema de integral y sus elementos constituyentes (Aldana, 2011; Rojas & Trigueros, 2020).

Basandose en esta revision y considerando la necesidad de correlacionar los elementos
matematicos con la Descomposicion Genética (DG), se establecieron los siguientes elementos
matematicos, que fueron incorporados en el planteamiento de la DG, la construccion de
instrumentos y el proceso de analisis de datos:

e La aproximacion del area de una funcién positiva en un intervalo acotado [a,b]
(ACA).

e El &rea de una funcion positiva en un intervalo acotado [a,b] como limite de una

suma de Riemann (ALS).

La integral definida (LID).

Propiedades de la integral definida (PID).

Teoremas fundamentales del Célculo (TFC).

Extension del concepto de integral (ECI).

Esta seleccion de elementos matematicos proporciona un marco estructurado para el
analisis del desarrollo del Esquema de integral en estudiantes universitarios, permitiendo una
evaluacion sistematica de su comprension y aplicacion de los conceptos fundamentales del
Calculo Integral.

4.3 La descomposicion genética

La DG propuesta en este trabajo se baso en las investigaciones de Aldana (2011) y Rojas
y Trigueros (2020), sin embargo, presenta varias modificaciones en términos de las estructuras
y los mecanismos mentales propuestos para construir el concepto de integral y su generalizacion
en las integrales impropias. Concretamente, nuestra DG esta dividida en tres partes que se
presentan a continuacion:

1. El area como aproximacion en funciones e intervalos acotados (condiciones de Riemann)

1. Accion de calcular una aproximacion por defecto del area de una region plana
determinada por una funcion positiva en un intervalo acotado [a,b].

2. Accion de calcular una aproximacion por exceso del area de una region plana
determinada por una funcidn positiva en un intervalo acotado [a,b].

3. Interiorizacion de las Acciones anteriores (1 y 2) en Procesos que permiten aproximar
el area de una region plana determinada por una funcion positiva en un intervalo acotado [a,b].

4. Coordinacion de los Procesos originados por la interiorizacion de las Acciones 1y 2.

5. Encapsulacion de la coordinacion de Procesos 4 en el Objeto integral definida

b r 7 .. .
fa f(x)dx que representa el area de una funcion acotada y positiva en un intervalo acotado
[a,b].
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II. Teorema Fundamental del Calculo

6. Desencapsulacion del Objeto 5 en el Proceso de calculo de una integral definida en
intervalos cerrados con extremo inferior fijo y superior variable [a,x] (Primer Teorema
Fundamental del Calculo).

7. Encapsulacion del Proceso 6 en el Objeto funcion integral F(x) = f; f(t)dt.

8. Accion de calcular una funcidn primitiva o antiderivada.

9. Interiorizacion de la Accion 8 en el Proceso que determina una funcidn primitiva de
una funcion determinada.

10. Coordinacioén del Proceso 9 con el Proceso asociado a la evaluacion de una funcion
primitiva en los extremos del intervalo de integracion [a,b].

11. Encapsulacion del Proceso resultante de la coordinacion 10 en el Objeto Segundo
Teorema Fundamental del Célculo (Regla de Barrow).

1I1. Generalizaciones y extensiones del concepto de integral definida

12. Desencapsulacion del Objeto 11 para calcular integrales definidas de funciones no
positivas.

13. Desencapsulacion del Objeto 5 para calcular areas entre curvas (funciones).

14. Coordinacion de los Procesos 12 y 13 para la determinacion de integrales definidas
de funciones definidas en intervalos no acotados (Integrales Impropias de Primera Especie) y
funciones no acotadas en un intervalo (Integrales Impropias de Segunda Especie).

La Descomposicion Genética (DG) planteada en este estudio no solo permitio
caracterizar el desarrollo del Esquema de integral y su tematizacioén en términos de elementos
matematicos y relaciones logicas, sino que también facilitd la identificacion de errores y las
dificultades subyacentes. En este contexto, se entiende por dificultad aquello que inhibe al
estudiante para realizar correctamente o comprender rapidamente una tarea o parte de ella
(Centeno, 1988). Los errores se relacionan directamente con estas dificultades que surgen en el
aprendizaje de las matematicas en cualquier nivel educativo.

Socas (1997) argumenta que las dificultades se interconectan y refuerzan en redes
complejas, manifestandose en los estudiantes como errores. Ademas, postula coincidentemente
con Homa (2021), en que el error no es simplemente resultado de una falta especifica de
conocimiento o una distraccion, sino que refleja la manifestacion de un esquema cognitivo
inadecuado en el estudiante. En consonancia con esta perspectiva, en este estudio se considera
como error cualquier practica matematica (accidon, argumentacion, etc.) efectuada por un
estudiante que no sea valida desde el punto de vista de la matematica escolar (Godino et al.,
2003).

4.4 El cuestionario

La construccion del cuestionario se basdé en la Descomposicion Genética (DGQG)
propuesta, los elementos matematicos, las relaciones légicas y los modos de representacion
vinculados al concepto de integral, asi como en tareas de investigaciones previas sobre el
aprendizaje de este concepto. La validacion se realizo mediante el método de validacion por
expertos, involucrando a tres investigadores seniors en Didactica de la Matematica, quienes
valoraron positivamente las tareas pero sugirieron una revision de los enunciados. El
cuestionario final, presentado en el Cuadro 1, se aplico a 36 estudiantes durante
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aproximadamente 90 minutos, con consentimiento informado de participacion voluntaria.

Cuadro 1: Tareas que conformaban el cuestionario

Tarea Elementos matematicos
La gréfica de g consta de dos segmentos de rectas y una semicircunferencia.
Usela para evaluar cada integral.
2 4
dx
@ [ o : ACA
. 2 ALS
(b) [ g(z)dz * LID
\ PID
7 -1 a 1 3 [ 5 7
© [ s «
0
Sabiendo que / flx)dz = 2® — 322 + C, calcule el drea de la regién sombreada
Y
f
0 ALS
LID
. PID
TFC
k] 1 2 3 X
ALS
Determine m de modo que la regién sobre la recta y = mx y bajo LID
la pardbola y = 2z — z? tenga un drea A = 36 [u?]. PID
TFC
- LID
Obtenga el valor de la siguiente integral definida: / sen(z)e! ~() 4z PID
0 TFC
0 2
Calcule la siguiente integral definida [ ze” " dr considerando que a < 0. ACA
a ALS
A partir de lo anterior, establezca, justificadamente, si es posible asignar un LID
0 ) PID
numero real al valor de la integral / re T dx TEC
- ECI
X ., _ 1 _ .
Considere la funcién f(z) = o B con Dom(f) =R y determine f flx)dx.
Con esta informacién calcule el valor de a € R de modo que el drea bajo la gréfica ACA
ALS
de f(x) para = € [a, +00), que se muestra en la figura, sea igual a %[u"’]. LID
PID
e TFC
. ECI

4.5 La entrevista clinica

Fuente: Elaboracién propia

Las entrevistas clinicas se disefiaron con un enfoque semiestructurado,
utilizando un guion predeterminado. Se priorizé establecer un ambiente de confianza con los
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dos estudiantes entrevistados, con el objetivo de que percibieran la entrevista como una
oportunidad para explicar sus razonamientos detras de las respuestas proporcionadas en el
cuestionario. Ademas de profundizar en las tareas del cuestionario, se incorporaron dos nuevas
interrogantes relacionadas con integrales impropias. Estas preguntas adicionales, presentadas
en el Cuadro 2, tenian como propoésito evaluar la capacidad de los estudiantes para movilizar
relaciones logicas entre los elementos matematicos en un contexto diferente.

Cuadro 2: Interrogantes de las entrevistas
Interrogantes

. . - 1 .
Calcular, de ser posible, el area limitada por las curvas y = — e y = en el intervalo [1, +o0l.
x

x
1+ z?

Analice las siguientes integrales impropias y determine su valor en caso de ser convergentes:

+oo s
a) / ze “dx
J—oc

b) /l#dr
Jo (2212

Fuente: Elaboracion propia

5 Analisis y resultados

El anélisis de los datos se inici6 utilizando las herramientas proporcionadas por la teoria
APOE para determinar el nivel de desarrollo del Esquema de integral manifestado por cada uno
de los 36 estudiantes en la resolucion del cuestionario. Para asignar a cada estudiante a un nivel
especifico de desarrollo, se emplearon los descriptores propuestos por Sdnchez-Matamoros et
al. (2006). Este andlisis detallado de los protocolos de resolucion del cuestionario para cada
estudiante (E1, E2,..., E36) permitid clasificarlos en diferentes niveles de desarrollo del
Esquema de integral, como se presenta en la Tabla 1.

Tabla 1: Niveles de desarrollo del Esquema de integral exhibida por los estudiantes.
Nivel de desarrollo

Intra-Integral

Inter-Integral

Trans-Integral

Es, E4, Eg, Eg, E12,

E1, Es, Es, E7, Ei1o, En1, E13,
E14, E16, E1s, E20, E22, Eo3,

Estudiantes Eo, E
E17, E19, E21, E24, E32 | Eas, Eas, E27, Es, Ea9, E3o, Eai, » =
E33, Es4, Ess, Eas
Total 10 24 2

Fuente: Elaboracion propia

A continuacion, se presenta un andlisis de las respuestas seleccionadas del cuestionario
aplicado al estudiante E»s. Este analisis permitio determinar que el desarrollo del Esquema de
integral del estudiante corresponde a un nivel Inter-Integral.
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Figura 2: Respuesta del estudiante E»s a la Tarea N°1

‘ 2
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Y@d'?\/\'\%u "7[,
y A3 pere
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3()05)(_,4 ATTe 6-2 LT
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Fuente: Elaboracion propia

El estudiante E>s demuestra una conexion correcta de los elementos matematicos
involucrados en la Tarea N°1, utilizando adecuadamente la conjuncion logica. Esto se evidencia
en su respuesta al apartado (b), donde reconoce que la integral corresponde al area encerrada
por una semicircunferencia. Ademas, relaciona este concepto con la aproximacion de la integral
mediante la suma de areas de rectangulos, sefialando que "es negativa la altura de los
rectangulos”. Consecuentemente, aplica un signo negativo a esta integral, reconociendo que no
representa un area (ACA-ALS-LID).

Para resolver correctamente el apartado (c) de la tarea, el estudiante emplea la propiedad
de linealidad de la integral (PID). De manera similar, utiliza los mismos elementos matematicos
y sus conexiones en la Tarea N°2, con la diferencia de que considera positiva la seccion de area
ubicada bajo el eje X, como se observa en la Figura 3.

Figura 3: Respuesta del estudiante E»s a la Tarea N°2
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Fuente: Elaboracion propia

El estudiante E»s mantiene un desempefio solido en las tareas 3 y 4, conectando
correctamente los diversos elementos matematicos necesarios para su resolucion. Sin embargo,
en la Tarea N°5, el estudiante comete un error que se observa con frecuencia en los protocolos
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de resolucion de otros estudiantes (Figura 4).

Figura 3: Respuesta del estudiante Ejs a la Tarea N°5
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Fuente: Elaboracion propia

Como se observa en la Figura 4, el estudiante conecta correctamente los primeros cinco
elementos matematicos (ACA, ALS, LID, PID, TFC). Sin embargo, no logra extender el
concepto de integral definida a un intervalo no acotado a la izquierda, afirmando erroneamente
que "no se puede calcular". Este error se debe a la falta de aplicacion del limite cuando "a
tiende a -0" sobre la primitiva evaluada en [a,0], evaluando incorrectamente -co como extremo
inferior. Este error sugiere una transicion del nivel Intra-Integral al Trans-Integral y posibles
dificultades en la encapsulacion y desencapsulacion de los Objetos integral definida y Segundo
Teorema Fundamental del Calculo (construcciones 5, 11 y 13 de la DG).

Los estudiantes clasificados en el nivel Intra-Integral muestran errores al enfrentar
integrales de funciones con intervalos negativos en su dominio (Tareas N°1 y N°©2),
considerando que la integral definida siempre representa un area positiva. Esto indica una
transicion del nivel Intra-Integral al Inter-Integral y dificultades en la encapsulacion y
desencapsulacion del Objeto Segundo Teorema Fundamental del Calculo (construcciones 11 y
12 de 1a DG).

Para caracterizar la tematizacion del Esquema de Integral, se realizaron entrevistas
clinicas a los estudiantes clasificados en el nivel Trans-Integral. El objetivo fue profundizar en
las construcciones relacionadas con la seccion "Generalizaciones y extensiones del concepto de
integral definida" de nuestra Descomposicion Genética (DG). Segun nuestros datos, estas
construcciones proporcionan evidencia del tratamiento del Esquema de integral como Objeto.

A continuacion, se presentan algunos desarrollos del estudiante E1s y sus respuestas a
las preguntas formuladas durante la resolucién de nuevas tareas, ilustrando este proceso de
tematizacion.

Entrevistador: JEs posible calcular el drea entre las dos curvas en el intervalo [1, +]?

E;s: No lo sé, tendria que analizarlo. Me plantearé la integral para intentar calcularlo (piensa
un minuto). Si separo las integrales. La primera integral no converge, por tanto, ....
Entrevistador: ;Qué quieres decir con no converge? ; Es posible calcular el area?

E;s: Aun no los sé, pero veo que no puedo separar porque seria como separar en dos limites
cuando uno de ellos no existe y eso no lo podria hacer.
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Entrevistador: ;Y qué vas hacer con la primitiva?
Eis: Voy a evaluarla para un intervalo [1,b] y luego veré qué sucede al hacer que b tienda a

00,
5 (—',W)J F(x) (V'ﬂﬁ‘) ]‘n(—\h%—/n

Entrevistador: ;Supongo que esta es tu primitiva evaluada entre x=1 y x=b?(apuntado lo
escrito por E;5) ;y ahora qué vas hacer con ella?

E;s: Solo tendria que analizar que sucede si b crece mucho, es decir, si tienda +o (el estudiante
escribe)

El estudiante E1s demuestra flexibilidad en el uso de todos los elementos matematicos
definidos, adaptando los Procesos encapsulados en los Objetos integral definida y Segundo
Teorema Fundamental del Calculo (construcciones 5 y 11 de la DG). Ademas, coordina los
Procesos 12 y 13 de la DG, lo que le permite determinar el area acotada por ambas funciones.

La capacidad de los estudiantes E9 y E1s para extender o generalizar la nocion de integral
definida a intervalos no acotados o funciones no acotadas, basandose en sus conocimientos
previos sobre integral definida y limite, es el indicador clave que evidencia el tratamiento del
Esquema de integral como Objeto, es decir, su tematizacion.

6 Conclusiones

El analisis de los cuestionarios reveld marcadores significativos de transicion entre los
niveles de desarrollo del Esquema de integral. La progresion del nivel Intra-Integral al Inter-
Integral se evidencia cuando los estudiantes logran generalizar la integral definida a funciones
en intervalos negativos. El avance del nivel Inter-Integral al Trans-Integral se manifiesta en la
capacidad de extender conocimientos a integrales impropias de primera y segunda especie.

Se identificaron oportunidades de mejora en construcciones clave de la DG,
particularmente en la encapsulacion y desencapsulacion de los Objetos integral definida y
Segundo Teorema Fundamental del Calculo (construcciones 5 y 11). La incorporacion de
actividades adicionales en el ciclo ACE promete fortalecer estas estructuras mentales.

Las entrevistas clinicas corroboraron la tematizacion del Esquema en los estudiantes
clasificados en el nivel Trans-Integral. Estos demostraron notable consistencia y flexibilidad al
extender y generalizar la nocion de integral definida al andlisis de integrales impropias. Su
capacidad para tratar el Esquema de integral como un Objeto, aplicando nuevas acciones y
procesos como el andlisis de la integral con un proceso de limite, confirma un alto nivel de
comprension y dominio del concepto.
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