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Exploraciao ontossemidtica das trajetorias didaticas mobilizadas por
estudantes na resolucio de uma situacao-problema sobre Integral Definida

Ontosemiotic exploration of mobilized didactics trajectories by students in solving
question about Definite Integral

Janine Freitas Mota?!
Jodo Bosco Laudares?

Resumo: Este trabalho, recorte de uma pesquisa de doutorado, objetiva explicitar e analisar,
sob a perspectiva do Enfoque Ontossemiotico do Conhecimento e da Instrucdo Matematica
(EOS) e do Conhecimento Didatico-Mateméatico (CDM) do professor, como dez estudantes de
Licenciatura em Matematica mobilizaram competéncias e desenvolveram conhecimentos na
resolucdo de uma situagdo-problema sobre Integral Definida. A coleta de dados seguiu os
aspectos metodologicos da Engenharia Didatica, interpretados conforme o EOS. A analise dos
dados revelou que a experimentacdo aprimorou os conhecimentos dos estudantes sobre a
Integral Definida, abrangendo: conexdes entre teoria e pratica com contextos intra e
extramatematicos; formalizagcdo e generalizagdo de conhecimentos; mobilizacdo de
competéncias; desenvolvimento da autonomia; interdisciplinaridade; uso de diferentes tipos de
registros de representacdo e mobilizacao de processos cognitivos.

Palavras-chave: Exploragdo Ontossemiotica. Trajetorias Didaticas. Integral Definida.
Conhecimento Didatico-Matematico

Abstract: This scientific work, as a doctoral program task, aims to explain and analyse, from
the perspective of Ontossemiotic Approach to Knowledge and Mathematical Instruction (OAK)
and in the Didactic-Mathematical Knowledge of the teacher (DMK), how 10 (ten) Degree
Mathematics students developed skills and knowledge in solving question about Definite
Integral. The data search used methodologic aspects from Didactic Engineering, which were
interpreted according OAK. The data analysis revealed the experimentation improved the
students knowledge about Definite Integral, covering: connections between theory and practice
in intra and extra-mathematics contexts; building and widespread of knowledge of
Mathematics; skills and autonomy development; interdisciplinarity; use of different types of
representation records and cognitive processes development.

Keywords: Ontosemiotic Exploration. Didactics Trajectories. Definite Integral. Didactic-
Mathematical Knowledge.

1 Apresentacdo do contexto e importancia do estudo sobre Integral Definida

Neste artigo, apresentamos uma parte dos dados obtidos na conclusdo da pesquisa de
doutorado conduzida pela primeira autora. A investigagdo completa pode ser encontrada em
Mota (2021). O estudo teve como objetivo investigar a mobilizacdo de competéncias e o
desenvolvimento de conhecimentos didatico-matematicos por licenciandos em Matematica
durante a implementac¢do de uma proposta didatica. A referida proposta abordou significados
da Integral Definida de fungdes reais de uma variavel real com o uso de tecnologias digitais.
Neste recorte, optamos por explicitar e analisar como os estudantes mobilizaram competéncias
e desenvolveram conhecimentos, sob a perspectiva do Enfoque Ontossemiotico do
Conhecimento e da Instru¢do Matematica (EOS) e do Conhecimento Didéatico-Matematico
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(CDM) do professor, na realizagdo de uma das situagdes-problema exploradas na pesquisa.

O ensino da Integral Definida ¢ essencial no curriculo da Licenciatura em Matematica,
pois abrange conceitos fundamentais do Célculo e suas aplicagdes. Contudo, devido a sua
complexidade, muitos estudantes encontram dificuldades em visualizar e formalizar esses
conceitos. Tradicionalmente, o curriculo organiza o ensino da Integral Definida ap6s o estudo
da Integral Indefinida, dos Limites e das Derivadas, enfatizando sua importancia na resolucao
de problemas interdisciplinares, especialmente na Fisica e em outras areas do conhecimento.
No entanto, pesquisas sobre ensino de Célculo destacam dificuldades em associar o Limite a
Integral, conforme discutido em Mota (2023). A pesquisadora, primeira autora deste trabalho,
argumenta que, para superar essas dificuldades, ¢ necessario adotar abordagens que
transcendam as técnicas algébricas, priorizando os significados e aplicacdes da Integral
Definida no ensino universitario das Ciéncias Exatas.

Nesse sentido, ressalta-se que a Integral Definida tem diversas aplica¢des, incluindo o
calculo da medida de area sob uma curva, comprimento de curvas e volume de so6lidos de
revolucdo. Essas aplicagdes abrangem tanto contextos intramatematicos (relacionados
exclusivamente a objetos matematicos) quanto extramatematicos (que incluem elementos
externos ao campo matematico), conforme preceitua Godino (2012).

Na constituicdo da problematizagdo da pesquisa, foram analisados estudos como o de
Turégano (1998), que enfatiza a necessidade de mudanga de foco conceitual na abordagem da
Integral Definida, destacando as dificuldades dos estudantes em relacionar a medida da area ao
processo de somatorio, em que a area deixa de ser um objeto geométrico e passa a ser o resultado
de um célculo. Sao mencionadas barreiras na compreensao dos elementos da Integral de
Riemann, na integracdo e na aproximac¢do do célculo da medida da éarea, baseada no teorema
da existéncia das somas.

Pesquisas referentes ao ensino de Célculo com énfase na Integral Definida indicam que
as potencialidades desse objeto matematico para a constru¢do do conhecimento sao
frequentemente subexploradas — existe uma relacao insatisfatoria entre o que se ensina € o que
se aprende sobre Integrais, Limites e Derivadas, como ressalta Figueiredo, Siple, Longen e
Boeing (2013, p. 1581): “apesar de sua grande importancia, o ensino da Integral limita-se,
muitas vezes, a memorizagdo de técnicas de integracdo. Muitos alunos saem de um curso de
Célculo sem entendé-las nem sequer relaciona-las com limites e derivadas”.

Ha estudos com proposi¢cdes de acdes interativas com o uso de tecnologias digitais,
atividades de modelagem e resolucdo de problemas com aspectos interdisciplinares, conforme
indicado por Melo (2002), Mota e Abar (2020), entre outras pesquisas.

Nesse contexto, este estudo propde responder: De que forma a resolugdo de uma
situacdo-problema, que aborda a Integral Definida, com suporte de tecnologias digitais, pode
contribuir para a mobilizagdo de competéncias e o desenvolvimento de conhecimentos didatico-
matematicos de estudantes de Licenciatura em Matematica?

Na proxima secdo, apresentamos consideracdes acerca do Enfoque Ontossemidtico do
Conhecimento e da Instru¢do Matematica (EOS)3 (Godino, 2012; Godino, Batanero & Font,
2008) e o Conhecimento Didatico-Matematico (CDM)* (Godino, 2009; Pino-Fan & Godino,
2015), referenciais que subsidiaram a pesquisa realizada.

3 Teoria em evolugdo desde 1990, que tem como principal pesquisador Juan Diaz Godino, professor da Universidade de
Granada, na Espanha, lider do grupo de pesquisa Teoria y Metodologia de Investigacion em Educacién Matematica.

4 O CDM, desenvolvido por Godino e colaboradores, compreende categorias que analisam os conhecimentos didatico-
matematicos do professor e abrange aspectos relacionados a prética didatica e ao conhecimento do conteddo matematico,
destacando a importancia da formag&o continua e do desenvolvimento profissional dos professores de Matemética.
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2 EOS e CDM: subsidios teorico-metodoldgicos utilizados na elaboracdo e
implementacéo da situacgéo-problema

O EOS apresenta ferramentas tedricas para articular o pensamento (ideias matematicas),
a linguagem matematica (signos), os objetos, as situagdes de ensino e de aprendizagem e outros
fatores que impactam esses processos. Essa abordagem inclui ferramentas que podem ser
utilizadas na analise de questdes relacionadas aos aspectos epistémico (conhecimento didatico-
matematico do conceito), cognitivo (conhecimento de como os estudantes aprendem), afetivo
(conhecimento afetivo, emocional, atitudinal, crencas sobre objetos), interacional
(conhecimento sobre o ensino de Matematica), mediacional (conhecimento de recursos) e
ecoldgico (conhecimento das relagdes entre o contetido matematico e outras disciplinas, fatores
curriculares, socioprofissionais, politicos, econdomicos) (Godino, 2017).

O ensino de Matematica demanda que o professor domine um conjunto complexo de
conhecimentos didaticos e matematicos. Segundo Godino (2009), o professor deve ser capaz
de organizar o ensino, criar atividades de aprendizagem adequadas, utilizar recursos didaticos
eficazmente e compreender as condi¢des que facilitam o ensino e a aprendizagem. Esses
principios fundamentam o modelo tedrico do Conhecimento Didatico-Matematico (CDM),
desenvolvido no contexto do EOS e investigado em estudos subsequentes (Godino, 2009; Pino-
Fan, Godino & Font, 2013, Pino-Fan & Godino, 2015; Godino, 2017). As categorias do CDM
ajudam a identificar e analisar os conhecimentos e competéncias necessarios para aprimorar o
ensino da Matematica, oferecendo um quadro tedrico para avaliar e aperfeicoar a pratica
docente.

A situacao-problema abordada neste artigo integra uma proposta didatica para o estudo
da Integral Definida, implementada na pesquisa de Mota (2021). Essa proposta se fundamenta
na estrutura tedrico-metodolégica do Enfoque Ontossemidtico do Conhecimento e da Instrucao
Matematica (EOS) (Godino, Batanero & Font, 2008; Godino et al., 2013), articulada com a
Engenharia Didatica (Artigue, 1991). Foram delineadas trajetorias didaticas que incluiram o
uso de diversas representacdes, a interdisciplinaridade com contextos intra e extramatematicos
e tecnologias digitais. No EOS, uma sequéncia de configuragdes didaticas orientada para a
resolucdo de um tipo de situagdo-problema, ou de aprendizagem de um contetido especifico,
constitui uma trajetoria didatica. Foram considerados diversos aspectos no desenvolvimento da
pesquisa, incluindo a natureza e a emergéncia dos objetos matematicos a partir das praticas e
configuragdes matematicas, bem como a compreensdo desses como uma competéncia
desenvolvida pelos estudantes (Font, 2011). A conexdo tedrica foi estabelecida com os
Registros de Representagdo Semidtica (TRRS) (Duval, 1993, 2009), e a resolucao de situagdes-
problema foi analisada levando em conta o comportamento do sujeito nas praticas operacionais
e discursivas (Godino, 2011). A investigagdo também incluiu a andlise dos processos na
atividade matematica, incluindo sequéncias cognitivas e epistémicas (Godino, Batanero & Font,
2008), além da implementacdo de processos instrucionais por meio de configuracdes e
trajetorias didaticas. Finalmente, houve a categoriza¢do e andlise do conhecimento didatico-
matematico (Godino, 2009), essencial para a compreensdo do desenvolvimento dessas
competéncias.

3 A situacdo-problema implementada e analisada

A proposta didatica desenvolvida contemplou as seis entidades primarias do EOS:
elementos linguisticos; situacBes-problema; conceitos/definicdes; proposicdes/propriedades;
procedimentos; argumentos. As atividades, iniciadas com situagdes-problema que evocam
objetos matematicos, buscaram promover a compreensao do conceito de area de uma regido
limitada por uma curva fechada, a partir de perspectivas grafica, algébrica e numérica. Tais
atividades envolveram préaticas matematicas manifestadas na resolucdo de sequéncias de
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tarefas, constituindo-se em subconfiguracdes, constando de construgfes indicadas para
realizacdo no GeoGebra, além de questionamentos com o objetivo de estimular os processos
cognitivos dos estudantes. Foram utilizadas as nocdes de configuracdo epistémica® e
configuracdo didatica® para auxiliar os estudantes a identificar alguns significados da Integral
Definida. A situacdo-problema, destacada neste artigo, compds a Unidade 1, denominada
“Institucionalizacdo do conceito de Integral Definida” e esta destacada na Figura 1.

Figura 1: Situacdo-problema 1 da Unidade 1 — Introducéo a definigéo de Integral de Riemann

Atividade 1: Introdugiio & defini¢do de Integral de Riemann
A atividade ¢ constituida de tarefas experimentais com o uso do GeoGebra para o estudo de uma
Soma de Riemann, como ferramenta para o calculo de medida de area.

Objetivos: Estimar medidas de areas, utilizando aproximagdes finitas, usando como ferramenta
tecnologica o soffware GeoGebra, considerando uma fungdo f continua, em um determinado
intervalo, em que f(x) = 0.

Metodologia: Utilizar as aproximagdes finitas com o GeoGebra.

Duracio prevista: 3 b/a

Situa¢do-Problema 1: Suponhamos que a prefeitura da cidade de Montes Claros necessite de que
uma determinada empresa faga uma reforma no Parque Municipal Guimardes Rosa, localizado na
Avenida José Corréa Machado, bairro Ibituruna, e, para isso, precisa obter a medida da area desse
Parque. Como obter a medida aproximada de sua area tendo como referéncia o mapa gerado pelo
aplicativo Google Maps?

Fonte: Mota (2021, p. 152)

As primeiras tarefas indicadas na atividade possibilitaram aos estudantes a construcéo
apresentada na Figura 2.

Figura 2: Imagem ajustada ao eixo das abscissas

&

Fonte: Mota (2021, p. 158)

A atividade aborda termos essenciais para a compreensdo da Integral Definida, no
sentido de Riemann, incluindo a divisdo dos intervalos em partes infinitamente pequenas, o
calculo do somatdrio das medidas de areas dos retangulos aproximantes’ e o uso do limite desse
somatorio com a quantidade de retdngulos tendendo a infinito. H4, ainda, a men¢do aos
limitantes inferior e superior, bem como a introducdo a notacdo de Leibniz para a Integral
Definida. Foram utilizados os elementos: linguagem verbal (conceitos e proposicdes);
representacdes graficas (no GeoGebra); numérica (valores aproximados); computacional (no
GeoGebra); simbdlica (simbolos matematicos) e analitica (expressdes algébricas). Os
estudantes aplicaram proposicoes, propriedades e procedimentos matematicos, fazendo
conjecturas, generalizac@es e justificativas.

5 As configuragdes epistémicas sio compostas pelos objetos que intervém e emergem dos sistemas de préticas matemaéticas em
diferentes contextos de uso. Um objeto matematico pode ter varias configura¢des epistémicas e essas carregam um significado
parcial diferente para aquele objeto matematico (Font & Godino, 2006).

6 Uma configuragio didatica estd associada a uma configuragio epistémica, isto €, uma tarefa, os procedimentos requeridos
para sua solugdo, linguagens, conceitos, proposi¢des e argumentagdes (Godino, Batanero & Font, 2008).

” Denominam-se retangulos aproximantes os n-ésimos retangulos que compdem uma Soma de Riemann.
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Nessa atividade, foram aplicados alguns dos dezesseis processos do EOS descritos por
Godino, Batanero e Font (2008). Esses processos incluem comunicagédo, problematizacéo,
definigéo, enunciacdo, desenvolvimento de procedimentos e argumentacdo, 0s quais emergem
dos objetos matematicos como parte do processo cognitivo e epistémico. A Figura 3 ilustra a
inter-relacdo desses elementos na atividade.

Figura 3: Representac@o ontossemidtica dos conhecimentos matematicos
INSTITUCIONAL

PRATICAS

OPERATIVAS  DISCURSIVAS

PESSOAL

Fonte: Adaptado de Godino, Batanero e Font (2008, p. 18)

Na secdo seguinte, passaremos a descricdo das trajetorias didaticas realizadas para a
resolucéo da situacdo-problema em destaque, bem como dos elementos de analise utilizados.

4 Trajetorias didaticas e elementos de analise

A implementacao da situagdo-problema culminou em trajetérias didaticas. A analise
focou na descri¢do do contetido abordado, nos padrdes de interagdio entre os estudantes®, no
reconhecimento de conflitos cognitivos e interativos, e nas formas como esses foram resolvidos.
O EOS forneceu ferramentas para analise, conforme mostrado no Quadro 1.

Quadro 1: Niveis de analise propostos no EOS

Praticas Matematicas e Didaticas Descricdo das acOes realizadas para resolver atividades
matematicas e contextualizar os conteidos.
Configuracdes de Objetos e Processos | Identificacdo dos objetos e processos matematicos e
didaticos envolvidos nas praticas.

Normas e PadrBes Identificacdo das regras, habitos e normas que
condicionam o processo de estudo.
Adequacdo Didatica Avaliagdo da pertinéncia das acgbes realizadas, dos

conhecimentos mobilizados e dos recursos usados no
ensino de um tema especifico, além de identificar
melhorias.

Fonte: Godino (2009)

Os niveis descritos integram uma abordagem epistemologica e sociocultural,
considerando o contexto institucional e social dos processos de ensino e de aprendizagem. A
andlise didatica caracterizou as configuragdes didaticas, epistémicas e instrucionais, bem como
as aprendizagens construidas, todas interagindo na trajetoria didatica por meio de praticas
operativas e discursivas.

8 Optamos por pseudénimos para garantir o anonimato dos estudantes.
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As respostas dos estudantes revelaram suas compreensdes acerca da Integral Definida,
sendo analisadas as praticas, identificados os processos mobilizados, as dificuldades e os
conflitos semiodticos. Esses elementos sdo detalhados em Mota (2021). A linguagem, as
representacdes, as relacdes e os argumentos sdo destacados para validar e explicar as
proposigdes. Foram analisados os protocolos das duplas de estudantes, utilizando segmentos de
transcricdo de Fatos Didaticos Significativos® (FDS) para identificar e avaliar as trajetorias
didaticas.

5 Préaticas matematicas e didaticas referentes a situacao-problema em destaque

Os estudantes foram incentivados a usar uma representacdo ostensiva de conceitos,
proposi¢des, procedimentos e argumentos para avaliar a adequagdo das agdes. A atividade
estimulou a transi¢do entre representagdes grafica, numérica e analitica, resultando no esquema
produzido (Figura 4), inspirado na TRRS (Duval, 1993, 2009).

Figura 4: Esquema que representa fungdes semidticas em termos de representagao

Representacao
Gréfica
Representacao Repres:en@agéo
Numérica Algébrica
Representacao
Analitica

Fonte: Adaptado da TRRS (DUVAL, 1993, 2009)

Os estudantes articularam, favoravelmente, os registros na lingua materna, algébrica,
grafica e numérica, o que foi evidenciado a partir de protocolos escritos ou digitais das duplas.
As praticas realizadas serviram como base para que os estudantes formulassem hipoteses,
conjecturas e comunicassem a resolugdo da situagao-problema.

As relagdes entre os objetos e processos matematicos foram mobilizadas pelo uso de
processos intuitivos, visando a compreensdo dos conceitos da Integral de Riemann. Nesse
contexto, distinguiram-se dois tipos de argumentacdo, conforme Duval (2009): retorica
(justificativa verbal) e heuristica (justificativa da eficacia). Esses tipos de argumentagdo
emergiram enquanto os estudantes realizavam os procedimentos necessarios para resolver a
situacdo-problema, acompanhados de discussdes e comentarios entre si, demonstrando a
integracdo entre os aspectos operacionais e discursivos do processo de aprendizagem.

Passaremos ao detalhamento da analise a priori e a posteriori das praticas operativas e
discursivas realizadas na resolugdo da situacao-problema especificada.

5.1 Praticas operativas e discursivas realizadas para resolucio da situacio-problema em
destaque, analisadas a priori e a posteriori

Os estudantes foram guiados para a compreensdo conceitual da medida de area da regiao
abrangida entre a representagdo grafica de uma fungdo continua f e o eixo das abscissas, em
um intervalo [a, b], partindo do limite das somas das medidas das areas dos retangulos
sobrepostos a regido, chegando a uma Soma de Riemann e a relagdo do valor numérico com a
medida aproximada da superficie do Parque Guimardes Rosa'’, proposto no contexto da

Conforme Godino, Rivas, Arteaga, Lasa e Wilhelmi (2014), um fato didatico é significativo se as acBes ou préticas didaticas
que o compdem desempenham um papel, ou admitem uma interpretagdo, em termos do objetivo instrucional pretendido. Os
FDS ajudam a delimitar configuragdes didaticas ligadas a resolugdo das situagdes-problema e aos componentes epistémicos,
cognitivos ou instrucionais.

10 0 Parque Guimardes Rosa foi citado na situagio-problema devido a sua relevancia no contexto regional da pesquisa.
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situacdo-problema. Uma func¢do semidtica do tipo representacional foi estabelecida, porque a
medida da area ¢ representada com um valor numérico e por meio de outras representagoes:

grafica (com o GeoGebra), algébrica e analitica (como em Area(R) = fab f(x) dx). Aatividade

visou solidificar conceitos por meio da conversao para a representacdo numérica, alcangando o
objetivo de calcular a medida da area do Parque e transformar escalas graficas.

A Figura 4 representa a decomposi¢cdo da Atividade em trés Configuracdes Didaticas
(CD), (CD1), (CD2) e (CD3), compostas por praticas, identificadas por P1.1 e subsequentes,
que resumem as tarefas solicitadas, conforme apresentado de forma completa em Mota (2021).

Figura 4: Configuragdes Didaticas — Atividade 1 da Unidade 1
Configuracio Didatica 1 da Atividade 1 (CD1.1): Mampulacdes no software GeoGebra para
alocacdo da figura e preparacio para realizacio de reflexdes — 1° ao 4° passo da Atrwvidade 1.

P1.1 Preparacio da imagem do mapa do Parque no GeoGebra: Inserir e posicionar, adequadamente,
a imagem do mapa do Parque na area grafica do software. observando o sistema de eixos cartesianos.
Coincidir uma extremidade do mapa do Parque com o eixo das abscissas. Cnar um polinémio que
representa uma das extrermdades da regiio que expressa a superficie do Parque. Cnar retas
perpendiculares ao erxo das abscissas para delinutar o mtervalo em que a regiio que representa a
superficie do Parque esta representada no plano cartesiano.

P1.2 Realizacio da aproximacio da medida da area da regiiio que representa a superficie do Parque,
utilizando recurso do GeoGebra: Inserir o comando SemaRetdngulos. Variar o numero de retangulos
utilizados. Identificar o valor numérico relacionado a medida aproximada da area.

Configuracio Didatica 2 da Atividade 1 (CD1.2): Institucionalizacio dos objetos matematicos que
compdem uma Soma de Riemann — 5° passo da Atrvidade 1

P2.1: Expennmentacio das medidas dos elementos dos retangulos sobrepostos a regifio que representa
a superficie do Parque. quando se altera o numero de retangulos.

P22 - Representaciio algeébrica da soma das medidas das areas dos retangulos sobrepostos, usando

somatério (L= A = A; + 4, + -+ A4; + -+ 4,). sendo Ay a area do primeiro retingulo. Az a

area do segundo retingulo e A, a area do e-nésime retangulo; e a relacdo do nimero de retangulos

utilizados com wma melhor aproximacio da soma das medidas das areas dos retangulos, com a medida

da area da regiiio que representa a superficie do Parque.

P2.3: Interpretacio algébrica da divisdo do intervalo [a, b] em subintervalos menores e regulares.
lb;al = Ax. sendo [a,b] o intervalo considerado, n o mamero de

retangulos sobrepostos a superficie do mapa e Ax a medida dos subintervalos.

Institucionalizagdo da relacio

P2 4: Institucionalizacdo da escolha das alturas f(c;) dos retangulos sobrepostos a regifio que
representa a superficie do Parque.

P2 5: Institucionalizacio da representacio algebrica da medida da area do e-nésimo retangulo:
An = fen) - Ax
P2.6: Institucionalizacio da soma das medidas das areas dos retangulos:
R = fle) - Bx+£(e) - Ax+ o+ fles) - Ax+ -+ f(e,) - Ax = ) 4,
E=1

Configuracio Didatica 3 da Atividade 1 (CD 1.3): Aplicacio da Integral Definida para calculo da
regifio representada pelo mapa do Parque — tarefas 14 e 15 do 5° passo, 6° passo da Atrvidade 1

P3.1: Institucionalizagéo da relacio do limite com o conceito das somas mnfinttesimais:
Area = lim R,, = li_}m [fley)-dx 4+ fez) - Ax + 4 fez) - Ax + -+ f(c,) - Ax]
fi—oo n—+oo
F3.27 ASS0C1aCA0 O CONceito de linute ao de Integral, usando a Ionmaliza¢ao matematica:
Area = lim 2 fle)-Ax = _fab f(x)dx para fungdes continuas, em que f(x) = 0. em [a, b].
n—oo

P3 3: Calculo da proporcionalidade entre a medida aproximada da area da regifio que representa a
superficie do Parque Gumaries Rosa, obtida no GeoGebra, e a medida aproximada da area desse
Parque.

Fonte: Mota (2021, p. 193-194)
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A andlise a priori das praticas da CD1 considerou experimentagdes no GeoGebra para
desenvolver a ideia intuitiva da Integral Definida para o calculo de medida de area. Esperava-
se que os estudantes delimitassem algebricamente o mapa do Parque no plano cartesiano. A
visualizagdo de retdngulos sobre o mapa permitiu calcular a aproxima¢do da medida da area,
revelando um erro devido a imperfeita adaptagao dos retdngulos a superficie. Esse erro poderia
ser reduzido, ao diminuir a base dos retangulos e aumentar sua quantidade. Apos a
implementagdo da CDI1, esperava-se que os estudantes apresentassem a tela no GeoGebra,
conforme mostrado na Figura 6.

Figura 6: Tela do GeoGebra referente as praticas inerentes a CD1

 Algebra X | » Janela de Visualizagho

n= 66
@ F-(558,1.36) B e —
® G-(7.74,314) @

@ lista - ({0.72, 1.3), {1.84, 1), (3.46, 0.84), (5.58, 1.36), (7.74, 3.14))
® g(x) = 0x* +0x" 4 0.03x* —0.37 x + 1.55

® H=(830)

® nx=0

® x=83 +
® n=66

® a-123

® 1=(0.68,3.56)
® J=(242,356)
® =174

Fonte: Mota (2021, p. 196)

Na analise a posteriori das praticas da CD1, todas as duplas utilizaram o GeoGebra e
manifestaram a reflexdo discursiva, manipulando a tecnologia com poucas dificuldades e
expondo argumentos, conforme exemplificado no didlogo dos estudantes:

ELBA: Temos que colocar uma reta perpendicular a’y = 0. Mas a reta ficou em cima
do eixo x. Parece que o comando ndo deu certo.

FRANCIELE: Apaga e clica de novo para criar uma perpendicular ali.

ELBA: Nesse caso, vou criar uma perpendicular a esse ponto?

FRANCIELE: Ndo, tem que ser perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto H e
outra passando pelo ponto A. Acho que é assim... tenta ai.

FRANCIELE: Ndo, tem que ser perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto H e
outra passando pelo ponto A. Acho que é assim... tenta ai (Mota, 2021, p. 197).

A analise do arquivo do GeoGebra dessa dupla revelou um erro na construg¢ao da reta
perpendicular ao eixo das abscissas. Esse equivoco destacou a capacidade da dupla de
reconhecer o erro, demonstrando seus conhecimentos prévios e habilidades de interpretacao e
comunicacao de conceitos matematicos.

A visualizagdo foi essencial, pois ajudou na compreensdo da aproximagao da medida da
area do Parque, conforme didlogo dos estudantes ao realizarem a pratica P1.2:

LI’JDIMIL'A: Tem que ir na barra de entrada, olha la soma dos retangulos.

TULIO: E verdade o erro que tera. Olha para vocé ver, se usarmos apenas um
retdngulo o erro serd muito grande. Olha os retdngulos sendo criados, que massa!
Eu sei no quadro, mas estou falando no GeoGebra!

LUDIMILA: Quanto mais retdngulos, mais exata fica a drea.

TULIO: Verdade, usando mais retangulos, a area do Parque fica mais aproximada.
Mota (2021, p. 197)

Nesse caso, Tulio relatou sua habilidade em calcular a Integral Definida por meio de
algoritmos, destacando que o uso do GeoGebra para visualizacdo grafica auxilia na
compreensdo das diferentes representacdes. Ludimila contribuiu com a observagdo de que “a
medida da base dos retangulos se reduz a medida que o nimero de retangulos cresce”. Desse
modo, a integracdo das representagdes no GeoGebra promoveu o desenvolvimento de
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habilidades cognitivas, como exploragdo, formulagdo de conjecturas, refutacio e abstragdo.

Referente aos conceitos, foram evidenciadas algumas dificuldades de compreensdo dos
estudantes em relagao aos conceitos de Geometria Plana e outros.

Na andlise a priori das praticas da CD2, considerou-se que os estudantes utilizariam
representacdes natural e simbdlica, aliadas ao raciocinio intuitivo e experimental, para transitar
da particularidade a generalizagdo de problemas. A atividade engajou objetos ostensivos
(simbolos e graficos) e ndo ostensivos (definicdes e conceitos). A representagdo grafica no
software teria o potencial de melhorar a visualizacdo ¢ manipula¢do de conceitos abstratos,
promovendo uma aprendizagem mais acessivel e significativa.

Nessa configuragdo, foram abordados conceitos relacionados a série de somas
sucessivas (P2.2). A atividade matematica engloba as agdes de familiarizagao dos estudantes
com a notagdo sigma (3}), necessaria na defini¢do de Soma de Riemann. Como discutido por
Duval (2009, p. 15), “as representagdes semioticas nao sao somente indispensaveis para fins de
comunicacao, mas necessarias ao desenvolvimento da atividade Matematica”. Foi conjecturado
que os estudantes aprimorariam a escrita matematica generalizada, partindo das observagoes
das experimentagoes.

A linguagem envolveu diferentes registros de representagdo semidtica associados ao
conceito de medida de area, incluindo o registro ostensivo (A soma das areas dos retangulos se
aproxima da medida da area da superficie que representa o Parque.), o registro discursivo nas
proposicdes (A medida que a base dos retangulos tende a zero e a quantidade de retangulos
aumenta, a aproximacao da medida da area do Parque se torna mais precisa.) e o registro de
procedimentos (Diminuir a base dos retangulos ajusta-os de forma mais adequada a superficie
representada pelo mapa do Parque.). Esperava-se que os estudantes utilizassem esses objetos
na elaboragdo de argumentos solidos para tomar decisdes relacionadas as praticas e para
fornecer respostas satisfatorias as tarefas apresentadas.

Sobre a andlise a posteriori inerente as praticas da CD2, verificou-se que as duplas
observaram as propriedades e argumentos presentes na conceitualizagdo matematica das
medidas das bases e alturas dos retangulos, o que as levou a abordagem grafica e tedrica de
uma Soma de Riemann. Conforme Turégano (1998), a esséncia na evolugao da compreensao
do conceito de limite que constitui a Integral de Riemann ¢ a identificag¢do, aqui possibilitada
pelo registro geométrico-grafico, da altura dos retangulos, situagdo que convence o estudante
de que existe um niimero que mede a altura dos retangulos e que esse numero se relaciona com
a imagem da fun¢do f considerada. Foram realizadas, pelas duplas, a leitura de textos
matematicos ¢ a interpretacdo dos conceitos no contexto da situacdo-problema proposta,
escrevendo o somatdrio de forma genérica, como Z’le(Ax - f (ci)), (comi=12,.., n).

Foi possivel perceber os processos mentais usados pelos estudantes na generalizacdo da
amplitude Ax, observados neste didlogo:

ELBA: Se utilizamos 4 retangulos no intervalo [1,5], cada retangulo tera base com
medida I unidade. Olha s6 na tela...

FRANCIELE: Entdo delta x iria ser igual a um.

ELBA: A conta seria (5-1), dividido por 4. E se tivermos Xg,Xq,X5,X3,X4 ... A
primeira parte pode ser x; — x,. Depois x, — x1 ... Eu creio que seja assim.
FRANCIELE: Aqui seria x, — x5. De modo geral, delta x é igual a x superior menos
o x inferior do subintervalo. Entdo, podemos escrever X,, — Xp_.

ELBA: Mas na atividade fala Ax = x;—x;_,

FRANCIELE: E a mesma coisa, s6 trocou o npor i. Mota (2021, p.202)

A estudante Elba inicia particularizando o calculo da medida de cada subintervalo, para
depois identificar a forma genérica de expressar a amplitude dos subintervalos.

A pesquisadora menciona dificuldades observadas na sequéncia da P2.3, enfrentadas
por outra dupla, que tentava generalizar a amplitude Ax para [a, b] com n retangulos,
explicitadas neste didlogo:
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BRUNO: Como falo da medida do intervalo de uma forma geral? Eu sei a medida
desse subintervalo especifico. Para saber a medida de qualquer um é so fazer x;—x;_,
como fala na atividade. Mas, professora, como posso falar da medida de qualquer
subintervalo, considerando o intervalo [a, b] todo, com a quantidade de retdngulos
sendo variada? Aprendemos muito, mas ndo sabemos expressar (Mota, 2021, p.
202).

O estudante Bruno tentou generalizar a medida do subintervalo, buscando uma regra de
construcdo ao variar a quantidade de retdngulos. A pesquisadora destaca a dificuldade da
representacao escrita capturar a complexidade do pensamento matematico.

E possivel perceber, nas primeiras tarefas discursivas, como cada dupla manifestou seus
conhecimentos. O Quadro 3 apresenta as respostas de duas duplas as tarefas propostas na pratica
P2.1 — O que vocé pode notar a respeito da ocupagdo fisica dos retangulos sobre a drea do
Parque, a medida que aumentamos o numero de retangulos?

Quadro 3: Protocolo das duplas Mariana e Jair, ftalo e Luiz referente a Situagio-Problema em destaque

Duplas Protocolo transcrito
Mariana e | Que ao movimentar o controle deslizante, a ocupacdo dos retangulos vai diminuindo,
Jair obtendo, assim, uma distancia menor com mais retangulos nessa area.

italo e Luiz | Ao aumentar o nimero de retangulos, estes ocupam a area da figura do parque, de
forma que a soma das areas dos retangulos se aproxima da medida da area do parque.

Fonte: Mota (2021, p. 204)

Na anélise das respostas das duplas, os estudantes {talo e Luiz conseguiram converter
corretamente a proposicdo matematica para o registro de linguagem verbal de maneira
adequada. Outras duplas apresentaram respostas semelhantes. Contudo, Mariana e Jair tiveram
dificuldades em realizar essa conversao, ndo conseguindo estabelecer uma linguagem verbal
coerente ao descrever a “ocupacdo dos retangulos”, inicialmente afirmando que “a ocupagao
dos retangulos vai diminuindo”, o que indica um obstaculo na transi¢ao entre registros de
representacao semiotica. Posteriormente, eles corrigiram essa interpretacdo ao afirmar que
“cada retangulo representa uma porcao da area do Parque” e que “o nimero de retangulos
necessarios para cobrir toda a area deve tender ao infinito”. A dificuldade de Mariana e Jair
pode estar associada a sua competéncia em transitar entre diferentes registros de representagao
semidtica, especialmente na conversao das observagdes feitas no experimento matematico para
uma representagdo formal e simbdlica, conforme proposto por Duval. Godino (2017) diz que,
para se observar a compreensao pessoal, ¢ preciso analisar as praticas pessoais (significados)
estabelecidas, com vistas a entender a relacdo entre as facetas epistémicas e cognitivas do
conhecimento matematico. Assim, quando se pretende analisar a compreensao de um individuo
emrelacdo a um dado objeto, as praticas observadas sdo os indicadores empiricos que permitem
efetuar essa avaliagao.

Ao analisar os protocolos referentes as respostas da tarefa “O que acontece com a
medida da base de cada um dos retangulos quando aumentamos a quantidade total desses?”,
observou-se que, embora a maioria das duplas tenha respondido corretamente utilizando a
linguagem natural, apenas os estudantes Gisele e Bruno recorreram a representagao simbolica.
Isso evidencia uma afinidade maior com esse registro de representagdo, demonstrando maior
atencdo a formalidade da linguagem simbodlica usada na Matematica, como destacado no
protocolo apresentado na Figura 7.

Figura 7: Protocolo da dupla Gisele e Bruno
Qs = toe = Ax -» Q s Ax ‘(“(‘mam&h o “\\\I\LI‘LL AL Q‘rm.,
?\1\ R\“mrkubx DNy ?mf:mm t)a m‘j\u\kmﬁut'm -
A
Fonte: Mota (2021, p. 205)
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As praticas matematicas realizadas na CD2 tiveram o potencial de estimular a habilidade
de fluéncia da linguagem matematica que os estudantes possuiam, além de impulsionar a
revisdo ou complementagdo dessa fluéncia com representagdes matematicas relacionadas a
simbolizacdo matematica. Os estudantes realizaram outros processos matematicos, além da
mobilizacdo de representagdes, como argumentacdo e comunicagdo, ampliando suas
capacidades no dominio da Matematica.

Quanto a andlise a priori das praticas da CD3, esperava-se que os estudantes
compreendessem que o limite da soma das medidas das areas dos retangulos aproximantes,
quando o numero desses tende a infinito, converge para a medida da area 4 de uma regido S
que esta sob a representagdo grafica de uma funcao continua /', em um intervalo especifico, ou
seja: A = rlll_)l’glo R, = Ai_{go[f(cl) “Ax + f(cy) " Ax + -+ + f(cp) - Ax]. Além disso, esperava-se

que eles revisassem que usamos a notagao de somatorio para escrever somas de muitos termos,
como em: Y-, f(¢;) Ax = f(cy) - Ax + f(cy) "Ax + -+ f(c,) - Ax com; € [a, b].
Assim, tomando-se o limite quando as subdivisdes tendem a ficar cada vez menores,
esperava-se que os estudantes compreendessem que a Integral Definida de uma fungdo
integravel pode ser aproximada, com qualquer grau de precisdao desejado, por uma Soma de
Riemann. Se f for positiva, a Soma de Riemann pode ser interpretada como uma soma de
medidas de areas de retangulos aproximantes, sendo representada, analiticamente por:

Area = lim ¥, f(c) - Ax = fabf(x)dx para f continua, f(x) = 0, em [a, b].
n—->oo

A pratica P3.2 aborda a apresentacdo da medida da 4rea sob uma curva como limite de
uma soma, o que geralmente ¢ ensinado na disciplina de Célculo. Esse conceito envolve outros
conceitos complexos, como somatério € convergéncia, que aumentam a sua dificuldade. Na
pesquisa, ¢ destacado que a compreensao da defini¢ao de Integral Definida se potencializa ao
se articularem conhecimentos prévios e se relacionarem os elementos envolvidos,
reconhecendo suas fungdes no processo de defini¢do. Portanto, ¢ desejavel que os estudantes
sejam expostos a esses elementos gradualmente, coordenando seus conhecimentos prévios.

A pratica P3.3 retorna a abordagem da situagdo-problema e envolve o calculo
proporcional da medida da area do Parque, utilizando medidas encontradas no GeoGebra.
Esperava-se que os estudantes realizassem procedimentos da Matematica da Educagdo Bésica,
como estabelecimento de uma escala de proporcionalidade entre unidades de medida
(centimetros e metros), determinagdo da propor¢ao entre a razdo de comprimento e a razao de
medidas de area, e aplicagdo da regra de trés para relacionar as dimensdes do mapa do Parque
com seu tamanho real.

No estudo conduzido por Mota (2021), os estudantes determinaram a medida da area
aproximada do Parque em 12,88 cm?, que corresponde a 32.200 m? na escala real. Esse valor
foi comparado com a medida da area real do Parque Guimarades Rosa, de 35.000 m?, resultando
em um erro esperado de 8%?*!. Previa-se o engajamento dos estudantes em processos cognitivos,
como enunciacdo, argumentagdo, algoritmizacao, interpretacdo e representacao.

Na andlise a posteriori das praticas da CD3, ao usar a imagem do Parque, buscou-se
despertar a aten¢do para a modelagdo com base nos conceitos matematicos relativos ao célculo
de area, conforme proposto por Dreyfus (1991), que indica utilizar uma estrutura matematica
que incorpore as caracteristicas do objeto, sistema ou processo. Promoveu-se a interpretacao
geométrica para auxiliar na formagdo de representacdes mentais e na traducdo dessas
representacdes. Os estudantes sintetizaram e formalizaram conceitos, formularam conjecturas
e hipdteses, incitando processos de enunciacdo, argumentacdo, institucionaliza¢do e
comunicacdo. Algumas duplas tiveram dificuldades, como na compreensdo da relacdo entre a

11 A pesquisadora ressalta que a porcentagem de erro encontrada é considerada uma margem de erro grande e justifica, com
uma nota informativa inserida na atividade, que, ao longo do tempo, aconteceram invasdes de areas no Parque e, por esse
motivo, a sua extensdo atual é diferente da extensdo original.
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amplitude (Ax) dos subintervalos e as medidas das bases dos retangulos, na identificacdo das
medidas das alturas dos retangulos, como sendo o f(c;), na associagdo do aumento do nimero
de retangulos a diminui¢do da medida da area de cada um, no uso da notagdo para o somatorio
e na compreensao da defini¢do formal de Integral Definida. Dificuldades com pré-requisitos da
Matematica Basica, como mudanga de escalas e regra de trés, foram observadas, o que foi
minimizado pela intera¢do entre os estudantes e pelas reflexdes nas experimentagdes.

Os estudantes relacionaram a medida da area delimitada pela funcao polinomial e o eixo
das abscissas no intervalo [a,b] com o limite do somatoério das areas dos retdngulos quando o
numero tende ao infinito. No entanto, alguns cometeram equivocos ao articular o somatorio
com o limite ou ndo utilizar o somatdrio na forma algébrica solicitada. No Quadro 4, as
respostas das duplas mostram a dificuldade em identificar o objeto matematico apropriado para
expressar o somatorio das medidas das areas dos retangulos aproximantes na representagao
geométrica realizada no GeoGebra.

Quadro 4: Protocolos extraidos dos guias de atividades dos estudantes. CD 1.3 da Atividade 1, Unidade 1

Duplas Respostas apresentadas Protocolo Transcrito
. ﬁk‘ :5 Q\L '100 ~ T b =
Giselee Bruno | S—Sbiiessin J A Slal f f(x)dx = lim z Ax. f (xx)
o- DAL n—oo
a k=1
E n
Mariana e Jair . -l 1113)10 Ax - f(c;)
i=1
[, +00
1 \\\”\\ j%. F €e o N3 1 .
Elba e Franciele e 4 7113)10 f(ck - Ax)
k=1
Ludimila e Tulio e .| lim Ax - f(c;)
p . 1] L T ~ |b—al
Italo e Luiz S TR AE&T - f(x)

Fonte: Mota (2021, p. 213)

Observa-se que os estudantes Gisele e Bruno, Mariana e Jair, Elba e Franciele
reconheceram a relacao entre o limite e o somatorio das medidas das areas dos retangulos, com
Gisele e Bruno antecipando a notagdo da Integral Definida. No entanto, Elba e Franciele
cometeram falhas na escrita algébrica. Em contraste, Ludimila e Tulio, ftalo e Luiz ndo
demonstraram essa relagao entre limite e somatorio em suas notagdes na atividade nem em seus
didlogos, como relatado pela pesquisadora. Isso sugere que esses estudantes podem nao ter
compreendido completamente o processo matematico envolvido.

Todas as duplas registraram que o objeto matematico que pode ser utilizado para resumir
a notacio ¢ a Integral Definida. As duplas Ludimila e Tulio, ftalo e Luiz apenas registraram a
expressdo textual “Integral Definida”, j4 as demais escreveram a expressdo matematica

f: f(x)dx como resposta a essa tarefa. As cinco duplas resolveram a situagdo-problema
proposta, com aproximacdes diferentes para a medida da area do Parque.

Em uma andlise geral sobre a atividade, foi possivel verificar que os estudantes, embora
com algumas dificuldades na forma de expressdo verbal ou simbdlica, alternaram e
interpretaram de forma satisfatoria as representacdes, o que evidencia um possivel
aprimoramento na compreensao conceitual sobre os temas tratados.

6 Consideracdes Finais

A situagdo-problema proposta facilitou a mobilizacdo dos conhecimentos sobre a
Integral Definida, promovendo a compreensdo de conceitos, defini¢des e procedimentos pelos
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estudantes, além de permitir a elaboragdo de argumentos convincentes e corretos. O
desenvolvimento das praticas possibilitou um aprimoramento na abordagem dos conceitos. O
desenho da situacdo-problema, com as trajetorias didaticas implicitas, propiciou reflexdes
essenciais para o aprofundamento dos conceitos em estudo.

Além disso, a situa¢ao-problema proposta, que compos a proposta didatica desenvolvida
em Mota (2021), trouxe contribuigdes que transcendem o ensino ¢ a aprendizagem da Integral
Definida. Implicitamente, os académicos da Licenciatura em Matematica puderam verificar que
o formato das atividades pode ser adaptado e aplicado para estudantes em qualquer nivel de
ensino, ajustando-se ao conteudo matematico a ser trabalhado. Destacam-se, no desenho
utilizado, o envolvimento de contextos reais, a interdisciplinaridade e a realizacdao de praticas
experimentais com o suporte de tecnologias digitais.

O sistema de praticas, mobilizado pela resolucdo da situagdo-problema, movimentou
um conjunto de fungdes semidticas para o aprimoramento das defini¢des acerca da Integral
Definida, como o limite de uma Soma de Riemann, abordando aspectos algébricos, geométricos
e analiticos. As sessdes de feedback e institucionalizagdo, realizadas com os estudantes,
tornaram possivel aproveitar algumas respostas para gerar discussdes produtivas sobre a
Integral Definida. Os estudantes enfrentaram obstaculos, principalmente relacionados a escrita
e interpretacdo da simbologia matematica, que estdo relacionados a mudanca de representagdes
e a interpretagdo geométrica. Esses desafios foram atenuados pelo uso do software GeoGebra.

As diversas representagdes — verbal, algébrica, geométrica, computacional — utilizadas
na atividade incentivaram os estudantes a se expressarem matematicamente e¢ a fazerem
interpretagdes matematicas. Assim, foi evidenciada a importancia da linguagem e da fluéncia
matematica e suas representacdes. Esses diversos modos de representacdo das praticas
matematicas apoiaram a mobilizagdo dos processos matematicos, a argumentacdo € a
comunicacao sobre os conceitos, as definigdes e as propriedades manipulados. Uma das
principais dificuldades enfrentadas pelos estudantes foi a compreensdo da Integral Definida
como limite de somas infinitesimais. O trabalho com os limites € com os somatorios revelou
entraves cognitivos pelos estudantes.

Pela analise dos dados da pesquisa, foi possivel verificar que os estudantes, embora com
algumas dificuldades, apropriaram-se de conhecimentos e desenvolveram competéncias, ou
seja, os significados pessoais manifestados estdo em suas zonas de desenvolvimento proximal.

Também ficou evidenciado o uso de manipulagdes com elementos linguisticos. Houve
uma identificagdo argumentada da expressdo analitica relacionada a Integral Definida, como

uma Soma de Riemann, f: fx)dx = lim Y7, f(¢;) - Ax. Ao longo do desenvolvimento das
n—-oo

atividades, por meio da participacdo discursiva nas sessdes de feedback e institucionalizagdo,
pode-se observar uma familiaridade dos estudantes com os objetos primdrios que emergiram
das praticas. Assim, foi considerado que o sistema de praticas promovido, a partir da resolugao
da situagdo-problema proposta alcangou os significados pessoais dos estudantes.

Foi possivel revelar, ainda, alguns conflitos semioticos dos estudantes no que refere aos
objetos matematicos presentes na defini¢do da Integral Definida, conforme exposto nas analises
a posteriori de cada atividade. No entanto, evidenciou-se que eles chegaram a uma
compreensdo favoravel a definicdo estudada, de forma que as dificuldades foram gerenciadas
pelas interagdes entre si, com a atividade proposta e com o software utilizado.

Em relacdo aos aspectos afetivos, o objetivo foiavaliar o grau de interesse ou motivagao
dos colaboradores da pesquisa em relagdo ao processo de estudo. As atitudes e motivagdes
positivas dos estudantes foram salientadas nos encontros ocorridos, em que foi percebido que
a utilizacdo de situagdes-problema em contextos reais os fez sentir motivados a realizar as
atividades e como utilizar as tecnologias digitais. Vale ressaltar que alguns estudantes
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comentaram que, em principio, tiveram dificuldade em se expressar por escrito, mas, a medida
que progrediam nas atividades, sentiam que estavam se saindo cada vez melhor.

Isso posto, em relagdo ao processo de construcao da compreensao da Integral Definida,
pode-se dizer que os significados construidos responderam ao que era esperado, pelo menos em
um nivel aceitavel. Foi perceptivel que os recursos tecnoldgicos contribuiram para a autonomia
dos estudantes na resolugdo das atividades propostas, sendo o GeoGebra suporte no
desenvolvimento dos processos cognitivos deles.
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