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A Analise de Modelos como uma atividade de Modelagem Matematica e o
Pensamento Matematico Avancado

The Analysis Model as a Mathematical Modeling Activity and Advanced Mathematical
Thinking

Nabila lashik Giroti*
Adriana Helena Borssoi?

Resumo: Neste artigo, investigamos o contexto educacional de uma disciplina de Equacdes
Diferenciais Ordinarias, com o objetivo de identificar indicios do Pensamento Matematico
Avancado (PMA) manifestados por estudantes de Engenharia ao desenvolverem uma atividade
de modelagem matematica na perspectiva da analise de modelos. O quadro teérico aborda a
modelagem matematica, a analise de modelos, e explica por que a analise de modelos pode ser
entendida como atividade de modelagem matematica. A pesquisa, de natureza qualitativa,
utiliza a Analise de Contetdo do relatério escrito por um grupo de estudantes ao estudarem o
movimento no plano inclinado. Concluimos que a analise de modelos se configurou como uma
atividade de modelagem matematica e permitiu evidenciar os subprocessos de Representacao e
Abstracéo, caracteristicos do PMA.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Ensino Superior. Equacgdes Diferenciais Ordinarias.
Plano Inclinado.

Abstract: In this article, we investigate the educational context of a course on Ordinary
Differential Equations, aiming to identify signs of Advanced Mathematical Thinking (AMT)
demonstrated by Engineering students while developing a mathematical modeling activity from
the perspective of model analysis. The theoretical framework addresses mathematical
modeling, model analysis, and explains why model analysis can be understood as a
mathematical modeling activity. The research, which is qualitative in nature, uses Content
Analysis of the written report by a group of students studying motion on an inclined plane. We
conclude that model analysis constituted a mathematical modeling activity and allowed for the
identification of the subprocesses of Representation and Abstraction, which are characteristic
of AMT.

Keywords: Mathematics Education. Higher Education. Ordinary Differential Equations.
Inclined Plane.

1 Introducéo

Este artigo traz para a discussdo resultados parciais da pesquisa de mestrado de Giroti
(2024) ao investigar a Modelagem Matematica, a Analise de Modelos e 0 Pensamento
Matematico Avancado no ambito do Ensino Superior. A pesquisa € parte das investigacfes do
grupo de pesquisa modelagem matematica no Contexto Educacional, que tem por objetivo
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investigar a modelagem mateméatica como alternativa pedagdgica para 0 ensino e a
aprendizagem de contetdos matematicos. O estudo também é alinhado ao projeto de pesquisa
Recursos educacionais para os processos de ensino, aprendizagem e avaliacao de Matematica,
do qual participam pesquisadores integrantes de um programa de pés-graduacdo na modalidade
profissional. O objetivo do projeto esta no desenvolvimento de recursos educacionais, incluindo
aqueles que envolvem tecnologias digitais, e na analise da sua utilizagcdo em diversos ambientes
e com sujeitos de diferentes niveis de ensino.

Devido a natureza do programa de pds-graduacao, o delineamento da pesquisa levou em
consideracdo desenvolver atividades de modelagem matematica na perspectiva da analise de
modelos (Soares & Javaroni, 2013; Blomhgj & Niss, 2021) com o objetivo de investigar
aspectos do Pensamento Matematico Avancado (Tall, 2002; Dreyfus, 2002) dos alunos de uma
disciplina de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO) com vistas a elaboracdo de um produto
educacional. Para isso, buscou-se fundamentagdo na literatura em Educacdo Matematica bem
como em documentos orientadores do curso, nas Diretrizes Curriculares Nacionais do Curso de
Graduacao em Engenharia (DCN de Engenharia) (Brasil, 2019).

Alem de indicagdes presentes nas DCN de Engenharia, na literatura, como indicado em
Blomhgj e Niss (2021), ha defesa de que o desenvolvimento da competéncia em modelagem
matematica € crucial no ensino de disciplinas cientificas em que modelos matematicos de
diferentes tipos e em diferentes dominios cientificos sdo necessarios. Além disso, atualmente,
os modelos matematicos tém ganhado destaque, sejam por forca da pandemia, das mudancas
climaticas, das guerras ou devido as inovacfes tecnologicas com inteligéncia artificial etc.
(Blomhgj & Niss, 2021; Alzeri, 2024).

Blomhgj e Niss (2021) alegam que estudos sobre a capacidade de analisar e relacionar
modelos matematicos existentes sdo escassos na literatura. Os autores discutem o que €
necessario para compreender e analisar criticamente modelos existentes e indica que a analise
de modelos é uma componente importante da modelagem matematica. Para os autores,
considerando a perspectiva do ensino superior, a tbnica é colocada na aprendizagem sobre 0s
modelos, e ndo na sua investigacao.

Alzeri (2024) se pauta no legado de Paulo Freire e aborda o estudo com modelos
matematicos numa perspectiva critica no contexto da sala de aula da Educacédo Basica, o que,
segundo o autor, busca “ultrapassar a aprendizagem unicamente dos aspectos matematicos
neles envolvidos” (p. 17), e traz para o debate “o necessario dialogo critico sobre caracteristicas
pertinentes a existéncia desses modelos em cada contexto social no qual atuam, em interacao
com 0s seres humanos e o mundo que os comporta” (p. 17).

As perspectivas discutidas por estes autores sdo de grande relevancia, especialmente
levando em conta a temética da presente edicdo do Seminario Internacional de Pesquisa em
Educacdo Matematica (SIPEM): Pensar a Educacdo Matematica pela pesquisa frente aos
desafios do cotidiano escolar e responsabilidade social. Nossa pesquisa pode contribuir em
alguma medida para a discusséo, embora o recorte que trazemos se volte a investigar alunos ao
se envolverem com a analise de modelos e a certos processos de pensamento matematico.

Neste artigo, buscamos evidenciar: Que indicios do PMA sdo manifestados por
estudantes de Engenharia Mecanica quando desenvolvem uma atividade de modelagem
matematica na perspectiva da analise de modelos? Para isso, inicialmente pretendemos
caracterizar o que entendemos por modelagem matematica na perspectiva da analise de
modelos, para entdo apresentar uma atividade implementada e analisada no sentido de
responder a questdo de pesquisa.
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A fim de compartilhar a trajetdria da pesquisa e seus resultados, na sequéncia trazemos
aspectos tedricos sobre modelagem matematica, Analise de Modelos e Pensamento Matematico
Avangado, aspectos metodoldgicos da pesquisa, consideracfes sobre o desenvolvimento de
uma atividade de modelagem matematica na perspectiva da analise de modelos e a analise
qualitativa da mesma com dados de um grupo de alunos participantes e as consideracdes finais.

2 Aspectos Teoricos

Ao nos referirmos a expressdo andlise de modelo(s), estamos subentendendo modelo(s)
matematico(s) como define Bassanezi e Biembengut (1997, p. 65), para 0s quais, “o Modelo
Matematico de um fenémeno € um conjunto de simbolos e relagdes matematicas que traduzem
de alguma forma, o fendmeno em questdo”. Tal entendimento ¢ alinhado com o expresso por
Almeida e Vertuan (2014, p. 2): “um sistema conceitual, descritivo ou explicativo, que é
expresso por meio de uma linguagem ou uma estrutura matematica e que tem por finalidade
descrever ou explicar o comportamento de outro sistema, em geral, ndo matematico”. Essa
perspectiva reforca a importancia de alinhar as praticas pedagogicas as discussdes e pesquisas

ja consolidadas na area.

Quanto ao entendimento sobre Analise de Modelos nos apoiamos em Soares e Javaroni
(2013), para as quais a Analise de Modelos tem o0 objetivo de examinar um fenémeno especifico
em uma area de estudo, discutindo variados conceitos matematicos. Para elas, o0 modelo
escolhido pode ser um classico reconhecido na literatura ou um desenvolvido a partir de
pesquisas recentes, mesmo que ndo seja amplamente reconhecido. Em sentido préximo, Sousa
(2019) defende a Analise de Modelos como método de ensino que utiliza modelos matematicos
preexistentes, sempre partindo de situacOes-problema da realidade, com o objetivo de
desenvolver tanto o contetdo curricular quanto o ndo curricular. Soares (2015) argumenta que
a analise de modelos pode ser vista como uma atividade de modelagem matematica, como
propde Niss (2015) ao definir modelagem prescritiva. Essa abordagem ressalta a importancia
de representar objetos ou estruturas de dominios ndo matematicos para facilitar a tomada de
decisdes.

De acordo com Niss (2015), a modelagem prescritiva busca ndo apenas compreender o
mundo, mas principalmente transforma-lo por meio de acdes embasadas em analises
matematicas. Dessa forma, a modelagem prescritiva foca no produto - o modelo - e em sua
aplicacdo em diversos contextos, permitindo que outras etapas e objetivos do processo de
modelagem sejam abordados de maneira mais fluida. Nesse contexto, autores como Sousa
(2019) e Niss (2015) complementam essa visdo ao defender a analise de modelos e a
modelagem prescritiva como abordagens que ampliam a funcdo educativa dos modelos
matematicos.

Na modelagem prescritiva, o objetivo final é abrir caminho para tomar medidas com
base em decisdes resultantes de certo tipo de considera¢cbes matematicas, ou seja, “mudar o
mundo” em vez de “entender o mundo” (Niss, 2015, p. 69). Portanto, o termo modelagem
prescritiva “[...] representa um movimento focado no produto (o modelo) para se concentrar
nos propositos da modelagem.” (Niss, 2015, p. 67).

E destacado em Soares (2015), que tanto a analise de modelos, conforme delineado em
seus estudos anteriores como em Soares e Javaroni (2013), quanto a modelagem prescritiva de
Niss (2015) estdo enraizadas em um ciclo de modelagem béasico, o que as caracteriza como
atividades pertencentes a modelagem matematica. Com isso, na analise de modelos, o ciclo de
modelagem é percebido como rudimentar, uma vez que certas etapas de um ciclo classico (por
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exemplo o da Figura 1) podem ser realizadas antecipadamente por outras pessoas ou por meio
da utilizag&o de tecnologia.

Figura 1 — Ciclo de modelagem matematica
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Fonte: Blum e Leip (2005, p. 1626)

Considerando um curso de extensdo como contexto educacional, Soares e Vier (2017)
caracterizam as acOes dos alunos:

Na analise de modelos, os estudantes iniciam o trabalho com um modelo matematico
ja existente e procuram entender o problema que é modelado, assim como as hipdteses
e simplificacdes que foram utilizadas para elabora-lo. Neste estudo, ha um enfoque na
interpretacdo do modelo, na analise de suas solugdes e da influéncia dos parametros
em seu comportamento, na avaliagdo do modelo perante o fendmeno estudado. Os
estudantes, de fato, ndo elaboram um modelo préprio para a situacdo, mas podem ser
encorajados a fazer modificacdes no modelo estudado. Além disso, como foi o caso
do trabalho desenvolvido no curso de extensdo, os estudantes podem nao resolver o
modelo para encontrar suas solugBes, mas utilizar um software para ter acesso as
mesmas (Soares & Vier, 2017, p. 158).

Almeida (2022) considera, ao definir e caracterizar a abordagem didatico-pedagdgica
da modelagem matematica, os elementos: “matematizacdo da realidade e resolucdo de um
problema; competéncias dos alunos em atividades de modelagem matematica; possibilidade de
um design para atividades de modelagem na sala de aula” (p. 125), como fundamentais para a
modelagem no contexto educacional. E, modelagem matematica é caracterizada pela mesma
autora como um modo de fazer e obter “uma solugdo para um problema identificado em uma

situagdo da realidade e inclui a construgdo e validacdo de um modelo matematico” (Almeida,
2018, p. 20).

A mesma autora identifica a “matematizacdo da realidade”, a “resolucdo de um
problema” e o “design para atividades de modelagem” como elementos essenciais para a
modelagem matematica no contexto educacional. Almeida (2018) também define modelagem
matematica como um método para obter solucGes através da construcéo e validacdo de modelos
matematicos. Enquanto as fases da modelagem e as a¢6es dos alunos sdo reconhecidas, o design
das atividades tem sido amplamente explorado para entender seus impactos educacionais e
praticos na sala de aula.

Se por um lado as fases (ou etapas) de uma atividade de modelagem na sala de aula e
as acOes dos alunos em cada uma destas fases [...] sdo reconhecidas, por outro lado, o
design dessas atividades no cenério educacional tem sido recorrentemente abordado,
tanto no dmbito da determinacdo de uma prética em sala de aula, quanto entre o
trabalho de pesquisadores/educadores interessados em investigar possiveis resultados
e ganhos educacionais decorrentes desse design (Almeida, 2022, p. 132).
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Na pesquisa aqui reportada, de fato, se buscou investigar a proposi¢cdo de um design
para abordar situagdes-problemas, a qual nos referimos como modelagem matematica na
perspectiva da analise de modelos.

Para Soares e Javaroni (2013) a Analise de Modelos é definida como abordagem de
ensino e requer uma série de etapas. Primeiramente, é necessario realizar um estudo
aprofundado do fendmeno em questdo. Em seguida, € preciso analisar as hipéteses que foram
consideradas durante a elaboracdo do modelo. Além disso, é fundamental compreender o
significado de cada termo do modelo em relacdo ao fendmeno em estudo. Posteriormente, é
importante investigar o comportamento das solu¢des do modelo e como este comportamento se
relaciona com o fendmeno observado bem como com as hip6teses adotadas. Outro ponto
relevante é examinar a influéncia dos parametros do modelo no comportamento das solugdes,
0 que possibilita realizar previsdes e avaliar o impacto de possiveis intervences no fenémeno.
Por fim, € interessante realizar uma analise critica das limitacdes do modelo. Essas etapas
estabelecidas por Soares e Javaroni (2013) para a Analise de Modelos sdo complementadas
pelos procedimentos detalhados por Blomhgj e Niss (2021), que oferecem um aprofundamento
na avaliagdo critica dos modelos matematicos.

Blomhgj e Niss (2021) delineiam um conjunto de etapas essenciais para a analise de
modelos matematicos. Consideram que € necessario identificar os elementos basicos do
modelo, seguido pela identificacdo das informacbes e dados utilizados. Em seguida, €
importante reconhecer as hipoteses e simplificacdes adotadas durante a formulagdo do modelo.
Posteriormente, é importante identificar a aplicacdo de conceitos matematicos no modelo, bem
como o0s procedimentos matematicos utilizados, inferéncias realizadas e os resultados obtidos
a partir desses processos. Uma vez concluida a anélise, é fundamental realizar uma avaliacéo
critica do modelo, levando em consideracéo sua formulacéo, relevancia e confiabilidade. Essas
etapas permitem que se chegue a uma concluséo global sobre 0 modelo analisado.

Quando todas as etapas de um ciclo de modelagem estdo presentes na elaboracdo de um
modelo, a analise de modelos pode ser interpretada como um reflexo desse ciclo. Isso significa
que a analise de modelos engloba as etapas de identificagdo do problema, formulacdo do
modelo, resolucdo matematica, interpretacdo dos resultados e validacdo do modelo, refletindo
assim o processo completo de modelagem. Ao analisar um modelo ja existente, os estudantes
passam por um processo semelhante ao ciclo de modelagem, examinando criticamente cada
aspecto do modelo para compreender sua eficécia, limitacdes e aplicabilidade. Essa abordagem
proporciona uma compreensdo mais profunda do modelo e do fenémeno que ele representa,
contribuindo para o desenvolvimento do processo de modelagem (Blomhgj & Niss, 2021). Esse
entendimento de que a analise de modelos reflete o ciclo completo de modelagem se alinha com
o ciclo de modelagem proposto por Blum e Leify (2005) e com a abordagem investigativa
descrita por Almeida e Silva (2012).

Blum e Leif (2005) sugerem o ciclo de modelagem (Figura 1) como orientador da a¢do
do professor, onde enumeram ac6es cognitivas: 1. Compreensao - de uma situacdo oriunda da
realidade, 2. Simplificacdo/Estruturacdo - que envolve delimitar a situacdo para ser estudada,
3. Matematizacdo - busca pela simplificacdo da situacdo e representacdo por um modelo
matematico, 4. Trabalho matematico - para resolver o modelo usando as ferramentas
matematicas, 5. Interpretacdo - com a discriminacdo das variaveis matematicas em torno do
modelo, 6. Validagdo - busca pela coeréncia da resposta do modelo em relagdo a situacdo da
realidade, que pode levar o modelador a revisitar o ciclo. No mesmo sentido, Almeida e Silva
(2012) consideram o desenvolvimento de uma atividade de modelagem matematica uma
atividade de investigacdo que requer do aluno um conjunto de acgbes cognitivas que estdo
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associadas as transi¢c@es dos alunos ao passarem de uma fase a outra.

Como parte do embasamento tedrico da pesquisa, assumimos o referencial do
Pensamento Matematico Avangado, considerando que Dreyfus (2002) e Tall (2002) defendem
que o PMA ¢ fundamental na aprendizagem de definicdes matematicas complexas, que séo
encontradas em diversos niveis educativos, especialmente no Ensino Superior. De acordo com
Dreyfus (2002), o PMA envolve um conjunto de processos mentais que incluem a capacidade
de representar problemas matematicos, visualizar solugdes, generalizar principios matematicos,
entre outras habilidades cognitivas.

A representacdo e a abstragdo sdo dois conceitos importantes do PMA. Para Dreyfus
(2002), elas séo processos complementares que possuem dire¢des opostas. A natureza do PMA
estd ligada aos processos cognitivos que sustentam o conhecimento matematico, pois
influenciam na maneira como o individuo aprende, compreende e aplicam conceitos
matematicos. O PMA é composto por subprocessos de aprendizagem que interagem entre si e
compreende: representar, visualizar, classificar, conjecturar, analisar, generalizar e abstrair, o
que sera considerado, por nos, intrinsecos a analise de modelos. Entendemos, segundo Dreyfus
(2002), que a representacdo é o processo de criar e manipular modelos ou imagens mentais que
simbolizam conceitos matematicos e suas relacées. Enquanto a abstracdo é o processo cognitivo
pelo qual se extrai e se generaliza o conhecimento essencial a partir de situacdes especificas ou
objetos matematicos concretos.

Os subprocessos, aos quais vamos nos referir na analise dos dados sdao: PMAL -
Representacao Simbdlica: habilidade de utilizar simbolos e notac6es para expressar e manipular
conceitos matematicos; PMA2 - Representacdo Mental: capacidade de formar representactes
internas de objetos ou processos matematicos, resumindo suas caracteristicas essenciais em
"objetos mentais”; PMA3 - Visualizacdo: uso de imagens mentais para tornar conceitos
matematicos mais tangiveis e compreensiveis; PMA4 - Mudanca de Representacdes: habilidade
de alternar entre diferentes formas de representar um conceito matematico, adaptando-se as
necessidades da situacdo; PMAS - Modelacdo: criacdo de modelos matematicos que simulam
caracteristicas de objetos ou situacdes reais; PMA 6 - Generalizacdo: capacidade de extrair
padrdes gerais de informacdes especificas, ampliando a aplicabilidade dos conceitos
matematicos; PMA 7 - Sintetizacdo: processo de combinar elementos para formar um todo
integrado, especialmente em contextos de objetos matematicos complexos (Dreyfus, 2002).

A seguir, vamos explorar e discorrer sobre os aspectos metodologicos adotados para
entdo fazermos a descricdo e analises da atividade desenvolvida em sala de aula, considerando
a analise de modelos como uma atividade de modelagem matematica.

3 Aspectos Metodoldgicos

Com o proposito de aprofundar a compreensao do objeto de estudo, a pesquisa (Giroti,
2024) adotou uma abordagem qualitativa, inspirada na Analise de Conteudo de Bardin (2011).
Nesse contexto, o foco esta direcionado para a compreensao do significado que os participantes
na investigacao atribuem as suas préprias experiéncias.

A Analise de Contelido é empregada para explorar e entender o contetudo de diversos
tipos de dados, oferecendo uma base significativa para a pesquisa. Sua eficacia esta relacionada
a coeréncia do objeto de estudo, aos principios metodologicos adotados e & manutencdo de um
padrdo e organizacdo em todas as etapas do processo de andlise. Em resumo, ela pode ser
compreendida por meio de uma sequéncia técnica bem definida: em um primeiro momento é
realizado uma Pré-Analise, com uma leitura flutuante sobre o que se deseja explorar e € feita a
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definicdo do corpus para a analise; depois, € realizado a Exploracdo do Material, com a
definigcdo de unidades de contexto e unidades de registro; por fim, realiza-se o Tratamento dos
Resultados, com a interpretagédo dos mesmos (Bardin, 2011).

O contexto educacional em que a pesquisa foi desenvolvida envolveu a disciplina de
EquacBes Diferenciais Ordinarias oferecida para alunos de Engenharia Mecénica de uma
Universidade Federal que estava sob a responsabilidade da segunda autora (professora) e
compreendeu 0 estagio supervisionado da primeira autora (pesquisadora). Embora o
planejamento da disciplina com vistas ao desenvolvimento da pesquisa tivesse se iniciado no
primeiro semestre letivo de 2022, com o delineamento e implementacdo de atividades de
modelagem matematica na perspectiva da Analise de Modelos, a coleta dos dados analisados
ocorreu com uma turma de 45 alunos no primeiro semestre letivo de 2023. Neste artigo, apenas
uma das atividades desenvolvidas serd analisada, a que denominamos “movimento no Plano
Inclinado™.

A atividade foi implementada ao longo de dois encontros de 100 minutos cada, em abril
de 2023, com a turma organizada em 10 grupos de trés ou quatro integrantes, dos quais 9 grupos
participaram e concluiram a atividade. Além do tempo em sala de aula, 0s grupos tiveram um
prazo para concluir e enviar os relatorios pelo Moodle, que mediava todo o processo de
avaliacdo da disciplina. A avaliacdo ocorreu em etapas: apos a submissao da primeira versdo
do relatorio, os grupos receberam feedback com sugestdes de aprimoramento e puderam
interagir com a professora para esclarecer davidas antes de postar a verséo final. Apds a entrega,
os alunos responderam individualmente a um formulario de avaliacdo sobre o trabalho em
grupo, a participacédo individual e a analise de modelos.

Embora os encontros destinados a atividade tenham sido gravados, tomamos a produgéo
escrita e arquivos gerados por meio de softwares como corpus para analise como um ponto de
partida para responder: Que indicios de Pensamento Matematico Avancado sdo manifestados
por estudantes de um curso de Engenharia que participam de atividades de modelagem
matematica na perspectiva da analise de modelos? Com a producéo escrita e coletiva, em vez
de considerar as individualidades, buscamos interpretar a compreensdo do grupo, o que pode
revelar indicios de PMA advindos das interacdes e que talvez ndo fossem identificaveis em
analises individuais.

A escolha do Grupo A, com quatro integrantes, se deu apds realizamos uma leitura
flutuante dos nove relatorios dos grupos e elencamos aquele cujo desenvolvimento perpassou
as fases da modelagem matematica e analise de modelos e tenha sido realizado por um grupo
coeso, que se referem a um grupo de individuos que trabalham bem juntos, e compartilham
objetivos comuns. De fato, todos do grupo A estavam presentes nas aulas destinadas a atividade,
buscavam referéncias em contetidos ja estudados, interagiam com a professora, enviaram mais
de uma versdo do relatorio, levando em conta as consideracdes de feedback deixadas, aléem de
ter sido um dos grupos gue se propds a comunicar para os colegas de turma o trabalho realizado
(ndo houve tempo para que todos 0s grupos apresentassem).

Considerando que o desenvolvimento do Grupo A se configurou como uma atividade
de modelagem matematica, investigamos em quais fases da modelagem matematica, Analise
de Modelos e processos do Pensamento Matematico Avancado os alunos estavam engajados.
Assim, na Exploracdo do Material (Bardin, 2011) considerando como unidade de contexto as
fases da modelagem matematica (MM1 — MM4) e as fases da analise de modelos (AM1 —
AMBG6), e buscamos indicios dos processos do PMA, de tal modo que, a partir da definicdo das
unidades de contexto norteadas pela modelagem matematica e analise de modelos,
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identificamos as unidades de registro de acordo com indicios dos processos do PMA. Logo, 0s
processos do PMA podem ser compreendidos como categorias a priori que nortearam o olhar
para os dados.

4 Descricao e Analise da atividade “movimento no Plano Inclinado”

Os grupos foram orientados, conforme Figura 2a, de que deveriam realizar a analise do
modelo que descreve a aceleracdo no plano inclinado e que teriam disponivel o espaco da sala
de aula e de um laboratério de Fisica localizado préximo a sala. Nesse ambiente, os alunos
contavam com o suporte da professora, da pesquisadora e de um técnico de laboratério que
deixou disponivel dois equipamentos que representavam um plano inclinado: o Equipamento 1
(E1) consistia em um trilho de ar com um corpo deslizante chamado de "cavaleiro” (Figura 2b);
o Equipamento 2 (E2), composto por um conjunto que incluia uma rampa ajustavel a diferentes
angulos de inclinacdo, a qual estavam acoplados um carrinho e um acelerdmetro (Figura 2c). O
E2 registrava a aceleragdo em cada inclinagdo por meio de um software. No E1, os alunos
optaram por registrar 0 movimento do cavaleiro no trilho de ar em diferentes inclinagdes por
meio de gravagdes em videos com seus smartphones.

Figura 2: (a) parte do enunciado, (b) trilho de ar e cavaleiro (E1) e (b) conjunto com acelerémetro (E2)

(a) (b)

Objetivo: realizar a anélise do modelo da ao d ial que a aceleragao no
plane inclinado.

A Analise de Modelos requer que os seguintes aspectos sejam evidenciados:

i) estudo do fendmeno em questao;

i) estudo das hipéteses consideradas para a elaboragdo do modelo;

iii) entendimento do que cada termo do modelo diz sobre o fendmeno;

iv) estudo do comportamento dal(s) solucao(des) do modelo, relacionando este comportamento com o
fenémeno e com as hipdteses consideradas;

v) estudo da influéncia dos parametros do modelo no comportamento de sua(s) solucao(8es), o que permite
fazer previsoes e analisar a influéncia de possiveis intervengoes no fenémeno;

vi) andlise das limitagdes do modelo.

Para isso, € desejavel que vocés realizem a Modelagem Matematica a partir de dados experimentais, o que
permite comparar os resultados do modelo teérico com os obtidos experimentalmente.

Fonte: arquivo das autoras

Os alunos tinham entdo duas possibilidades claras: iniciar pelo estudo e analise do
modelo ou iniciar pela coleta de dados no laboratério. O Grupo A fez a primeira opc¢ao, embora
tenham feito a coleta de dados ainda no primeiro encontro.

A partir do modelo a = g.sen(0), com a: aceleracdo do cavaleiro, g: aceleracdo da
gravidade e 6: angulo de inclinacédo do trilho, obtido na internet, o grupo utilizou conhecimentos
teoricos para deduzir tal modelo e para reconhecer que o modelo inicial poderia ser dado por

duas EDO de primeira ordem (% = g.sen(6), comv: velocidade e t: tempo e v = g), com S:

espaco e t: tempo) que resolveram simultaneamente. Assim, os alunos formularam modelos
matematicos para descrever o comportamento do cavaleiro no trilho inclinado, incorporando
ajustes em relacdo ao modelo inicial da literatura. A partir da resolucédo de Problemas de Valor
Inicial (PV1) estabeleceram relagéo entre o resultado obtido com o modelo conhecido da Fisica

§$=S5, +V0t+a7t2e, para definir as condigGes iniciais (S, e V,) fizeram o experimento no
laboratdrio para diferentes inclinacGes e utilizaram-se do recurso de videoanalise com o
software Tracker (Figura 3), chegando ao modelo X, = At? + Bt + C (X,: espago no tempo t e
paraa inclinagdo de 6 = 2,8°, resultouem A = 2,158e — 1, B = —5,14e — 3 e C = —9,140e — 1).
A abordagem do grupo permitiu associar o0 modelo tedrico inicial a outro obtido a partir de uma
coleta de dados empiricos com um ajuste de curva. Nesse sentido, o grupo chegou a
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interpretacéo e validacdo dos resultados, como ilustrado na Figura 3 e sugerido no ciclo de
Blum e Leif (2005).

Figura 3: Recortes do relatério do Grupo A e texto da Concluséo

A equacdo em questdo foi obtida através da resolucdo de equagdes AO Comparar 0S Va|0res de aCEIeraQéO ObtidOS
diferenciais. Agora, discutiremos como a equagdo da aceleragdo pode ser através da Equa(;éo Diferencial Ordinaria (EDO), do
grafico de posicdo por tempo e do acelerdmetro,
pode-se notar uma diferencga significativa entre eles.
[...] Por outro lado, é interessante notar que a
aceleracdo calculada pelo grafico é a que mais se
aproxima da correta, medida pelo acelerémetro. Isso
demonstra a importancia de utilizar equipamentos
precisos e confidveis para a coleta de dados
experimentais, uma vez que eles sdo fundamentais
para validar ou refutar hipéteses e teorias na fisica.
Por fim, é valido ressaltar que o confronto entre
diferentes resultados obtidos por diferentes métodos
¢ essencial para aprimorar a compreensdo dos
fendmenos fisicos e para identificar possiveis fontes
Tabela 2 - Valores para acsleragao de erros experimentais, levando a um refinamento

‘a’ pela EDO | ‘a’ pelo Grafico | ‘a’ pelo acelerémetro

| I continuo das teorias cientificas.

Fonte” Autaria Prapria (2023)

determinada de forma gréfica. Para isso, utilizamos um software de analise de video
(Tracker), que permitiu a criagdo do grafico (Figura 3) de posicdo em fungdo do
tempo, com ajuste polinomial, a partir do video gravado durante o expenmento‘\

Figura 3 - Distancia pelo tempo do cavaleiro

Fonte: arquivo das autoras

Trazemos no Quadro 1 recortes do relatério do Grupo A, as unidades de registro com
indicios dos processos de representacdo do PMA (PMA1 — PMADB). Considerando como
unidade de contexto as fases da modelagem matematica e da analise de modelos.

Quadro 1 — Processos de Representacdo referentes a analise da atividade

Processo Descricdo Evidéncias
Slmbél IC& _ |\/|0men'[0 em que 0 gru po v Um plano 'inclinado é uma superficie plana que forma um angulo com o eixo
P MAl R R I horizontal. A partir de um diagrama de forgas é possivel escrever uma equagéo para
conseguiu manipular 0S | aaceteragso.
Simbo I OS Como Se fossem Figura 1 - Diagrama de Forca em um plano inclinado

objetos mentais.

Fonte: PREPARA ENEM (2021)

No plano inclinado sem atrito, a aceleragdo serd constante, e dependeré da
nocéo do que é forgca peso, que é uma forga que surge da atrag&o gravitacional
entre dois corpos constituidos de massa. Assim ela é calculada pelo produto da
aceleragdo da gravidade com a massa.

SIS | roprosentar 05 pragessos | e o s
represe,n‘sar 05 pr,o_cessos as relagdes trigonométricas.

Lnaar'f[?rmatlcosdee f|5|c<;za§ e p )

propriedades. Py = P.cos(6) @

Fazendo uso da segunda lei de Newton, que diz que a for¢a (F) é o produto
da massa (m) com a aceleragdo (a), e substituindo a forga pela forga peso, &
possivel obter uma nova equagao (3).

m.g.sen(d) = m.a (3)
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H H 3 ili H Para o célculo do angulo, retorna-se a Figura 1 e retoma-se as relagdes
Visualizagdo | Utilizaram imagens para G 2 s

. ~ trigonométricas em um tridngulo retangulo. Tais relagdes referem-se a seno,

- PMA3 rea“zar representa(}oes- cosseno, tangente, cotangente, cossecante e secante. O seno sera suficiente para

encontrar o angulo da inclinagéo do plano.

Figura 2 -Relagbes trigonométricas

c

e

g .

H Lot

o Dusy

£

s

8

Kol (>

A cateto adjacente B

Fonte: TODA MATERIA (2022)

A partir do triangulo da Figura 2, ¢ possivel calcular o seno do angulo (alfa)
com a equagao (4).

_ _cateto oposto
Sen(@) = =inotemusa 4)

A fim de isolar o &ngulo («) aplica-se a equag&o (5).

() = arcsen(%) (5)
Mudanga de Consegu iram fazer mais A partir da equac&o (3) da acelerag&o no plano inclinado, e sabendo que a
N ma inferénci r aceleragdo é uma variagdo de velocidade (dv) em um periodo de tempo (dt), foi
representago gg ::Inesamo re'}ngdglz acerca possivel escrever a equag3o (8) na forma normal de uma EDO.
€s 4= g-sen(®) ®)
€ alternénCiaS Analisando matematicamente, é possivel trabalhar pelo método de variaveis
separaveis, deixando dv de um lado e dt de outro, e integrando ambos os lados,
entre elas - como mostra a equagéo (9).
PMA4 Jdv = [(g.send)dt 9)
MOdElaQé.O — | Obtiveram um mOdElO, A fim de determinar a constante C, foi utilizado um Problema de Valor Inicial
PMAS que pode ser considerado | (PVI) com a condiggo de que S(0) € igual a zero. Isso nos permitiu concluir que a

como uma estrutura constante C é igual a zero. Como resultado, obtivemos uma solugdo particular para

a Equagéo Diferencial Ordinaria (EDO), dada pela equagéo (14).
mental. quag: ( ) P quagao (14).

S(0) =L=0e (14)

Fonte: Autoras (2024).

Processos de Representacdo referentes a analise da atividade podem ser evidenciados
conforme ilustrac6es na terceira coluna do Quadro 1. O grupo mobilizou PMAL (simbdlica) ao
manipular os simbolos como se fossem objetos mentais, por exemplo ao abordarem o que € um
plano inclinado e evidenciar, a partir de um diagrama de for¢as, uma equacao para aceleragéo.
PMAZ2 (mental) pode ser notada quando os alunos representaram 0s processos matematicos e
fisicos a partir de suas propriedades, como quando determinaram a aceleracdo e aplicaram
relacBes trigopnométricas que estudaram em etapas anteriores da escolaridade.

Quando utilizaram imagens para mostrar o que queriam, como ao calcular o seno de um
angulo por meio da observacao de uma imagem de um triangulo retangulo e ao aplicar relagdes
métricas, evidenciamos PMA3 (visualizacdo). Ja na mudanca de representacdo e alternancia
entre elas (PMA4) o Grupo fez mais de uma inferéncia acerca do mesmo modelo, por exemplo,
ao escrever uma EDO na sua forma normal e depois trabalhar com o método de variaveis
separaveis para a resolucdo da EDO. Ao realizarem a resolucdo da EDO chegaram a solucéo
geral que permitiu relacionar a posi¢do do “cavaleiro” em fungdo do tempo de descida. Assim,
PMA3 (modelagdo) é evidenciada quando o grupo utilizou um PVI para concluir que a
constante do modelo obtido era igual a zero, obtendo uma solucdo particular para a EDO.

Além dos processos de Representacdo do PMA, o relatério do Grupo A também indica,
parcialmente, o processo de Abstragdo. Isso se evidencia na capacidade de inferir
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generalizages, identificar pontos em comum e expandir conceitos e questdes abordadas no
trabalho, conforme ilustrado no Quadro 2:

Quadro 2 - Indicio do Processo de Generalizacdo do Grupo A na atividade

Processo Descricéo Evidéncias

Generaliza(;‘éo Capacidade de inferir Essa equagao (15) foi comparada com a equagao (6) e observou-se que o

—PMAG6 generalizagﬁes e parametro A € igual & metade da aceleragado. Assim, tirou-se a equacéo (16) da
identiﬁcar pontOS em aceleracdo de forma grafica.
comum e  expandir [ “=24 (18)
conceitos. Substituindo o valor de A na equagao (16), foi obtido um resultado de 0,4316

[m/s?].

Fonte: Autoras (2024)

Ap0s a entrega do relatorio, o Grupo A se prontificou a apresentar o resultado do estudo
da situacdo-problema para a turma. Durante a apresentacdo, a validacdo e interpretacdo dos
resultados evidenciaram indicios do processo de generalizagdo (PMAG) e sintetizacdo (PMAY).
Foi por meio dessa discussdo que aspectos do processo de abstracdo se tornaram evidentes.
Segundo Dreyfus (2002), abstrair é construir estruturas mentais e matematicas, criando relagdes
entre propriedades e objetos matematicos. Ja na generalizacdo, o grupo inferiu e identificou
pontos em comum para expandir os conceitos abordados, por exemplo quando eles obtiveram
uma EDO e conseguiram chegar a equacéo da aceleracao na sua forma grafica.

Com base nas discussdes de Soares (2015) e Sousa (2019), compreendemos que a
Anélise de Modelos pode ser caracterizada como um processo de modelagem matematica, em
que os alunos partem de um modelo classico e buscam entender o problema que esta sendo
modelado, além de realizarem suposicdes e simplificacdes a fim de adapta-los para as condi¢bes
que lhe convém, dependendo da situacdo-problema. Este estudo tende a ser voltado para a
interpretacdo do modelo, anélise de suas soluc¢bes e na influéncia dos parametros em seu
comportamento, comparando com o que esta presente na literatura.

Destacamos alguns pontos que caracterizam que o grupo realizou a analise do modelo
proposto: no estudo do movimento no Plano Inclinado (fendmeno em questdo), eles
conseguiram abordar o que € um plano inclinado, apresentaram estruturas mentais e diagramas
para validar as constatacGes. No estudo das hipdteses consideradas para a elaboracdo do
modelo, eles se pautaram em conceitos e conteudos estudados anteriormente, como 0s conceitos
fisicos do Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV) e relagdes trigonométricas.
No entendimento do que cada termo do modelo diz sobre o fenbmeno, podemos destacar o
momento em que eles obtiveram uma EDO na sua forma normal, partindo de uma equacao
sobre a aceleracdo no plano inclinado.

Quanto ao estudo do comportamento das solu¢bes do modelo, relacionando este
comportamento com o fenémeno e com as hipdteses consideradas, evidenciamos quando o
grupo igualou uma solucdo particular com a equacdo de posicdo, obtendo a equacdo da
aceleracdo no plano inclinado. Ja para o estudo da influéncia dos parametros do modelo no
comportamento de suas solucdes, eles compararam os valores de aceleracédo obtidos através de
uma EDO, o gréfico de posicdo por tempo e do acelerémetro (Figura 3), evidenciando 0s
motivos que podem ter levado a divergéncias. Portanto, por meio dessas analises, conseguimos
constatar que os estudantes exploraram o fendmeno estudado com objetivo de compreender a
natureza do plano inclinado e suas equagdes subjacentes. Por fim, para a analise das limitacdes
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do modelo, vale ressaltar que os estudantes simplificaram a realidade, identificaram as
limitacOes e ajudaram a compreender os resultados, o que tende a auxiliar na interpretacao desse
modelo, destacando onde ele pode falhar devido a fatores diversos.

Com a anélise realizada, entendemos que os processos do PMA evidenciados foram
propiciados, em boa parte, pela natureza da atividade desenvolvida, especialmente, devido ao
fato de que os alunos se envolveram nas fases do ciclo de modelagem. A Figura 4 mostra uma
sintese da atividade, que foi discutida nesta secao.

Figura 4 - Sintese da analise qualitativa dos dados para a atividade do “movimento no Plano Inclinado”

3
PMA1, PMA2, PMA3, PMA4
PMAS, PMAG, PMA7

I = TRATAMENTO
EXPLORACAO DOS
DO MATERIAL RESULTADOS

PRE-
ANALISE

PMA1,
PMA2, PMA3

AM1, AM2

AM3, AM4

PLANO
AL INCLINADO

PMAS

forma geral

Fonte: Giroti (2024)

Segundo Soares e Javaroni (2013), a Analise de Modelos é uma abordagem para ensinar
modelos matematicos em sala de aula, onde a ideia se embasa em analisar um modelo de um
fendmeno cientifico ou cotidiano. 1sso serve como contexto para a introducdo de novos
conceitos matematicos, como neste caso, em que o grupo partiu do modelo a = g.sen(6) e
compreendeu que poderiam discutir o movimento do ‘“cavaleiro” a partir de duas EDO de
primeira ordem a = %ev = g, 0 que condiz com o conhecimento sobre EDO que tinham até o

momento do estudo. No entanto, 0 mesmo modelo poderia ser resolvido como uma EDO de
2

segunda ordem ndo-homogénea (a :% = g.sen(0)), e esta foi uma oportunidade que se

mostrou de introduzir o estudo de EDO de ordem superior.

A fim de retomar a questdo de pesquisa, na proxima secdo trazemos algumas
considerac6es sobre a pesquisa.

5 Consideracoes Finais

Neste artigo, analisamos uma atividade de modelagem matematica desenvolvida em
uma disciplina de EDO em um curso de Engenharia Mecanica, com foco na Analise de Modelos
como atividade de modelagem matematica, visando evidenciar o Pensamento Matematico
Avangado (PMA) dos participantes. A pesquisa, de natureza qualitativa, concluiu que a anélise
de modelos foi realizada em associagdo com as fases de uma atividade de modelagem
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matematica, o que influenciou a mobilizacdo de diferentes processos do PMA. A partir dessa
perspectiva, consideramos que a proposicéo de uma atividade de modelagem matematica, com
condicdes para que os alunos percorram todas as fases de um ciclo de modelagem, incluindo
coleta de dados em laboratorio, registros escritos, elaboracéo de relatérios e interagdes entre
alunos e professora, favorece a manifestacdo dos processos do PMA.

No Quadro 1 e no Quadro 2, encontramos registros que exemplificam algumas
evidéncias de processos do PMA. Segundo Dreyfus (2002), a compreensdo na mente do aluno
é formada a partir de uma sequéncia de atividades que envolvem interacdes entre variados
processos mentais. Evidenciando que, na pesquisa, 0s alunos conseguiram desenvolver e
apresentar de forma satisfatoria processos mentais. Especialmente porque o grupo empregou
estruturas cognitivas derivadas de atividades de matematica, por exemplo quando eles
analisaram o movimento do objeto sobre o plano inclinado em diferentes angulagdes e se
utilizaram de conceitos envolvendo funcBes trigonométricas e equacdes diferenciais para
modelar a situagéo e apontar suas limitacdes.

Uma limitacédo desta pesquisa € a analise restrita ao relatorio como Unica fonte de dados.
No entanto, pretendemos expandir este estudo em um artigo mais completo, abordando todos
0s aspectos relevantes com novas evidéncias e questdes que contribuam para 0 avango na area.
Por exemplo, ao analisar as gravagdes de audio e video disponiveis no acervo da pesquisa,
espera-se identificar outros aspectos e indicios, além de novas mobilizacdes do Pensamento
Matematico Avancado. Essas analises adicionais permitirdo uma compreensdo mais
aprofundada das ac6es dos alunos nas fases de modelagem matematica e de como a analise de
modelos pode influenciar o desenvolvimento do PMA.

Entendemos que Soares (2015) apresenta argumentos semelhantes aos da modelagem
prescritiva de Niss (2015) para justificar que a analise de modelos pode ser entendida como
atividade de modelagem matematica, que visa projetar objetos ou estruturas de dominios extra
matematicos. Segundo Niss (2015), as etapas do ciclo de modelagem nao precisam ser seguidas
rigidamente para que ocorra um processo de modelagem. Assim, a obtencdo de uma EDO que
descreve 0 movimento de um objeto em um plano inclinado, por meio de uma atividade de
modelagem matematica, relaciona-se ao conceito de modelagem prescritiva. No caso
apresentado, os alunos percorreram o ciclo de modelagem para entender e prever o
comportamento do objeto, no entanto, ao coletar dados para alimentar o modelo teorico e obter
uma solucdo particular para a EDO ampliaram o estudo por meio da obtencéo de outro modelo,
a partir da videoanalise. Ao comparar os modelos, o grupo percorreu todo ciclo de modelagem.

O processo pelo qual os alunos obtiveram uma EDO para descrever 0 movimento de um
objeto sobre o plano inclinado desenvolveu o PMA deles, por exemplo, no momento em que 0s
estudantes deduziram a EDO, mobilizaram a generalizacdo e abstracdo, pois eles precisam
abstrair os aspectos fisicos do problema para transforma-los em uma questdo matematica
generalizada, tal como precisaram se pautar em conceitos previamente estudados em outros
momentos para conseguirem compreender satisfatoriamente a situacdo. Deste modo, nos
arriscamos a afirmar que, tanto a modelagem matematica quanto a analise de modelos exigem,
ao menos, parte dos processos de Pensamento Matematico Avancado para serem desenvolvidas.
Enguanto a modelagem prescritiva fornece estrutura para que os alunos analisem criticamente
0 modelo tedrico em comparacdao ao modelo obtido a partir de dados empiricos.

Na atividade sobre o estudo de um plano inclinado, encontramos evidéncias de PMA
dos alunos ao mobilizar conceitos das forgas atuantes, como gravidade, forga normal e atrito,
utilizando trigonometria para decompor a gravidade e principios de fisica e calculo para derivar
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a equacdo que descreve a aceleracdo do objeto. A atividade reforcou sua compreensdo dos
conceitos fisicos e expandiu seu conhecimento matematico, integrando vérias disciplinas para
desenvolver o modelo. Com isso, os alunos praticaram e ampliaram suas habilidades
matemadticas, evidenciando o PMA.

Amparados em Dreyfus (2002), concordamos que o0s alunos tém sido ensinados a partir
do resultado das atividades dos matematicos, em vez de serem orientados pelos processos que
0s matematicos seguiram para construir esses resultados. Segundo o autor, alcancar a
compreensdo de um objeto matematico ndo se resume a definir e exemplificar um conceito
abstrato. Pelo contrério, € necessario construir as propriedades desse conceito por meio de
deducbes a partir da sua definicdo, assim, vemos em atividades de modelagem matematica na
perspectiva da analise de modelos uma possibilidade de encaminhamento.

Levando isso em consideracdo, e no sentido de buscar as evidéncias do PMA nos
registros do desenvolvimento das atividades, a partir do exercicio de analise desta atividade, no
texto da dissertacdo a qual este artigo traz um recorte (Giroti, 2024), organizamos um quadro
gue busca antecipar encaminhamentos possiveis para a modelagem matematica na perspectiva
da analise de modelos e com isso identificar o potencial de tais atividades para cada processo
do PMA.

Ao compartilhar os resultados parciais da pesquisa, esperamos contribuir em alguma
medida para as discussdes do GT10, no sentido do que foi apontado por Almeida (2022), o de
investigar possiveis resultados e ganhos educacionais decorrentes de design de atividades de
modelagem matematica no cenario educacional.
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