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Resumo:

Este relato é procedente de um estudo bibliografico e de uma pesquisa realizada através de
um questionario aplicado a uma turma de alunos do 1° ano do Ensino Médio de uma escola
publica estadual na cidade de Areia, Paraiba, sobre Pitagoras, seu Teorema, e as varias
maneiras de se demonstra-lo. Trazemos, inicialmente, um breve histdrico sobre a vida de
Pitagoras e seu Teorema. Para isto foi utilizado referéncias de varios autores que escrevem
sobre Historia da Matematica. Em seguida evidenciaremos alguns dados que foram
oriundos da andlise feita sobre as respostas obtidas através do questionario, que nos
permite observar a falta de conhecimentos dos alunos sobre Pitagoras, seu Teorema e as
demonstracgdes.

Palavras-chave: Educacdo Matemaética. Pitagoras. Demonstracdo do Teorema de
Pitagoras.

1. Introdugéo

Qual énfase é dada as demonstracGes de teoremas no Ensino Fundamental ou no
Ensino Médio? Sera que os professores estdo preparados para trabalhar essas questdes com
seus alunos? Serd que os professores se sentem seguros para desenvolver demonstragdes
em perspectiva para que seus alunos percebam com clareza e consigam entender o que
significa uma demonstracdo de um fato matematico? Para Almoud (2007) estas e outras
tantas questdes ainda geram preocupacdes nos pesquisadores educadores matematicos.

O Teorema de Pitdgoras ¢ uma relacdo envolvendo os lados de um tridngulo
retdngulo, conhecido mundialmente. Esta relacdo recebe o nome de Pitagoras porque se
supde que ele tenha construido a primeira prova deste teorema. Mas héa indicios que mil
anos antes de Pitadgoras esta relacdo ja era conhecida pelos babilénios. Os pitagoricos
acreditavam que este teorema era uma revelacdo dos Deuses e com ele podia-se descobrir

particularidades ndo reveladas da natureza (http://tvescola.mec.gov.br).
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Vaérios estudiosos da Matematica consideram este teorema um dos mais importantes
da Historia, como também um dos teoremas mais demonstrados em todo o mundo. Varios
resultados importantes em Geometria Teorica, bem como na solucdo de problemas praticos
relacionados a medidas foram descobertos através desse teorema, ou deles se utilizam. O
fato é que o Teorema de Pitadgoras € um dos mais famosos e uteis na Geometria Elementar
e ja foi demonstrado por varias civilizacbes no decorrer da Historia, tornando-se assim um
excelente tema a ser aprofundado durante as aulas de Matematica no Ensino Fundamental
(GASPAR, 2003). Para uma melhor formalizagdo, ou um melhor entendimento do
Teorema de Pitdgoras em um contexto geral, seria interessante que o professor de
Matematica proporcionasse aos alunos situacfes onde os mesmos tivessem a possiblidade
de elaborar algumas demonstracfes desse teorema. De acordo com Barbosa (1993) é de
grande importancia que o professor de Matematica tenha conhecimento de algumas das
demosntracfes, para que ele possa utilizar aquelas que sdo compativeis com 0s seus
alunos.

2. Pitagoras — Breve Historico
Pitagoras teria sido um matematico grego que teve sua histdria envolta em lendas

fantasiosas e mitos, uma vez que ndo existem relatos originais sobre sua vida. Pitagoras
viveu em Samos, uma das ilhas do Dodecaneso proximo de Mileto, onde aproximadamente
50 anos antes havia nascido Tales. Segundo Lima et al. (2006), foi a partir das ideias
desses dois grandes nomes que a Matematica se iniciou como Ciéncia. Segundo Eves
(2004), por volta de 572 a.C. Pitadgoras fugiu para Metaponto, onde morreu, talvez
assassinado, com idade avancada, entre setenta e cinco e oitenta anos. Ja Barbosa (1993)
cita que Pitagoras, se possivelmente existiu, foi exilado de Crotona e morreu em Tarento.

Alguns autores acreditam que Pitadgoras tenha sido discipulo de Tales devido a
proximidade das regides onde nasceram. Para Eves (2004), Pitagoras era 50 anos mais
jovem que Tales e morava perto de Mileto, onde vivia Tales. Segundo Boyer (2010),
Pitagoras era um mistico, um profeta e algumas semelhancas em seus interesses devem ao
fato de que Pitagoras também viajou pelo Egito e Babildnia. Pitagoras foi praticamente um
contemporaneo de Buda, Confucio e Lao-Tse. Alguns fatos podem relatar que Pitagoras foi
discipulo de Tales, mas isto € improvavel devido a diferenca entre suas idades.

Os autores descrevem Pitdgoras de varias formas. Para Boyer (2010), é dificil
separar histéria e lenda no que se refere ao homem Pitagoras, pois ele era visto como um
filésofo, astrbnomo, matematico, abominador de feijoes, santo, profeta, milagreiro, magico

e charlatdo. Segundo Russell (apud Strathern, 1998, p. 8), Pitagoras era “intelectualmente,
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um dos homens mais importantes que ja existiram, tanto quando era sabio, como quando
ndo o era. A Matematica, como argumento dedutivo-demonstrativo, comeca com ele e,
nele, esta ligada a uma forma peculiar de misticismo. A influéncia da Matematica sobre a
Filosofia, em parte devida a ele, tem sido, desde entdo, tdo profunda quanto funesta”.

Ja Strathern (1998, p. 7) descreve Pitdgoras como o0 primeiro matematico, o
primeiro filosofo. Pitdgoras também possivelmente foi o primeiro a usar a palavra
matematico e também inventou a palavra cosmos. Ele usou este termo para designar o
mundo por causa de sua perfeita harmonia e ordem. Nas palavras de Kahn (1993),
Pitagoras ndo € apenas o nome mais famoso na Historia da Filosofia, anterior a Socrates e
Platdo. Ele é também uma das figuras mais fascinantes e misteriosas da antiguidade.
Pitagoras foi celebrado nas tradi¢fes antigas como matematico e fildsofo da Matematica,
com seu nome associado a um importante teorema da Geometria Plana. Mesmo com varias
indagacOes, atribuigdes e questionamentos, Pitdgoras é considerado o pai da Matematica.
Suas contribuicdes para a Historia, principalmente o Teorema que lhe é credito vem
despertando através dos séculos o interesse de muitos estudiosos e matematicos
(BARBOSA, 1993; STRATHERN, 1998).

3. Demonstracgdes do Teorema de Pitagoras
Na Matematica para verificar a veracidade de uma proposicdo se faz necessario

uma prova que seja valida para todos os casos. Essa € uma particularidade da Matematica.
Sendo assim, para que a proposicdo referente ao teorema de Pitagoras seja valida, se faz
necessario que ela seja verdadeira para qualquer triangulo retangulo. Sé assim teremos um
teorema. Véarios foram os personagens gque demonstram o Teorema de Pitagoras. S&o
demonstracfes desenvolvidas por mentes matematicas brilhantes, tais como Pappus,
Euclides e Polya; e também de matematicos amadores, como o0 ex-presidente americano J.
A. Garfield ou do entusiasta pelas Ciéncias H. Perigal.

Um professor de Matematica chamado Elisha Scott Loomis de Ohio nos Estados
Unidos conseguiu reunir em s6 livro 370 demonstracdes do Teorema de Pitagoras. Este
Professor separa estas demonstracGes em duas classes: as provas geométricas baseadas em
comparagOes de areas e as provas algébricas utilizando relagbes métricas no tridngulo
retangulo (LIMA, 2006, p 52).

3.1 Demonstracéo 1: Demonstracdo com a Formula de Heron
A formula de Heron que permite calcular a area de um tridngulo em fungéo do

semiperimetro p e dos lados a, b e ¢ é dada por: Vamos considerar um triangulo retangulo

ABC de lados a, b e c como mostra a figura abaixo.
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Figura 1: Triangulo retngulo no vértice A e lados a, b e c.

Pela formula de Heron, a area desse tridngulo é dada por:
Area(ABC) = /p(p — a)(p — b)(p —c).

Efetuando o produto dentro do radical, com p = %(a-l—b—I—c], obtemos

area(ABC) :i [2a2b? + 2a%c? + 2b%c? — a* — b* — ¢,
Por outro lado: &rea(ABC) = %bc.

Comparando essas duas equagdes, temos:

1 7 EEG] 7 9 ] 1 .

;V2a®b? + 2a%c? +2b%c? — a* — b* — c* = Zbc, ou seja,

2a’b? + 2a%c? 4 2b%c? —a* — b* — ¢t = 4b% 2,

Rearrumando essa Ultima expressdo e efetuando as devidas simplificacGes, temos:
(b% +c?—a%)? =0, logo a? = b% + %

3.2 Demonstragéo 2
Segundo Barbosa (1993), nos cursos tradicionais de Geometria Plana, como nos

livros sem preocupacdo educacional, a prova empregada é a prova por semelhanca de
tridangulos. Para Lima (2006) esta € a prova mais curta e também a mais conhecida.

No triangulo ABC, retangulo em A (Figura 3), a altura AD (perpendicular a BC)
relativa a hipotenusa origina dois triangulos semelhantes ao proprio triangulo, em vista da
congruéncia dos angulos (BAD =¢, complemento de 8, CAD =%, complemento de ¢).
Portanto, temos proporcionalidade entre os lados homdlogos, uma para cada triangulo

parcial ou total:

m

n
C

2|

Figura 2: Triangulo retdngulo com as projec¢des dos catetos e a altura
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Fonte: (Barbosa, 1993)

A expressdo acima fornece ¢® = an e b® = am, conhecidas como relacdes métricas
de Euclides. Adicionando-as obtemos b?> + ¢ = am + na = am + n) = a x a = a°
(BARBOSA, 1993). Esta demonstracdo € a mais frequente hoje nas escolas porque
permite, com um Unico e pequeno esforco, ndo sé demonstrar o Teorema de Pitagoras de
forma bastante simples, como também encontrar outras relagbes importantes do triangulo
retangulo. Além das duas relacGes, que deram origem a demonstracao do teorema, obtemos

arelacdo bc = ah e h* = mn.
3.3 Demonstracao 3: do Presidente

James Abram Garfield, presidente dos Estados Unidos por apenas quatro meses
(assassinado em 1981) era também General e gostava de Matematica. Ele deu uma prova
do Teorema de Pitagoras (LIMA, 2006, p. 54):

Analisando a Figura 4 temos um trapézio que foi decomposto em trés triangulos
retdngulos de lados a, b e ¢, onde a area do trapézio com base a, b e altura a + b é igual a
semisoma das bases vezes a altura. Por outro lado, a mesma area é também igual a soma

das areas de trés triangulos retangulos. Portanto:

a+b b+¢c)? b2 c?
x[a+b)=%=3+bc+?

Mas podemos obter também a area pela soma das areas dos triangulos:

T_bc be az_b a?
_E—I_?J’_E_ C+E

Comparando-as e multiplicando por 2, temos: a> = b? + ¢*

a b

Figura 3: Figura utilizada na prova do presidente James Abram Garfield
Fonte: (Lima, 1998)

O Presidente usou o conceito de comparagdo de areas para provar o Teorema de
Pitagoras, assim como outras demonstracfes também se utilizam deste conceito, mas se

diferem por trabalharem como figuras planas distintas.
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3.6 Demonstracéo 4: de Leonardo Da Vinci
Leonardo da Vinci nasceu na Italia em 15 de abril de 1452, pintor e escultor italiano
um dos grandes génios da humanidade, criador do quadro Mona Lisa, também concebeu

uma demonstracdo do teorema de Pitagoras, que se baseia na Figura 4:

Figura 4: Demonstracdo de Leonardo Da Vinci
Fonte: (Lima, 1998)

Os quadrilateros ABCD, DEFA, GFHI e GEJI sdo congruentes. Logo, 0s
hexadgonos ABCDEF e GEJIHF tém a mesma area. Dai resulta que a area do quadrado
FEJH é a soma das areas dos quadrados ABGF e CDEG (LIMA, 1998, p. 55).

Da Vinci se baseou no principio de comparacédo de areas. Ele fez uso de uma forma
mais complexa e de dificil visualizacdo. Utilizou as areas dos quadrilateros formados a
partir de uma figura desenhada anteriormente para comprovar suas equivaléncias e assim
comprovar a relacdo existente entre os lados dos triangulos retangulos (LIMA, 2006).

3.8 Generalizando o Teorema de Pitagoras
Observando o Teorema de Pitagoras, em uma perspectiva diferente da que

conhecemos, veremos que este Teorema ndo se aplica apenas ao triangulo retangulo. De
acordo com Lima (2006), o Teorema de Pitagoras também é valido para quaisquer figuras
semelhantes construidas sobre os lados do triangulo retangulo. Lima (2006) nos mostra que
sendo A, B e C areas de figuras semelhantes construidas sobre os catetos b e ¢ e sobre a
hipotenusa a de qualquer triangulo retangulo, entdo a soma da area da figura construida

sobre a hipotenusa é igual a soma das areas das figuras construidas sobre os catetos:

T

{

Figura 8. Figuras semelhantes construidas sobre os lados de um tridngulo retangulo
Fonte: (lima 2006)
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Sabendo que a razdo de areas de figuras semelhantes € igual ao quadrado da razao

a b2 C a c

A a\? A B A a\? A C
de semelhanca. Temos  que: = (—) ou — = eque -= (E) ou — ==

Entdo: :‘—2 = ;2 = 632

Aplicando a propriedade das proporcdes ficamos com a* = b? + ¢® e podemos
concluir que A = B + C. Entdo fica mostrado que o Teorema de Pitagoras é valido para
quaisquer figuras semelhantes construidas sobre os lados de um tridngulo retangulo
(LIMA, 2006).
4. Breve Pesquisa com alunos do 1° ano do Ensino Médio

Confeccionamos um questiondrio (BOGDAN e BIKLEN, 1994) composto de dez
questBes sobre Pitadgoras, 0 seu Teorema e também elementos que compdem o tridngulo
retangulo, baseado em nosso estudo bibliografico. Visto que o Teorema de Pitdgoras é um
tema que comeca ser abordado no 9° ano do Ensino Fundamental, aplicamos o0 questionario
a vinte e seis alunos de uma turma de 1° de ano do Ensino Médio com o objetivo de
analisar o nivel de conhecimentos dos alunos em relacdo a um tema abordado no ano

escolar anterior, no caso, o Teorema de Pitagoras:
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QUESTIONARIOY
PERCEPCAODOSALUNOS DO1"ANOEA ANODOENSINOMEDIOSOBREQ-TRIANGULO-RETANGULO,
O-TEOREMA-DE-PITAGORASE-SUAS-DEMONSTRACOES.Y
Pesquisacoordenadapor:|
Prof Dr: Profz Abigail Fregnilins (BibiLims)|
Mestrando: 2darconi Ceslho-dos Santosy

1.-Escreva-o-que-vocd-conhecesobre Pitdgoras

-
-
3.-Desenhe-um- trigngulo-reténgulo-explicitando-¢ -seus-slementos |
-
-
4.-Em-um-trifnguloretingule, -como-reconhecer-o-lado-que-é-chamado-de-Hipotenusa ™
-
-
3.-Quais-asrazdes-trigonoméatricas -existentes em-um-trignsulo retdngulo 7Y
-
-
§.-Quais-e-quantas-demonstraces-do-Teorsma-de Pitdgoras vocdconhece?
-
-
7.-5e-vocd-conhece-zlguma-demonstragio-do-Teorema-de Pitazoras -desenvolva-af
-
-
8. Defma-trifngulo-retingulo. |
-
-
2 -Defma-de-acordo-com-o-seus-conhecimentos-o-Teorema-de-Pitdgoras 7
10.-Vocé-conhece-zlpuma-aplicaco-do- Teorema-de Pitdgoras 7
-

.

10.-Na-figura-sbaino-os-lados-do-trifngule- ABC-estfo-expressos namesma-unidade. -Sendo-zssim, -dstermime-o-valor-do-lade-
correspondente-ax.

Figura 9: Questionéario aplicado aos alunos
Fonte: (propria)
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5. Resultados

Quando questionados sobre quem foi Pitagoras, dos 26 alunos do 1° ano do Ensino
Médio, 14 deixaram esta questdo em branco os outros 12 responderam de forma bem
diversificada:

Aluno 1:

screva o que vocé conhece sobre Pitagoras.

Aluno 2:

l. Escreva o que vocé conhece sobre Pitagoras.

Ao analisar as respostas podemos perceber que mesmo de forma desconexa, ou
com pouca informacgdo, alguns dos alunos relacionaram Pitagoras com o triangulo
retangulo ou com a férmula matematica a’=b® + ¢ Dos 26 alunos questionados sobre
guantas demonstracdes do Teorema de Pitagoras eles conheciam, 22 alunos deixaram em
branco e outros quatro tentaram responder:

Aluno 5:

5. Quais ¢ quantas demonstragdes do Teorema de Pitagoras voce connece
'

LL;_aj{y N\LOTY J‘L«.«_ € kk«{&_&L‘ o~ . - == S

Aluno 6:

Juais e quantas demonstracdes do Teorema de Pitdgoras vocé conhece?

Fica evidente que, de acordo com as respostas dadas pelos alunos, eles nédo
conhecem nenhuma demonstracdo do Teorema de Pitagoras. Também podemos notar que
dos quatros alunos que responderam a questdo, dois deles associaram a demonstracdo do
Teorema de Pitagoras simplesmente a uma férmula matematica. Estes resultados podem
ser justificados por Santos, Silva e Lins (2012), no qual, em estudo realizado, 50% dos
professores pesquisados afirmaram conhecer apenas uma demonstracdo do Teorema de
Pitagoras, a tradicional, baseada na semelhanca de triangulos, comprovando assim a falta
de conhecimento dos professores sobre este tema e assim impossibilitando-os de favorecer

um ambiente onde os alunos possam criar ou desenvolver situagdes para o estudo das
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demonstracdes do Teorema de Pitagoras. Outro aspecto importante apontando por Santos,
Silva e Lins (2012) foi que 62,5% dos professores usam apenas o quadro negro como
recurso para trabalhar as demonstracdes do Teorema de Pitdgoras. Ao se limitar em suar
apenas o recurso do quadro negro o professor evita que o aluno conhega novas ferramentas
que poderiam enriquecer e despertar o seu interesse pelo tema abordado. Ao compararmos
este resultado com as respostas dos alunos comprova-se que apenas 0 uso do quadro negro
ndo é suficiente para fazer com que a aprendizagem seja significativa.

Um resultado que chamou nossa atencéo foi a falta de conhecimento dos alunos
pesquisados quando questionados sobre aplicacdes do Teorema de Pitagoras; 100% deles
ndo responderam a questdo. Dados que diferem destes foram obtidos por Santos, Silva e
Lins (2012) ao verificarem que a maioria dos professores pesquisados afirmaram usar a
contextualizacdo e/ou a interdisciplinaridade no contetdo do Teorema de Pitagoras, além
disto a metade destes professores afirmaram que alguns alunos séo capazes de enxergar
diferentes aplicacdes do Teorema de Pitagoras, dentro e fora do conteudo matematico. Ao
serem questionados sobre a defini¢cdo do Teorema de Pitagoras, apenas 1 dos alunos tentou

responder a esta questdo:

8. Defina, de acordo com seus conhecimentos, o Teorema de Pitdgoras.

De acordo com o apresentado pelo aluno, nota-se que este ndo tem conhecimento
suficiente para uma definicdo que se aproxime da definicdo utilizada nos textos historicos e
tedricos. Quando foi pedido aos alunos para resolverem uma questdo que utiliza o Teorema
de Pitagoras na sua resolugdo, observou-se que dos 10 alunos que responderam a questao,

nenhum acertou. Uma das resolucdes pode ser observada a seguir:

Através dos resultados obtidos, nota-se que os alunos questionados ndo souberam
relatar quem foi Pitgoras, ndo conhecem nenhuma das demonstraces do seu Teorema e
nem aplicacbes deste Teorema, dentro e fora do contetdo matemético. Assim como, 0S

alunos nao foram capazes de definir este Teorema e resolver questdes que o envolva.
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6. Comentarios Finais

Temos em mente que com a pesquisa bibliografica que realizamos obteve-se um
valioso conhecimento em relacdo a historia de Pitgoras, seu Teorema e algumas de suas
diversas demonstracGes. Pudemos perceber, ao questionar alguns alunos do Ensino Médio
de uma escola publica estadual, a falta de conhecimento sobre Pitdgoras e as diversas
demonstracdes existentes sobre o seu Teorema. Acreditamos que utilizando a Historia da
Matematica, a historia sobre Pitdgoras e as diversas maneiras de demonstrar 0 seu
Teorema, o tema/contetido pode vir a se tornar mais interessante e motivador para que 0s
alunos melhorem seus conhecimentos em relacdo ao tema/conteudo presente no curriculo
de Matematica do Ensino Fundamental e necessario para o Ensino Médio.

Foram dois os estudos que realizamos sobre este tema, um envolvendo professores
(SANTOS, SILVA e LINS, 2012) e outro, o presente, envolvendo alunos. Ambos os
estudos nos deixou profundamente preocupados ao notarmos a falta de conhecimento sobre
Pitagoras, seu Teorema e suas diversas demonstracfes, tanto da parte de professores
quanto da parte de alunos, consequéncia talvez da docéncia, ensino. Com isso, sugerimos
fortemente a professores, e alunos, buscarem na Histdria da Matemaética informagdes sobre
o tema/contetido em questdo e como trabalhé&-lo em sala de aula. Esperamos, sinceramente,
gue nosso breve artigo possa vir a ser o primeiro passo!
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