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Resumo

Este texto tem como finalidade suscitar reflexdes para a abordagem do conteddo de
progressdes geométricas infinitas, estudadas, inicialmente, na educacdo basica brasileira.
Assim, é proposto que este conceito seja abordado junto a diversos conceitos que déo
sentido a ele, com o intuito de dar significado ao que observamos superficialmente, quando
o foco esta apenas no uso de expressdes algébricas. Desta forma, busca-se por um estudo
em que o aluno se expresse ao conjecturar e estabelecer relacbes com o que esta sendo
abordado. Esperamos que a exploracdo dos conceitos contidos no campo conceitual das
progressdes geométricas possa contribuir para o ensino-aprendizagem deste contetdo e
como referéncia para a pratica de professores que o lecionam em sala de aula.
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1. Introducéo

Na matematica da educacdo béasica brasileira, encontramos varios temas que,
geralmente, sdo estudados por meio de notagdes algébricas, formulas e, que muitas vezes
se mostram um tanto sem significado para os alunos. A mera aplicacdo de técnicas para
resolver algum problema, deixa a atividade matematica pouco atraente, quando poderia ser
abordada de forma a fazer com que os alunos conjecturem sobre o que se observa e
validem suas afirmacGes. Nesse Ultimo caso, 0 uso de uma expressdo algébrica pode ser
usado como método de resolucédo de problemas de forma consciente, quando o aluno sabe
da onde saiu tal mecanismo, por que usa-lo em determinada situagdo e ao compreender até
onde o procedimento pode ser aplicado.

Assim, a atividade matematica que favoreca com que o aluno seja ativo na
construcdo de seu conhecimento, leva-nos a refletir sobre a forma com que possamos
explorar os conteldos matematicos, para este fim. Nesse intuito, pensamos no estudo das

progressdes geomeétricas em que € basicamente explorado, em livros didaticos, sob a forma
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de padrGes e uso de formulas gerais. Nessa abordagem, passa-se de uma progressdo
geométrica finita para a progressao geométrica infinita, a partir do uso de uma férmula,
apenas para encontrar a soma infinita de seus termos. Com o intuito de tornar mais
significativo o trabalho com esse tema, priorizando a construcdo de conceitos e
significados que possam fundamenta-lo, visamos uma abordagem que desperte o interesse
dos alunos pelo assunto, envolvendo-o na busca de solucbes. Nesse viés, o aluno é
convidado a refletir sobre situaces que envolvem um trabalho com a noc¢éo de infinito, o
que requer maior abstracdo do que uma simples aplicacdo de técnicas.

Diante desse cenario, nos questionamos sobre: Como explorar o contetddo de
progressdes geometricas infinitas, de forma a torna-lo mais significativo, para alunos de
ensino médio, no estudo com o tema?

Em busca de responder a essa questdo, tomamos como base 0s pressupostos de
Vergnaud (1996), psicologo francés, em que levaremos em conta 0 que o autor considera
como sendo um conceito, visto que esse € o ponto principal, para tentarmos compreender
em que sentido e como um conceito pode ser explorado.

Vergnaud (1996) destaca que o conceito ndo consiste em uma definicdo textual e
nem se encontra isolado, mas é composto por uma triade (S, I, L) formada pelo conjunto de
situacOes (S), que ddo sentido a um conceito, os invariantes operatorios (I) que s&o
constituidos pelos conceitos em acdo e teoremas em acdo (significados) e as formas de
linguagem (L) que permite expressar um conceito (os significantes). Dessa forma, as
representacdes simbdlicas usadas, as propriedades conceituais que sdo trabalhadas e os
significados envolvidos em diferentes situagdes fazem parte do ensino formal de conceitos,
como aponta Borba (2009), ao se referir 0 quanto a compreensdo de um conceito esta
fortemente ligada a esses fatores conceituais. Nesse sentido, buscaremos vincular essa

triade, para melhor compreender o campo de estudo das progressdes geométricas infinitas.

2. O Campo das Progressdes Geométricas Infinitas

Como relatamos anteriormente, o conteddo de progressdes geométricas infinitas é
apresentado em livros didaticos do ensino médio de forma quase ‘“solta” em termos
conceituais, isto é, sem realizar vinculos com outros conceitos e sem propor situacfes que
podem dar sentido a esse conceito. Ao realizar a passagem do reconhecimento de

regularidades cuja abordagem encontra-se nas progressoes finitas, para o estudo do tema

Anais do XI Encontro Nacional de Educagdo Matematica - ISSN 2178-034X Pagina 2



XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica
Curitiba — Parand, 18 a 21 de julho de 2013

junto a noc¢do de infinito, muitas vezes é deixado de lado os conceitos que permitem aos
alunos compreenderem os significados das formulas e as representacfes simbolicas
utilizadas.

Ao identificar as progressdes geometricas infinitas como campo conceitual,
levamos em conta uma rede de conceitos que estdo intimamente ligados ao tema e, que é
por meio deles que consideramos uma abordagem concisa desse conteudo. Dentre alguns
deles, relatamos:

O Estudo dos nameros racionais e suas operagdes: apresentamos inicialmente esse
conceito matematico, pois o consideramos essencial para o estudo das progressdes
geométricas. Sao estes conceitos que estardo sempre permeando a acdo do aluno, ao
resolver os problemas propostos. Posteriormente, elencamos o estudo de uma funcéo, visto
que € necessario estabelecer ligacbes com o tema, ao representar graficamente os termos de
uma progressdo, analisando o comportamento de seus termos, a importancia do dominio
desta funcdo, pois s6 assim é possivel ter uma compreensdo das linguagens a serem usadas.
Cabe ressaltar que muitas vezes os livros apenas menciona este conceito, ao abordarem a
definicdo de sequéncias numéricas, deixando muito a desejar.

Outro “conceito” intimamente interligado no conceito de progressdes € a nocdo de
infinito. Neste estudo o infinito é peca chave, uma vez que este ndo € estudado, mas esta
intrinseco a varios contetdos matematicos. Aqui € necessario observar se os alunos
transportam as propriedades relacionadas as grandezas finitas para as infinitas, por
exemplo, ao considerar a variavel n como sendo representante do infinito. Essa
compreensdo é fundamental, pois s6 assim 0s alunos poderdo conceber essa nogdo e
estudar o tema de forma a compreender todo 0 processo.

Paralelamente estd a nocdo de infinitésimo, ao observarmos os termos de uma
progressdo geomeétrica decrescente. Ao identificar os termos da sequéncia, em uma reta
numerada, por que ndo, questionar o aluno sobre o que ele observa quanto ao
comportamento de seus termos, quando n cresce indefinidamente? Um exemplo desta
aplicacdo pode ser verificado na atividade 02, em anexo. Nesta, usamos os trés conceitos ja
citados e outros a serem abordados, como a ideia de convergéncia, uma vez que é possivel
retomar o estudo do conceito de numero racional, estimular o pensamento intuitivo com a
nocdo de infinito e infinitésimo, além de aprimorar o estudo de uma fungdo com dominio
natural, ao analisar graficamente o comportamento dos termos da funcdo considerada. Este

“exercicio” é, portanto, ir além de um trabalho pontual e sem significado, mas sim, levar os
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alunos a explorarem o0s conceitos que pode ser observado intuitivamente e comprovados
apos o trabalho com 0s mesmos.

As expressdes algébricas sdo conceitos que permitem expressar um pensamento,
uma vez que a atividade algébrica deveria ser melhor explorada. E traduzir um pensamento
e utilizar uma linguagem (significante) para expressar as situagdes que se observa. Outro
conceito diz respeito a nocéo de limite (convergéncias). E por meio das convergéncias que
é possivel instigar os alunos a levantar conjecturas e a refletir sobre o0 que acontece com os
termos de uma progressdo geomeétrica infinita. Essa nocdo pode ser explorada com o tema,
ao dar significado e fundamentar as acbes que fazemos, em especial, quanto as somas
infinitas, sendo nas mesmas que se encontra a maior probleméatica do estudo das
progressdes geométricas.

Contudo, é nesta perspectiva que, ao abordar esse tipo de soma, refletirmos sobre o
campo de possibilidades que ha em termos de conceitos a serem explorados, levando em
conta o pensamento intuitivo do aluno no estudo com problemas que envolvem o infinito.

Gimenez e Lins (1997) apontam que, o papel que a intuicdo desempenha na
construcdo das ideias complexas se mantem essencialmente importante, ao valorizar o
conhecimento que os alunos trazem ao lidar com uma situacdo ndo prevista. Porém, é a
partir da intuicdo que buscamos gerenciar a passagem da descoberta de regras e estratégias
a um modelo explicito, sem deixar de considerar a constru¢do dos conceitos pelos alunos
ao gerenciar e validar suas afirmacdes.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio destaca o papel da

resolucéo de problemas, ao afirmar que:

Na resolucdo de problemas, o tratamento de situagdes complexas e diversificadas
oferece ao aluno a oportunidade de pensar por si mesmo, construir estratégias de
resolucdo e argumentacdes, relacionar diferentes conhecimentos [...] (BRASIL,
1998, p.110).

Com esse intuito, as atividades 01 e 03, em anexo, consistem em possibilidades
para que se estabelecam relacGes entre os diferentes conceitos diante do estudo de
progressdes geométricas infinitas, em especial no que tange as soma infinita dos termos de
progressdes geométricas. Assim, acreditamos que a atividade 01 possa contribuir para
atividade matematica com relagdo ao tema, de forma a desestabilizar cognitivamente o
aluno frente a um primeiro contato com a nocéo de infinito. Ainda nesta, o aluno é levado

a conjecturar a respeito de algum significante (expressao algébrica) que possa retratar a

Anais do XI Encontro Nacional de Educagdo Matematica - ISSN 2178-034X Pagina 4



XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica
Curitiba — Parand, 18 a 21 de julho de 2013

situacdo observada. Nesta situacdo, os alunos podem realizar conversdes entre fracOes e
nameros decimais em busca de encontrar uma solucéo, a partir de calculos aproximativos
ou até mesmo expressarem uma regra-em-acdo do tipo (x - 1)/x que condicionaria a
observar que o recipiente tenderia a encher a medida que x cresce infinitamente, ap0s
analisar o infinitésimo 1/x. Da mesma forma, a atividade 03 estabelece uma relagdo mais
sistematizada com relacdo a formula de S,. Nesta, o aluno é levado a conjecturar frente as
propriedades geométricas, a partir da figura de um quadrado, analisando nesta situacao,
uma soma infinita de termos, expressos na forma racional. Apds buscarem uma expressao
algébrica que expressem a enésima area considerada, serd necessario realizar o estudo de
passagem ao limite na formula da soma dos termos de uma PG, uma vez que n cresce
indefinidamente. Por esta situacdo sistematizar a passagem ao limite focaremos, a seguir, 0
estudo da soma infinita dos termos de progressées geométricas, na perspectiva de melhor

compreender o processo de constru¢ao dos conceitos envolvidos na passagem ao limite.

3. Como dar significado a soma infinita dos termos de progressdes geométricas?

Segundo Gimenez e Lins (1997), o processo de caracterizar objetos abstratos tem se
mostrado um tanto complexo, principalmente ao lidar com conjuntos infinitos. O autor
exemplifica que ndo had como dar significados a eles, por meio de situagdes concretas,
indagando-nos sobre o fato de como contar um conjunto infinito, tendo como base, tudo
que aprendemos para 0s conjuntos finitos. Assim, a passagem das propriedades finitas para
as infinitas, constitui em um processo longo e arduo, que se manifesta desde a histéria da
matematica. Caraca (2005) ressalta que ndo ha como associar as propriedades de soma
finita as infinitas, uma vez que as propriedades comutativa, associativa ndo satisfazem essa
nova entidade. Este autor ainda afirma que a soma infinita ndo se reduz ao célculo
aproximado de sua soma. Cientes de todo processo que constitui esse conceito, passamos a
refletir, entdo, sobre a forma com que podemos dar significado a essas somas, ja que ndo
héa légica nos referir a um método de contagem, como meio de caracteriza-la.

Com o intuito de proporcionar aos alunos situagdes que eles possam refletir sobre, e
elaborar conjecturas, vimos que o0 estudo das somas infinitas dos termos da progressao
geométrica, pode partir, num primeiro momento, do célculo aproximado, fazendo uso de
calculadoras. Com isso, consideramos que o aluno é capaz de identificar o que acontece

com esse tipo de soma, quando conseguimos somar algumas dessas parcelas. Deduzir o
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resultado, a primeira vista, é essencial para que depois, passamos ao processo de validacéo,
e progredimos ao trabalho com o continuo. Nesse caso, os alunos devem explicitar o que
observou e, justificar suas afirmac6es. Para Gimenez e Lins (1997), o conhecimento €
formado pela crenca/afirmacao junto a uma justificacdo. Nesse processo, 0 aluno constitui
uma crenga, em que o processo de justificagdo ainda é precario, porém essencial para
buscar um método que justifique e dé significado ao que se observa intuitivamente.

Com esse pensar, buscamos instigar cada vez mais nossos alunos, ao processo de
justificacdo. Tendo como base o0s conceitos que constituem o campo das progressdes
geomeétricas € necessario um trabalho que faca os alunos refletirem sobre uma soma finita,
e um método de resolucdo. Por meio de uma situacdo problema elaborada com o propésito
de questionar o aluno sobre o célculo de uma soma ‘grande’, porém finita, leva-nos a
buscar por um método consistente e, que consiga dar significado ao que propomos. Assim,
junto as propriedades geométricas levantadas anteriormente, faz-se necessario a deducdo
da férmula da soma dos n termos de uma progressdo geométrica. Nesse trabalho,
acreditamos ser viavel, se partirmos da aritmética, para que seja possivel dar significado a
cada expressao usada nesse processo. Atingindo esta soma e, conseguindo resolver os
problemas nesse campo, cabe questionarmos: E, se em certa situacgao, tivermos uma soma
infinita, serd que podemos aplicar a formula usada anteriormente? Nesse caso, como lidar
com o infinito?

Dada a expressdo, pensemos sobre seu significado, em torno do nucleo das somas

_ n
infinitas: S, = @. Visto que esta satisfaz situa¢fes cujo objetivo estd em encontrar

a soma dos termos de uma progressdo geométrica finita, onde n representa um nimero
desconhecido, o qual pode variar dependendo do valor ao qual queremos obter. No
entanto, quando pensamos no infinito, a variavel n ndo pode representéa-lo, ja que esse
consiste em um processo continuo em que observamos 0 comportamento dessa soma,
quando n cresce infinitamente, para que possamos concebé-la na condi¢do de objeto, como
ressalta David e Moreira (2007). Se, o estudo das progressdes geométricas infinitas for
explorado, no sentido que abordamos anteriormente, ao considerarmos 0s demais conceitos
envolvidos nesse campo, € possivel construir a nogéo de limite, como meio de fundamentar
0 sentido dessa soma. A nocdo de infinitésimos é essencial para entendermos a notagdo
usada na férmula acima, em relagdo a (q"), ja que é nesse caso que a soma ira convergir

para um numero finito, o qual denominamos o limite da soma considerada. Caso contrario,
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é possivel verificar o comportamento dessa soma, a qual divergira. O significado dado as
somas infinitas, junto a passagem do limite, remete a um trabalho com os diversos
conceitos ligados a este campo. N&o basta apenas aplicar uma formula, sem identificar o
pensamento que fundamenta tal expressdo. No trabalho com as progressées geométricas
infinitas, a atividade algébrica, deve ser construida de forma a produzir significado,
estabelecer relagBes entre os termos utilizados, isto €, é uma atividade de pensar sobre uma
situacdo a qual sé tera sentido quando entendemos o processo ao qual € constituido.

Nesse sentido, a soma infinita dos termos de progressdes geométricas passa a ser
condigé@o de objeto a ser estudado, e compreendido no corpo de conhecimento, que déo
sentido a ela. E no processo de construcdo dos conceitos que poderemos tornar o estudo
das progressbes geométricas infinitas, como meio de explorar situacdes e aprendizado e,

ndo como reproducdo de formulas e notag6es simbdlicas sem significado.

4. Consideracdes finais

Com esse texto, buscamos explorar o tema das progressées geomeétricas infinitas, a
qual ¢é deixada ao final do capitulo nos livros didaticos e, como consequéncia, quase ndo é
abordada pelos professores. Esse conteddo nos mostrou um campo de conceitos a
considerar, de forma a provocar o espirito investigativo dos alunos e a curiosidade ao lidar
com o infinito.

Para o estudo deste tema, os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio propdem que o aluno deva “reconhecer e utilizar a linguagem algébrica, necessaria
para expressar a relacdo entre grandezas e modelar situacfes-problema” (BRASIL, 1998,
p.122) e, com esse intuito buscamos suscitar uma reflexdo para a abordagem de uma
atividade algébrica com significado. Desta forma, propomos que ao abordarmos este
conteddo matematico, ndo deixemos de lado suas particularidades e os conceitos que
podem neles ser explorados, para que possamos redimensionar novas reflexdes a respeito
deste objeto de estudo, com vista a melhoria do ensino e aprendizagem deste contetdo

escolar.
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6. Anexos

Atividade 1. Num recipiente de capacidade de um litro, adiciona-se a cada dia a metade da quantidade de
agua que falta para encher o recipiente. Desse modo:

° No 1° dia, adiciona-se % litro de 4gua;

° No 2° dia, adiciona-se X litro de agua;
4

° No 3° dia, adiciona-se X litro de agua;
=]

° No 4° dia, adiciona-se _2_ litro de &gua e, assim, sucessivamente.
1a

a) Quando estivermos no 7° dia, qual serd a quantidade de dgua contida no recipiente?
b) Qual a expressdo que representa a quantidade de agua contida no recipiente, no enésimo dia?
¢) A égua preencherd o recipiente com o passar do tempo? Justifique sua resposta.

Atividade 2. Considere a sequéncia (=, 2, * , ..., L .)eointervalo ]0,1[ sob a reta real abaixo.
3 9 27 3n

: —
a) Represente os dez primeiros termos da sequéncia sobre a reta real.
b) O que esta acontecendo com o0s termos da progressdo? Se continuarmos a representar 0s préximos termos

da progressdo, sobre a reta, 0 comportamento da sequéncia se mantera? Justifique sua resposta.

Atividade 3.
Considere o quadrado da figura abaixo, cuja area é 1 cm?. Analise as divisdes feitas na figura e responda as
seguintes questdes:

o

Ay
Ay

O quadrado inicial foi dividido ao meio, o qual tomamos uma de suas partes A; Da parte restante, dividimos
ao meio tomando A,. Da mesma forma, obtemos As ao dividirmos a parte que restou de A,, a0 meio. Esse
processo se repete infinitamente, como mostra a figura acima.

a) Represente a sequéncia das areas de A, A, Az, A4 € assim sucessivamente.
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b) Se somarmos as areas A;, Ay, Az, As,..., 0 que serd obtido ao final desse processo? Justifique sua resposta.
c) O que podemos fazer para encontrar a soma das areas de todos os quadrados que se formam nesse
processo, ao pensar na formula da soma dos termos de uma progressdo geométrica, quando n cresce
indefinidamente? Justifique sua resposta.
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