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Resumo

Este minicurso expbe de maneira didatica uma possivel comparacdo critica entre a
Geometria Euclidiana e as Geometrias ndo Euclidianas, mostrando aspectos que possam
ser relevantes na introducdo desses conceitos tanto no ensino fundamental quanto no
ensino médio. Os trabalhos serdo conduzidos de maneira dindmica com o uso do software
cabri e com o auxilio da historia da matematica, os quais permitirdo conhecer e inferir
aspectos das geometrias ndo euclidianas, em especial da geometria hiperbolica, em
contraste com a geometria euclidiana.
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1. Introducéo

Por mais de dois mil anos, a obra, “Os Elementos de Euclides” foi considerada
como um paradigma do raciocinio matematico formal (rigoroso), distinguindo-se de outras
obras por sua estrutura axiomatica. Esta obra, composta por 13 livros, expdem resultados
da matematica elementar numa sequéncia légica. Somente quando os fundamentos dos
modernos métodos axiomaticos foram estabelecidos no final do século X1X € que esta obra
perdeu sua preeminéncia no contexto de matematica rigorosa.

Considerando o livro | de Euclides como a chave do método axiomatico, a partir de
algumas defini¢bes sdo apresentados 9 axiomas e 5 postulados dos quais Euclides deduz
465 teoremas. Sendo o livro | objeto de varios comentérios por causa do quinto postulado,
muitos matematicos tentaram deduzi-lo a partir dos outros, mas sem sucesso.

Inimeras das tentativas de provar o quinto postulados ndo obtiveram éxito pelo uso
indevido de resultados equivalentes a ele. Porém, no final do século XVIII, foram feitas
novas tentativas de demonstrar o quinto postulado de Euclides usando os processos de
demonstracdes indiretas, mas ao invés de gerar uma contradicdo, este novo conjunto de

axiomas deu base a uma teoria consistente, conhecida hoje como as Geometrias nédo
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Euclidianas. Neste minicurso, buscaremos conhecer de forma ludica e com o auxilio da
historia da matematica, os aspectos dessa nova geometria em contraste com a geometria
euclidiana, criando possibilidades para o professor, tanto do ensino fundamental quanto do
ensino medio, conhecer e se possivel inserir em sua proposta de ensino esses conceitos.

O objetivo deste minicurso € aprofundar e produzir conhecimentos acerca do
desenvolvimento da geometria plana de Euclides, da Geometria hiperbdlica de Bolyai
(1832) e da geometria esférica de Riemann (1854), utilizando o software “cabri geométre”.
O intuito é despertar a curiosidade e desenvolver a capacidade de argumentacao

envolvendo a geometria hiperbolica e esférica, em contraste com a geometria euclidiana.

2. A obra de Euclides e o quinto postulado

A distincdo da obra de Euclides em relacdo a todas as outras que chegaram até nos
¢ a sua estrutura axiomatica, o que faz reconhecer a sua grandeza. O livro | é considerado a
chave da apresentacdo do método matematico rigoroso. Composto de 23 definigdes, 9
axiomas, 5 postulados, 48 proposicdes, o livro | foi objeto de varios comentérios, isto tudo
por causa do quinto postulado. A sua forma um pouco complicada incitou muitos
matematicos que tentaram deduzi-lo a partir dos outros. Os postulados eram proposicoes
para as quais se pediam para aceita-las sem demonstracdo. De acordo com a traducdo de
Vitrac (1994), eram cinco os postulados:
Postulado 1 - Pode-se tracar uma reta de qualquer ponto a outro ponto qualquer. Neste
contexto, a palavra reta na obra de Euclides significa segmento de reta na linguagem de
hoje.
Postulado 2 - Pode-se prolongar uma reta infinitamente. Esse postulado garante a
existéncia da reta.
Postulado 3 - Pode-se descrever uma circunferéncia com qualquer centro e qualquer raio.
Esse postulado garante a existéncia da circunferéncia.
Postulado 4 - Pode-se considerar todos os angulos retos iguais entre si.
Postulado 5 - Se duas retas interceptadas por uma terceira reta, formam, do mesmo lado
dessa reta secante, dois angulos internos cuja soma é menor que dois angulos retos, as retas
guando suficientemente prolongadas se interceptam por esse lado da secante. Numa

linguagem moderna, podemos traduzir este quinto postulado como: Se a+3<180° entéo as

retas r e s se intersectam do lado de o e (3.
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Figura |

Em 1795, o enunciado do quinto postulado de Euclides foi substituido por outro,
equivalente, chamado hoje de postulado das paralelas. Tal formulacéo é devida a Playfair:
“Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma unica paralela a reta dada”
(BONGIOVANNI & JAHN, 2010).

3. O surgimento das geometrias ndo euclidianas

Vérias tentativas sem sucesso de provar o quinto postulado de Euclides esbarravam
no uso irregular ou indevido de resultados equivalentes a este postulado, como por
exemplo, a soma das medidas dos angulos internos de um tridangulo, a equidistancia de
retas paralelas e outros. J& no fim do século XVIII foram feitas novas tentativas de
demonstrar o quinto postulado de Euclides usando as chamadas demonstracfes indiretas.
Mas, em vez de conduzir a uma contradigéo, este novo conjunto de axiomas formou a base
de uma teoria consistente chamada hoje de geometrias ndo euclidianas.

Lobatchevsky em 1829 negou o quinto postulado de Euclides, dizendo que por um
ponto fora de uma reta passariam no minimo duas retas paralelas a reta dada. Ele foi a
primeiro a publicar esta teoria, por isso € considerado o fundador oficial das geometrias
ndo euclidianas, embora Gauss em 1824 numa carta enviada a Taurinus, ja soubesse dessa
possibilidade. Em 1832, Bolyai, independentemente, obteve 0os mesmos resultados. Essa
geometria passou a ser chamada de geometria hiperbdlica. Em 1854, Riemann nega o
quinto postulado de Euclides admitindo a outra negagéo: por um ponto fora de uma reta
ndo se pode conduzir uma reta paralela a reta dada. Essa outra geometria ndao euclidiana

passou a ser chamada de geometria esférica.
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4. Procedimentos metodoldgicos

Neste minicurso, faremos uma breve incurséo historica sobre a obra de Euclides,
apresentando os topicos dos treze livros de Euclides, em especial o livro |. Apresentaremos
também os postulados, algumas definigdes e os axiomas deste mesmo livro, no intuito de
fomentarmos uma discusséo acerca da experimentacdo mental das demonstracdes contidas
nele. Discutiremos em alguns exemplos, como Euclides demonstrava algumas proposi¢des
do livro 1, se justificando nos postulados, axiomas e defini¢des. Ilustramos neste texto, a
proposicéo | do livro | de Euclides, tomado como exemplo.

Sobre uma linha reta determinada da para construir um triangulo equilatero.

Seja a linha reta AB de certo comprimento. Deve-se sobre ela descrever um triangulo
equilatero. Com o centro A, e com o intervalo AB se descreva (Post. 3.) o circulo BCD; e
com o centro B, e com o intervalo BA se descreva o circulo ACE. Do ponto C, onde 0s
circulos se cortam reciprocamente, tirem-se (Post. 1.) para os pontos A, B as retas CA, CB
O triangulo ABC seré equilatero. Sendo o ponto A o centro do circulo BCD, sera AC = AB
(Def. 15.). E sendo o ponto B o centro do circulo CAE, sera BC = BA. Mas temos visto CA
= AB. Logo, tanto CA, como CB, € igual a AB. Mas as coisas, que sdo iguais a uma
terceira, sdo iguais entre si (Ax. 1.). Logo, sera CA = CB. Logo as trés retas CA, AB, BC
sdo iguais; e por consequiéncia, o triangulo ABC, feito sobre a reta dada AB, é equilatero.
O que era para ser feito (MUELLER, 1969).

Figura Il
Em que sentido Euclides deriva uma proposicdo dos primeiros principios?
Certamente, no sentido de que cada passo deva ser justificado por referéncia a estes
principios, mostrando que uma operacao realizada (por exemplo, para desenhar um circulo

tendo A como centro e AB como a distancia) € permitida.
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Na sequencia, faremos uma introducdo de forma conceitual das geometrias néo
Euclidianas, momento histérico de sua concepcdo e apresentaremos, utilizando o software
cabri, possibilidades de trabalhos em salas de aulas de matematica, bem como sugestfes de
trabalhos ludicos que envolvam essas geometrias.

Como exemplo, apresentamos o triangulo equilatero no modelo plano do disco de
Poincaré. Neste modelo, discussdes a cerca da soma dos angulos internos, medidas do
lado, forma do tridngulo, comparacdo como o modelo Euclidiano, sdo algumas questdes

que podem e serdo exploradas neste minicurso.

Figura Il

6. Nivel educacional ao qual o minicurso é direcionado

Este minicurso visa atender aos professores de matematica que lecionam no ensino
fundamental e no ensino médio, trazendo uma proposta diferenciada para o ensino de
geometria, mostrando de forma interativa as possibilidades de despertarmos o interesse e

aproximacdo aos elementos matematicos proximos das relac6es do cotidiano.

7. Atividades propostas

Atividade 1: Comparagdo da soma dos angulos internos de um tridngulo na geometria
hiperbdlica com o triangulo na geometria euclidiana

a) Criar um tridngulo hiperbdlico utilizando a barra do menu hiperbdlico.

b) Medir os angulos.

¢) Usando a calculadora, obter a soma das medidas dos angulos internos.
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Atividade 2: Estudo dos invariantes nas duas geometrias (hiperbdlica e euclidiana)

a) Construir um tridngulo is6sceles utilizando a barra do menu hiperbdlico.

b) Medir os lados e os angulos da base.

Atividade 3: Discussdo em torno do teorema de Pitagoras

a) Construir um tridngulo retangulo utilizando a barra do menu hiperbélico.

b) Medir a hipotenusa e os catetos.

c) Verificar se o teorema de Pitagoras € valido.

d) Verificar que cosha= coshb” coshc tal que a é a medida da hipotenusa e b e ¢ sdo
as medidas dos catetos.

Atividade 4: Comparacdo e definicdo de triangulos equilateros nas geometrias hiperbdlica e
euclidiana.

a) Construir um triangulo equilatero sem utilizar o menu “triangulo equilatero” da barra do
menu hiperbdlico.

b) Medir os lados e os angulos.
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