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Resumo:

Este minicurso propde a experimentacdo da criacdo de atos de compreensdo a
partir do enfrentamento a alguns dos obstaculos epistemoldgicos, descritos por
Sierpinska, relativos ao conceito de Funcdo. A abordagem privilegia a analise e
descricdo dos aspectos geomeétricos dinamicos do grafico de fung¢des por meio do
software GeoGebra.

Palavras-chave: Obstaculos Epistemologicos, Funcdo, GeoGebra.

1. Introdugéo

Sierpinska (1992) destaca entre os obstaculos epistemoldgicos do conceito de
funcdo o entendimento da variabilidade da funcéo.

Entendemos que a variabilidade de uma funcéo, associada por Rezende (2003a,
2007, 2008a, 2008b) ao desenvolvimento histérico do conceito de funcdo se da pela
observacao dos aspectos e caracteristicas de crescimento ou decrescimento de uma funcéo,
da velocidade com a qual esse crescimento ou decrescimento acontece, e do tipo de relacao
de cada elemento do dominio com o contradominio e vice-versa. Isso inclui a
caracterizacdo do dominio, a classificacdo referente a injetividade, sobrejetividade e

bijecdo e consequentemente da existéncia e caracterizac¢ao da fungéo inversa.
2. Objetivos

Para este minicurso escolhemos propor a experimentacdo da criagdo de atos de
compreensdo a partir do enfrentamento a alguns dos obstaculos epistemologicos,

descritos por Sierpinska, relativos ao conceito de funcéao a partir de uma abordagem
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que privilegia aspectos geométricos. Esta abordagem é sugestdo dos trabalhos de Ballejo

(2009), Souza e Silva (2006) e Bazzo (2009), mas principalmente se aproveita do aspecto

dindmico do software GeoGebra e também contrapde o privilégio algébrico constatado na

analise dos livros didaticos ressaltados nos trabalhos de Rezende (2008a, 2008b, 2007,
2003a, 2003b) e Botelho (2005).

3.

Atividades

Atividade 1 — Reconhecimento e caracteriza¢do dos subconjuntos do dominio onde
uma funcéo é estritamente crescente, decrescente ou constante.

1.

o a »~ w

Complete a tabela desta atividade a partir da movimentacéo do seletor no arquivo do
GeoGebra.

Agora responda:

a) Os intervalos onde a funcdo é CRESCENTE estdo sendo marcados sempre com a
mesma cor. Que cor é essa?

b) Isso aconteceu em todos 0s casos?

c) A outra cor foi utilizada nos intervalos onde a fungdo ¢ DECERESCENTE?

d) Isso acontece em todos 0s casos?

Quais destas funcbes ndo admitiram alteracédo de crescimento?

Ha alguma sempre crescente?

Ha alguma sempre decrescente?

Escreva para as funcdes de 1 a 7 os intervalos onde cada uma é crescente e onde a
decrescente.

Um aluno disse que conseguia identificar se uma funcgéo era crescente ou decrescente
pensando que um ponto do plano percorre da esquerda para direita o gréafico da funcao,
sendo que esta funcdo sera crescente enquanto o ponto estiver subindo e decrescente no
caso contrario. A definicdo destes conceitos aparece a seguir. Explique se este aluno

estd ou ndo correto justificando sua resposta a partir das definicdes abaixo.

Definigdo. Uma funcéo f é dita crescente em um subconjunto | de seu dominio se ao

tomarmos quaisquer x,,x, €l = Dom(f), com x, < x,implicar f(x,)<f(x,).

Defini¢do. Uma fungéo f e dita decrescente em um subconjunto | de seu dominio se ao

tomarmos quaisquer x,, x, | = Dom(f), com x, < x,implicar f (x,)>f(x,).
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Nesta atividade uma reta tangente ao grafico de cada uma das funcdes esta sendo utilizada.

Nas funcbes f, ef, esta reta coincidiu com o grafico da fungdo, mas nas outras ndo.

Consideraremos o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f neste ponto P (este

coeficiente aparece assinalado junto a reta tangente ao grafico) como a velocidade de

crescimento de uma funcéo no ponto P =(x,f(x)).

10.

Decorrem de nossa consideragdo algumas importantes caracterizagoes.

Reveja os exemplos e verifique se de acordo com os exemplos desta atividade o sinal
da velocidade esté associado ao crescimento da funcdo. Ou seja, se podemos identificar
pelo sinal da velocidade de crescimento quando uma funcéo é crescente ou quando é
decrescente? Se afirmativo, como?

A inclinacdo do gréafico da funcdo esta relacionada com a velocidade de crescimento.
Como é esta relacdo?

Como sdo os graficos das fun¢des que tém velocidade de crescimento constante?

Importante: Para responder ao proximo item considere, por exemplo, a=0e ¢=1/2 na

funcéo f,, oua=-1o0u0oulcommesmo ¢ nafuncéo f,.

11.

12.

13.
14.

15.

Quando uma funcdo tem velocidade de crescimento nula (zero) para um ponto de

abscissa a, 0 que podemos observar (considere os exemplos desta atividade) com
respeito ao crescimento da fungéo nos intervalos Ja—¢,a[ e Ja,a+¢ sendo € um
namero real positivo arbitrario, porém proximo de zero? (Se necessario use desenhos

que sirvam tanto de ilustracdo como de exemplo para sua argumentacao).

E quanto aos possiveis sinais da velocidade de crescimento dessa fungdo nos mesmos
intervalos Ja—¢,a[ e Ja,a+¢[?

Definicdo. Um valor f(x,) € dito um extremo de uma fungéo quando em x, o0
comportamento de crescimento da funcdo se altera. Ou seja, quando nos intervalos
[x.—&x[ e ]x.x, +¢[ afuncéo tem comportamentos de crescimento diferentes.
Identifique, quando existir os valores extremos das fungdes de 1 a 7.

Quando funcdo f é decrescente para todo o conjunto dos numeros reais esta pode
assumir algum valor extremo?

E se estiver definida no conjunto [a,b] pode assumir algum valor extremo? Se

afirmativa, que valor sera esse? (llustre se necessario)
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Antes de responder a questdo 17 a seguir selecione e experimente novamente o exemplo 8

da atividade fazendo n = 8.

16. O mesmo ocorre para f se isso for verdade apenas em um intervalo [a,b]? E num

intervalo Ja,b[ ? (Dica: Observe que no exemplo 8 a funcéo ndo esta definida para

X=%+kﬂ',k el )

17. Faca um texto descrevendo com suas palavras como identificar:

(@) quando uma funcéo é crescente ou decrescente conhecendo o seu grafico e/ou a

velocidade de crescimento.

(b) os extremos de uma funcdo quando conhecido seu grafico ou os intervalos onde a

funcdo € crescente ou decrescente.

Tabela item 4
Sinal Este intervalo | Sinal
Este da No se apresenta da
~ No subconjunto | intervalo se . b
Funcéo o Veloc. Subconjunto na cor Veloc.
do dominio apresenta na .
cor de do dominio de
cresc. cresc.
f; vermelha
f, 0
fy | o
|l I
f4
|| B
f5 ]'2’ [
| o
f6
]2,36, [
f, | [-314,314] |3.14, 6,28
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Atividade 2 — Injetividade, Sobrejetividade e Bijecéo.

1.

Construa o grafico das funcGes abaixo e, em cada caso, verifiqgue ao movimentar a reta

s pelo ponto P quantas vezes esta reta o intercepta.

X) =X —5x+6 b)

f f
) f(x)=x*-3x+4 d) f
f f

(

(x)

(x)=log(x)+1 f)

0 1 (0=—tog[} J+2 h f

X

2
1+e”

+3

i f(x)=5.@x+1 D)

O que podemos dizer das imagens dos nimeros 1 e 4 de uma funcéo f sabendo que a
reta s interceptou o grafico dessa funcao nos pontos de abscissas 1 e 4? (experimente o
subitem (a) do item anterior)

Reveja o subitem (b) do item 2 e responda quantos sdo os elementos do dominio que
tém imagem 4 quando uma reta s (y = 4) intercepta o grafico dessa funcdo f trés vezes.
Quando o gréafico de uma funcéo f for interceptado duas vezes por uma reta s podemos
afirmar que ha dois elementos do dominio com mesma imagem? D& um exemplo ou
contraexemplo que justifique sua resposta.

Uma fungdo ¢é dita injetiva se todos os elementos do dominio tém imagens diferentes,
ou seja, se para quaisquer x, =x, do dominio temos que f(x,)=f(x,). Quais séo as
funcdes do item 2 que sdo injetivas? Justifigue com argumentos geométricos e
algébricos suas respostas.

Lembrando que uma funcdo é dita sobrejetiva quando os conjuntos contra dominio e
imagem coincidem, determine o contra dominio de cada uma das fungdes do item 2
para que aquelas fungdes sejam sobrejetivas. Justifique com argumentos geométricos
e algébricos suas respostas.

Sabendo que uma funcdo é dita uma bijecdo quando é injetiva e sobrejetiva quais séo
as funges do item 2 que sdo bije¢bes?

Um professor disse a outro que uma funcgé@o € uma bijecdo se por qualquer ponto M de
seu grafico existirem as retas r e s, tais que r é perpendicular ao Eixo Ox e s é
perpendicular ao Eixo Oy e ambas possuem apenas o ponto M como interse¢cdo com 0
grafico dessa fungdo. Construa um ponto sobre o grafico das funcGes do item 2 e
verifique se o critério desse professor esta correto. No caso afirmativo explique este

argumento geométrico de identificacdo de uma funcao bijetora.

Anais do XI Encontro Nacional de Educagdo Matematica - ISSN 2178-034X Pagina 5




XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica
Curitiba — Parand, 18 a 21 de julho de 2013

Atividade 3 — O Gréfico da Fungdo Inversa

1. Movimente com o mouse o0 seletor e siga as instrugfes que aparecerdo durante o
movimento. Pare sempre que for solicitado, lendo os textos e fazendo as devidas
observacdes junto a figura que se transforma com o movimento do seletor.

2. Agora que vocé ja viu como sdo as coordenadas dos Pontos A e C, e como estas se
relacionam, considere a defini¢cdo abaixo, e siga as etapas da atividade.

Definicdo. Dados uma reta r ¢ um ponto P, dizemos que P’ é um ponto simétrico a P com

relacdo a reta r se sdo iguais as distancias de P ¢ P” a reta r a reta PP’ é perpendicularar.

3. Use a definicdo acima, e as propriedades do quadrado ABCD para mostrar que, Ae C
sdo pontos simétricos com relagdo a reta r.

4. O fato dos pontos A=(x,,y,) € C=(y. X,) serem simétricos com relagéo a uma reta

r € um caso particular, que so vale se esta reta € a reta de equagdo y = x. Para mostrar

que isto é verdade faca seguinte construcao:

(1) Construa com a ferramenta uma reta, e com a ferramenta um ponto.

(i)  Renomeie a reta para “s” e o ponto para “P”.

(i)  Com a ferramenta construa o simétrico P’ (renomeie se necessario) de P

com relacdo a reta s.
(iv)  Exiba os rotulos de P e P’.
(v) Compare as coordenadas de P e P’ e responda se elas t€ém mesma relagdo que as
de A e C do inicio da atividade.
5. Movimente livremente a reta r e 0 ponto P para verificar que dois pontos simétricos

com relagdo a uma reta tém coordenadas trocadas, ou seja, X, =Y, €Y, =X, Se, €

somente se, a reta tem equacdo y = Xx.

6. Facamos uma observacdo: Até o momento apresentamos de duas maneiras um ponto
simétrico com relacdo a uma reta r. No caso geral o ponto simétrico de um ponto P com
relacdo a essa reta € obtido tomando-se na perpendicular a r que contém P, o ponto P’
cuja distancia coincide com a de P a r. No caso particular apresentado no inicio da
atividade o ponto C simétrico de A foi construido como o quarto vértice de um
quadrado que tinha A como vértice e dois outros vertices na reta de equagdo y = r.
Verificamos no item 3, que nessa construcdo C satisfaz as condicOes da definicdo de

ponto simétrico. As perguntas que precisamos responder sdo: Por que C foi construido
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10.

11.

12.

assim? Que propriedade entre C e A ganhamos nesta construcdo? Esta propriedade é
geral?

Descreva uma maneira de obter o grafico da funcdo inversa de uma funcédo f sabendo
que esta admite tal inversa e conhecendo-se apenas o seu grafico. Faca sua descri¢ao de
duas maneiras: primeiro sem utilizar o software e depois o utilizando.

Com auxilio do software, construa a reta r de equacdo y = X, o gréafico das fungoes

abaixo e em cada uma delas um ponto P. (i =nome da respectiva fungdo) e seu

simétrico P com relacéo a reta r. Construa o lugar geométrico LG, de P’ com relagéo
aPp.
Movimente P, e verifique que seu simétrico percorre o lugar geométrico LG,

construido no item 9. Com base nos itens anteriores sabendo que P, tém coordenadas

(xf(x)) determine as coordenadas de P,

O lugar geométrico LG, é a curva obtida pela reflex&o da curva do gréfico da fungdo
f. . Quando podemos dizer que esta curva é o gréfico da funcéo inversa da fungéo f, ?
Quais os lugares geométricos do item 9 que sdo gréaficos das respectivas fungdes que 0s
originaram?

Faca um resumo explicitando uma forma de determinar o grafico da funcgéo inversa de
uma funcdo quando esta admite uma fungdo inversa. Justifique ainda a seguinte
afirmativa: “Para uma fun¢ao qualquer dado o seu grafico é sempre possivel determinar
uma curva simétrica a este grafico, mas nem sempre esta curva é o grafico da funcéo

inversa.”

Resultados Esperados

Esperamos que o minicurso ofereca aos participantes a oportunidade de criar suas

proprios instrumentos para o ensino de funcdo considerando o enfrentamento aos

obstaculos epistemologicos e as potencialidades do software GeoGebra.

5.
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