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Resumo

Este trabalho teve como objetivo diagnosticar e analisar a presenca de recursos-meta em
livros didaticos de Algebra Linear passiveis de se tornar alavanca meta para o leitor. Para
isso realizamos uma analise qualitativa em trés livros, tendo como foco a noc¢ao de base de
um espaco vetorial. Os resultados foram considerados positivos, diante da verificagcdo de
elementos que demonstraram a preocupacdo por parte dos autores, em considerar na
narrativa das explicacdes dos conteudos analisados, elementos que podem suscitar a
reflexdo do aprendiz acerca dos significados conceituais envolvidos no tema em questao.

Palavras Chave: Algebra Linear; Livro Didatico; Alavanca Meta; Base.

1. Introducéo

A Algebra Linear é uma disciplina importante na area das Ciéncias Exatas e afins, e
se destaca devido as possibilidades de aplicacbes em diversas areas do conhecimento
cientifico, e inclusive, dentro da propria Matematica, na qual se encontra subjacente a
quase todos 0s seus dominios.

No entanto, segundo Dorier et al (1999), Dorier (2008) e Rogalski (1994), seu
ensino é marcado por problemas, cujo carater abstrato aliado ao excesso de formalismo,
sdo tidos como principais fontes das dificuldades de compreensdo que os estudantes
enfrentam ao ingressar no ensino superior.

Dessa forma, nas ultimas décadas observa-se a preocupacdo de educadores
matematicos de diferentes paises, em investigar o ensino e aprendizagem dessa disciplina,
dentre os quais destacamos as pesquisas realizadas na Franca através dos pesquisadores

Jean-Luc Dorier, Marc Rogalski, Aline Robert e Jacqueline Robinet, cujas investigacoes
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culminaram no desenvolvimento da no¢do denominada alavanca meta e que sera a base
desse trabalho.

A nogdo de alavanca meta tem origens no significado dos termos metacognicao,
metaconhecimento, metacognitivo... A “meta” diz respeito, portanto, ao conhecimento que
0 sujeito tem sobre seu préprio conhecimento: o que sabe e como o sabe. No caso
especifico tem a ver com a reflexdo que ele faz em torno do seu préprio conhecimento
matematico. A “alavanca” se refere ao recurso ou estratégia de ensino que quando bem
elaborada e aplicada num momento adequado poderdo ajudar a “alavancar” essa reflexao
sobre a natureza, estrutura e/ou significados do objeto matematico estudado.

Os recursos didaticos passiveis de se tornar alavancas meta para os estudantes estdo
presentes, por exemplo, no discurso do professor, nas atividades propostas em sala de aula,
e inclusive, no livro didatico. A esses recursos chamaremos de recursos-meta, conforme
encontramos em Oliveira (2005).

Neste trabalho buscamos verificar a presenca desses elementos de ordem “meta”
em livros didaticos de Algebra Linear, tendo em conta sua importancia e influencia no
ensino e na aprendizagem dessa disciplina, uma vez que este pode ser considerado como
principal instrumento de saber utilizado por professores e alunos, seja para elaboracao de
aulas, seja para consulta extraclasse.

Além disso, segundo resultados constatados por Araujo (2002), que analisou a
metamatematica presente em livros de Algebra Linear com foco na nocéo de base de um
espaco vetorial, as obras analisadas nesse periodo traziam pouquissimas situacdes capazes
de tornar alavancas meta. Desse resultado, nos perguntamos se atualmente esse quadro
permanece ou se houve avangos em relacdo a introducdo desses elementos em livros mais
recentes.

Dessa forma, diante da influencia exercida pelo livro didatico na pratica docente e
no aprendizado do estudante, consideramos relevante um estudo que aborde essas questdes
e gque possa ajudar na reflexdo do proprio professor acerca de seus materiais de apoio ao
ensino, bem como de considerar na elaboracdo das aulas a inclusdo consciente dos

recursos-meta.
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2. Compreendendo a “Alavanca Meta”

As pesquisas sobre o ensino e aprendizagem da Algebra Linear realizadas na
Franga resultaram, dentre outras contribuicGes para o tema, na introdugdo do conceito de
alavanca meta, que passou a ser indicado como um caminho promissor para superacéo das
dificuldades. Tal indicacdo decorreu da constatacdo dos pesquisadores, apds diversas
investigacOes, de que ndo é possivel a introducio das nocdes elementares da Algebra
Linear através de situaces-problema (SILVA, 2005).

Segundo Dorier (2008) a nocdo de alavanca meta foi inserida por Robert e Robinet
(1993; 1996) tendo como ideia central a introdugdo, num momento apropriado da aula, de
um elemento capaz de conduzir o estudante a reflexdo acerca do objeto matematico
estudado. Dorier et al. (2000, p. 151) explicam que

a expressdo alavanca meta foi designada para uso, no ensino, de informacéao ou
conhecimento SOBRE matematica. Isso pode envolver o funcionamento da
matematica, seu uso, sua aprendizagem, podendo seus elementos ser gerais ou
particulares. [...] Essas informacfes podem levar os estudantes a refletir,
conscientes ou ndo, tanto sobre seu proprio aprendizado na atividade matematica

guanto sobre a propria natureza da matematica. E possivel que tal reflexdo os
ajude a aprender. (tradugdo nossa)

De acordo com Robert e Robinet (1993) a inclusdo da “meta” na didatica da
matematica € associada ao significado e relevancia da metacognicdo e do
metaconhecimento para os processos de aprendizagem. Ou seja, a0 conhecimento que o
individuo tem de seu proprio conhecimento, o que sabe, como o sabe, como o utiliza na
resolucéo de problemas.

Dorier et al. (2000) delimita a nogdo de alavanca meta ao conhecimento sobre
Matematica, o que inclui sua natureza, estrutura, significados, métodos... Classifica os
recursos-meta segundo as informacdes que trazem: informacdes constitutivas do
conhecimento matematico (métodos, estruturas e (re)organizacbes) e informagdes
constitutivas do funcionamento matematico (interacdo entre definicdes, emprego de
guestionamentos, exemplos e contraexemplos, etc.) e ainda as de natureza epistemoldgica.

Dessa forma, pode ser exemplo de recurso-meta as informagdes que auxiliam a
mudanca de quadro, caracterizada pela interacdo dos diversos dominios em que a maioria
dos conceitos ocorre: quadro geométrico, quadro numérico, quadro algébrico, entre outros.

Em Algebra Linear, as mudancas de quadro ocorrem, por exemplo, na abordagem

de vetores: ha momentos em que se usa o0 quadro vetorial (notagéo u, v, w...) € em outro

Anais do XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica - ISSN 2178-034X Pagina 3



Xl Encontro Nacional de Educac¢do Matematica
Curitiba — Parana, 18 a 21 de julho de 2013

muda-se para o0 quadro numérico (em que as coordenadas do vetor sdo explicitas), e ainda
se pode mudar para o quadro geométrico (até trés dimensdes).

As mudancas de ponto de vista também sdo exemplos de recursos-meta. Em
Algebra Linear essas mudangas ocorrem, por exemplo, em situacbes como essa: “[...]
Identificar a equacdo linear a;x; + a,x, + -+ a,x, = 0 com o vetor (a,a,, ...,a,), a
fim de passar do uso de combinacdes lineares de equacdes a no¢do de posto de uma familia
de vetores”. (ROGALSKI, 1994, p. 151, tradugio nossa).

Além das mudancas de quadro e pontos de vista, também podem considerados
como possiveis alavancas meta, as atividades ou situacdes que utilizem os trés principios
para 0 ensino e aprendizagem de Guershon Harel, que dizem respeito ao Principio da
Concretizagdo, Principio da Necessidade e Principio da Generalizagéo.

O Principio da Concretizacdo parte da premissa de que 0s estudantes constroem
sua compreensao conceitual com base em um contexto concreto para eles. Como exemplo,
0 autor cita o fato de que geralmente os alunos resolvem corretamente problemas de
independéncia linear para vetores do R™, mas tém dificuldades em verificar se um conjunto
de funcbes é linearmente independente. Segundo Harel (2000, p. 181) isso “pode ser
explicado pelo fato de que eles ndo podem aplicar o conceito de independéncia linear para
polinémios como funcgdes, pois o conceito de fungdo como um vetor ndo é concreto para
eles”.

Sobre o Principio da Necessidade, Harel (2000, p. 185) explica que: ‘“Para os
estudantes aprenderem, eles precisam enxergar uma necessidade por aquilo que se pretende
ensinar. Por ‘necessidade’, entende-se uma necessidade intelectual, como oposicdo a
necessidade social ou econdmica”.

O terceiro principio, da Generalizagdo, é explicado pelo autor da seguinte forma:
“Quando o ensino ¢ preocupado com o modelo ‘concreto’, isto ¢, um modelo que satisfaz o
Principio da Concretizacdo, as atividades didaticas deste modelo devem permitir e
encorajar a generalizacdo dos conceitos” (p. 187). Assim, este principio complementa os
anteriores, cujo objetivo é permitir que os estudantes abstraiam o0s conceitos que eles

aprenderam em um modelo especifico.
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3. A Metodologia

Para verificar a presenca de recursos-meta nos livros de Algebra Linear,
delimitamos nossa investigacdo aos contetdos referentes a nocdo de base de um espaco
vetorial, por ser considerada uma nogao abstrata e elementar.

Selecionamos trés livros didaticos de Algebra Linear que sdo frequentemente
adotados nas universidades cearenses:

e Algebra Linear e suas aplicacdes - Autor: Gilbert Strang — (L1) ;
e Algebra Linear e suas aplicactes - Autor: David Lay — (L2);
e Algebra Linear - Autor: David Poole — (L3).

Dessa forma, trata-se de um estudo qualitativo que nos remete a analise
documental, na qual utilizamos como técnica analitica a analise de contetido proposta por
Bardin (2004?). Em virtude das teorias abordadas, descrevemos no quadro 01 as categorias

de analise eleitas para realizagdo da investigagé&o.

Quadro 01: Descrigédo das categorias eleitas para conducdo das analises.

Descricdo da Categoria de Analise Significado da Analise
Livros que usam essa linguagem para
simplificar a apresentacdo dos conceitos.
Exploracao de contra-exemplo como forma de
fortalecer a explicacdo conceitual.

Uso de linguagem coloquial

Uso de contra-exemplos

Recorréncia a metaforas para melhor explicar

Uso de metaforas X
0S conceitos

Mostrar um conceito de modo “concreto” por

Uso de representacdo geométrica . .
imagens mentais.

Mostrar as diferentes formas de visualizar um

Mudangcas de quadro ou pontos de vista .
conceito.

Explicitacdo da necessidade de se trabalhar com
um conceito; Explicitacdo de um conceito de
modo que este seja concreto para o aluno; Uso
de generalizacdo dos conceitos.

Principios de Harel

Fonte: Elaboragao dos autores.

Para fins de coleta e organizacdo das informacdes relevantes ao estudo, verificamos
como a nocao de base é introduzida e como sdo apresentadas as propriedades e teoremas, a
partir dos quais descremos somente 0s trechos em que detectamos a presenca de recursos-

meta passiveis de se tornar alavanca meta para o leitor.
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4. Resultados e Discussao

Para melhor apresentar os resultados obtidos, faremos uma exposi¢ao dos recursos-

meta identificados em cada livro, comentando cada elemento encontrado.
4.1. Algebra Linear e suas aplicacdes — L1

Neste livro o autor introduz a nocéo de base explicitando diretamente as técnicas
usadas para determinar se um conjunto gera e se € linearmente independente. Inicia o

topico com as seguintes palavras:

Para determinar se b é uma combinacdo das colunas, tentamos resolver Ax = b.
A fim de determinar se as colunas sdo independentes, resolvemos Ax = 0. A
geracdo envolve o espaco-coluna e a independéncia envolve o espaco nulo.
Os vetores coordenados e, ..., e, geram R™ e sdo linearmente independentes.
Grosso modo, podemos dizer que nenhum vetor nesse conjunto €
desperdicado. Isto leva a ideia crucial de base”. (STRANG, 2009, p. 95)

O autor associa as ideias de geracdo e independéncia linear, vistos anteriormente,
com a ideia usual de “desperdicio”, como forma de facilitar a introdu¢do da nogdo de base.
Ao apresentar a definicdo formal, novamente essa ideia de desperdicio é enfatizada entre
parénteses, conforme mostra a figura 01:

21 Uma base para V é uma sequéncia de vetores que possui duas propriedades.conco-
mitantes: ;
1. Osvetores sfo linearmente independentes (ndo hd vetores demais).

2. Eles geram o espago V' (ndo faltam vetores).

Fig. 01: definigdo de base conforme aparece em L1.
Fonte: Strang (2009, p. 95).

Nesse caso, podemos considerar essa estratégia, que faz uso da linguagem
coloquial, como um recurso-meta passivel de se tornar uma alavanca meta para o leitor,
uma vez que pode gerar reflexdes sobre o conceito de base, a partir da associacdo de
saberes anteriores (geracao e independéncia) com a ideia de desperdicio.

O uso de uma linguagem ndo muito preocupada com o uso do formalismo, tipico da
matematica, esta presente nas explicacdes que se sucedem. A ideia de que ha somente um
modo de apresentar um vetor v como combinacado linear dos vetores-base e que um espaco
vetorial possui infinitas bases, é assim explicitada:

Essa combinacdo de propriedades é absolutamente fundamental para a élgebra

linear. Ela significa que todo vetor no espaco € uma combinagdo dos vetores-
bases, pois eles geram o espaco. Também significa que a combinacdo €
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exclusiva: se v = a;v;+...+ayvy e também v = b,v, + ...+ byvy, entdo a
subtracdo resulta em 0 = Y)(a; — b;)v;. Agora a independéncia faz a sua parte;
todo coeficiente a; — b; deve ser nulo. Portanto a; = b;. H& um, e somente um
modo de apresentar v como uma combinagdo linear dos vetores-bases. E

melhor dizermos logo que os vetores coordenados ey, ..., €, ndo sdo a Unica
base de R" [...] Um espaco vetorial possui infinitas bases diferentes”.
(STRANG, 2009, p. 95)

Nestes trechos observamos que o autor optou por explicar o significado da base e
sua caracteristica de ndo ser Unica, utilizando uma linguagem que dispensa 0 excesso de
formalismo, mas sem perder a esséncia do contetdo. Outros livros apresentam essas
propriedades através de teoremas formais. Segundo Dorier et al. (1999) o uso excessivo de
formalismo constitui um obstaculo para os estudantes. Além disso, essa linguagem
coloquial pode ser considerada como um recurso-meta, pois ela traz informagdes sobre o
significado da nocdo de base, portanto, € um discurso que pode levar o aluno a refletir
sobre esse conceito e seu papel dentro da teoria dos espagos vetoriais.

Em seguida o autor ilustra o fato da base de um espaco vetorial ndo ser Unica
através da representacdo geométrica de trés vetores no plano xy, do qual se pode observar a
dependéncia entre os trés, o conjunto gerador e as diferentes bases formadas por eles (ver
figura 02).

Exemplo 8 O plano xy na Figura.2.4 ¢ apenas R?. O vetor v,, por si mesmo, ¢ linearmente in-
dependente, mas ndo gera R2. Os trés vetores Vs V,, V; certamente geram R?, mas n#o s#o inde-
pendentes. Dois vetores quaisquer entre eles, digamos v, e v,, possuem ambas as propriedades
— eles geram e s3o independentes. Portanto, eles formam uma base. Observe novamente que um
espago vetorial ndo tem, de fato, uma base exclusiva.

y

Figura 2.4 Conjunto de geradores {v, v,, v,}. Bases {v, v,}; {v,, v;} € {v,, v;}.

Fig. 02: Representagdo geométrica de conjuntos geradores e bases.
Fonte: Strang (2009, p. 96).

Nesse caso, 0s conceitos explicados anteriormente ganham uma visualizacédo
(concreta) que pode ajudar o aluno a reforcar sua compreensdo sobre a combinacdo das
propriedades de geracdo do espaco e independéncia de vetores. Aqui, 0 recurso-meta
utilizado foi o Principio da Concretizacdo e a mudanca do quadro algébrico para o
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geométrico. Observamos também que o proprio autor chama atencdo para o fato da nédo
exclusividade de uma base.

Outro recurso-meta € identificado no seguinte trecho que é apresentado apds o
teorema que trata da possibilidade de se estender ou reduzir um conjunto de vetores a uma

base:
O ponto crucial é que uma base € um conjunto independente maximo. Ele nao

pode ser ampliado sem perder a independéncia. A base é também um conjunto
de geradores minimo. Ele ndo pode ser diminuido e continuar gerando o espago.
(STRANG, 2009, p. 98, grifo nosso)

Aqui a nocdo de base é apresentada como um conjunto independente maximo e
também como um conjunto de geradores minimo. Consideramos que esses termos
“conjunto independente maximo” e ‘“conjunto de geradores minimo” podem propiciar
reflexdes acerca de como uma base pode ser “enxergada”. Nesse caso ha uma mudanga de
ponto de vista e por se tratar de uma nocdo abstrata, 0 uso desses termos pode desencadear
uma reflexdo que vai de encontro a definicdo inicial e pode ajudar a ampliar ainda mais
compreensdo desses conceitos. De certa forma, esses termos generalizam a nogédo de base,
vista até entdo, como um conjunto de geradores independentes. Consideramos que aqui foi
usado o Principio da Generalizagdo de Harel.

Na abordagem da nocdo de base, apresentada neste livro, detectamos quatro
momentos em que o0 autor traz informacgdes sobre o funcionamento dos contetdos em
questdo, sendo eles na definicdo, na explicacdo de algumas propriedades, num exemplo de

base e ao mudar a forma de se ver uma base.

4.2. Algebra Linear e suas aplicagdes - L2

A nocéo de base é apresentada inicialmente no Capitulo 2 — Algebra Matricial — no
topico que aborda os subespacos de R™. O autor a introduz explicando a necessidade de se
trabalhar com o menor conjunto possivel de vetores geradores, sendo que este tem que ser
linearmente independente.

Como um subespaco geralmente contém uma infinidade de vetores, alguns dos
problemas envolvendo subespacos podem ser tratados de uma melhor forma
através de um pequeno conjunto finito de vetores que geram o subespaco.
Quanto menor for o conjunto, melhor. Pode ser mostrado que 0 menor conjunto
gerador tem que ser linearmente independente. (LAY, 2011, p. 156)

Nessa introdugdo observamos que o autor utilizou o Principio da Necessidade,

como forma de chamar atengdo para o porqué da definicdo que é em seguida apresentada:
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“Uma base de um subespaco H do R™ é um subconjunto de H linearmente independente e

que gera H”. (p. 156). Notemos que aqui, a definicdo de base é restrita ao subespagos R™.
Em seguida a nocdo de base € apresentada no plano xyz, conforme mostra a figura

03. Consideramos que se trata de um recurso-meta, pois mostra a base canonica do R"

representada nas formas tabular e geométrica.

1 0 0

0 1 -

e = -, €= s e €y = .

> ~ o

0 ‘Lo 1

O conjunto {e,,..., e,} € chamado de base candnica do R". Veja a Fig. 3.

*3

Fig. 3 A base candnica do R2.

Fig. 03: Representacdo geométrica da base candnica do R3.
Fonte: Lay (2011, p. 156).

Neste exemplo, a nocdo de base ganhou novas perspectivas, passando a ser
abordada sob o ponto de vista geomeétrico, em que houve uma passagem do quadro tabular
para 0 quadro geométrico. Essa passagem também pode ser caracterizada como sendo o
Principio da Concretizacdo, uma vez que essa visualizacdo pode ser entendida como o
“concreto” para o leitor.

No capitulo 4 — Espacos Vetoriais - novamente é abordada a nocdo de base, agora
estendida aos espacos vetoriais. Apos ser relembrada a nocdo de independéncia linear o
autor apresenta a definicdo de base de modo bem mais formal, em que é novamente
exibido um exemplo que usa a representacdo geométrica da base candnica do R3. No
exemplo 6 € apresentada a base canonica de B,, incluindo a representacdo geométrica de

P,, conforme mostra a figura 04.
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x

Fig. 2 A base canénica de P,.

Fig. 04: Base candnica de P,. Fonte: Lay (2011, p. 215).

Consideramos que este € mais um recurso-meta, pois faz uso da mudanca de quadro
e do Principio da Concretizacdo. Além disso, o autor utiliza uma base de um espaco
vetorial em B,, permitindo que o leitor conhega outros espacos vetoriais, além de R™ e
M.

Em seguida é abordado o topico intitulado “Teorema do conjunto gerador” cuja
introducdo nos chamou atencdo pela linguagem coloquial que pode propiciar a reflexdo do
leitor acerca da nogdo de base: “Como veremos, uma base ¢ um conjunto gerador
‘eficiente’ que ndo contém vetores desnecessarios. De fato, uma base pode ser obtida de
um conjunto gerador descartando vetores desnecessarios”. (LAY, 2011, p. 215).

O termo “eficiente” pode desencadear reflexdes que refor¢am as propriedades de
geracdo e independéncia de uma base. Tambem ajuda a compreender o teorema do
conjunto gerador que explicita que um conjunto de vetores pode ser estendido ou reduzido
a uma base.

A secdo intitulada “Duas formas de ver uma base”, € abordada como uma

consequéncia do teorema do conjunto gerador:

Quando usamos o teorema do Conjunto Gerador, a retirada de vetores de um
conjunto gerador tem que parar quando o conjunto se torna linearmente
independente. Se retirarmos um vetor a mais, esse vetor ndo serd combinacdo
linear dos demais, e, portanto, esse conjunto menor néo ira mais gerar V. Assim,
uma base é um conjunto gerador que é o menor possivel. Uma base também é
um conjunto linearmente independente que é o maior possivel. Se S é uma base
para V e se S for acrescido de um vetor — digamos, w — de V, entdo o novo
conjunto ndo pode ser linearmente independente, porque S gera V e w, portanto,
é uma combinacéo linear dos elementos de S. (LAY, 2011, p. 217 e 218, grifo
dos autores)

No exemplo 10 do livro, o autor faz uso da linguagem coloquial para explicar como
um conjunto linearmente independente pode ser aumentado até formar uma base e como a
adicao de vetores “destroi” a independéncia linear do conjunto. Sendo que por outro lado,

um conjunto gerador pode ser diminuido até formar uma base, mas se a retirada de vetores
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continua, a propriedade geradora é “destruida”. Em seguida, a explicacdo é ilustrada,

conforme mostra a figura 05:

1 2 1 2 4 1 2 4 7

01,13 0(.131].,15 of,|3f,1s5].18

0 0 0 0 6 110 0 6 9
Linearmente independente  Uma base Gera o R*mas é

mas ndo gera o R? para o R* linearmente dependente

Fig. 05: Exemplo de como a adigdo ou subtracdo de vetores de uma base destroi a independéncia e a geragao,
respectivamente. Fonte: Lay (2011, p. 218).

Consideramos que ha recurso-meta nessa abordagem, tanto no uso da linguagem
coloquial através da ideia de destruicdo, quanto na forma como a situacdo foi ilustrada,
destacando cada situacdo anteriormente explicada.

Diante do exposto, podemos concluir que nesta obra o autor também fornece
informacGes sobre os conceitos e propriedades da nocdo de base através da linguagem
coloquial, principio da necessidade, representacdo geométrica e mudanca de quadro. No

total identificamos cinco momentos em que 0S recursos-meta aparecem.

4.3. Algebra Linear — L3

Neste livro a nocdo de base aparece inicialmente no Capitulo 3 — Matrizes — no
topico destinado a abordagem de subespacos associados a matrizes. E inicialmente
abordado partindo da ideia intuitiva de que subespacos sdo generalizacdes de planos que

passam pela origem em R3.

Podemos extrair um pouco mais da ideia intuitiva de que subespagos sdo
generalizagdes de planos que passam pela origem em R3. Um plano é gerado por
quaisquer dois vetores paralelos ao plano, mas ndo paralelos entre si. Na
linguagem algébrica esses dois vetores geram o plano e sdo linearmente
independentes. Ndo da certo com menos de dois vetores, e mais de dois vetores
ndo sdo necessarios. Essa € a esséncia de uma base para um subespaco. (POOLE,
2011, p. 174)

Nesse caso 0 recurso-meta identificado foi o Principio da Generalizacdo, em que 0
leitor é instigado a refletir sobre a ideia da base, partindo da generalizacdo de planos que
passam pela origem.

Em seguida s6 encontramos outro elemento de ordem meta no Capitulo 6 — Espagos
Vetoriais — conforme mostra a figura 06. Nesse exemplo o autor aborda como encontrar

bases para os subespacos vetoriais R*, P; e M,,, trabalhando os trés exemplos lado a lado.
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Consideramos que este exemplo pode ser um recurso-meta, pois permite a mudanca
de ponto de vista em relacdo aos espacos vetoriais, uma vez que muitas vezes sua
abordagem acaba ficando restrita aos espagos R™. Além disso, essa oportunidade de
comparar 0 uso das técnicas para encontrar uma base aplicada a diferentes espacos pode
conduzir o aluno a refletir sobre as similaridades e diferengas entre eles numa reflexéo

sobre 0s espagos vetoriais e a propria técnica.

SOLUGAO: Mais uma vez, vamos trabalhar os trés exemplos lado a lado para destacar as similaridades entre
eles: Em certo sentido, eles sio todos o mesmo exemplo, mas devemos trabalhar até a Segdo 6.6 para tornar
essa idéia precisa.
a) Como (b) Como (c) Como
a 1 —OW a+bx—be+ax [a b [1 o] [o 1]
=a +b
b _ao +b 1 = a(l + x°) + b(x - ) ~b a 01 -1 0
-b 0 -1
La 1 L 0J
temos que W; = ger(u, v), onde temos que W, = ger(u(x) v(x)) onde  temos que W3 = ger(U, V), onde
1 [ 0] ux)=1+x f1 0] [0 1]
| = V=
0 1 . U=lo 1) ¢ V=[-1 of
= 1o LUl I e vx)=x-x*
1 L 0J
Tendo em vista que, clara- Tendo em vista que, claramen- Tendo em vista que, clara-
mente, o conjunto {u, v} € linear-  te, 0 conjunto {u(x), Wx)} € linear-  mente, o conjunto {U, V} ¢ li-
mente independente, ele também ¢ mente independente, cle também  nearmente independente, ele tam-
uma base para W;. ¢ uma base para W,. bém € uma base para W3. ¢

Fig. 06: Resolucdo lado a lado de uma questdo sobre base com os espagos R*, P; e M,,.
Fonte: Poole (2011, p. 405)

Neste livro pudemos constatar que somente em dois momentos 0S recursos-meta
apareceram na abordagem inicial da nocao de base, através do Principio da Generalizagédo
e do método usado no exemplo 13 (informacdes constitutivas do conhecimento
matematico) para mostrar as similaridades na solucdo de um problema com espagos

vetoriais distintos.

5. Considerac0es Finais

Diante da descricdo dos recursos-meta identificados em cada obra, observamos que
cada autor utilizou formas diferentes de introduzir o tema. Mas, cada um buscou a sua
maneira, encaixar na explicacdo algum recurso que fizesse com que o estudante
compreendesse seu significado relacionando-o aos conteidos anteriores.

A introducédo da nogdo de base em L1 é feita utilizando a ideia de “desperdicio”, em

L2 o autor usa a necessidade de trabalhar com conjuntos pequenos e finitos de vetores, e,
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em L3 o autor parte da ideia intuitiva de que subespacgos séo generalizacGes de planos que
passam pela origem em R3, para entdo falar da condicéo de geracdo de um plano em R3
(dois vetores paralelos e independentes). Nesse caso, foi usada a linguagem coloquial, o
Principio da Necessidade e o Principio da Generalizacao, respectivamente.

Para reforcar a ideia e o significado da base, dois autores recorreram a
representacdo geométrica. Em L1 foi apresentado trés vetores no plano xy em que é
possivel visualizar a dependéncia, independéncia, conjunto de geradores e as bases
formadas por eles. Em L2 a representacdo geométrica também é utilizada, mas nesse caso,
sdo apresentados graficos que trazem a base candnica de R3 e de P,. Nesse caso, 0S
recursos-meta usados foram a mudanca de quadro e o Principio da Concretizagéo.

Quanto as técnicas usadas para encontrar uma base, em L1 e L2, ndo encontramos
recursos-meta, pois nessas obras o que prevaleceu foram as explicagdes dos algoritmos,
sem que necessariamente essas explicacfes pudessem desencadear reflexdes diretas que
relacionassem seus significados aos conceitos. No entanto, o L3 traz um exemplo que
mostra como encontrar bases para 0s subespacos R*, P; e M,,, cuja resolugcdo é mostrada
lado a lado. Consideramos que esse meétodo pode desencadear reflexdes sobre as
similaridades e diferencas entre os diferentes espacos e sobre o proprio algoritmo de
resolucéo.

Informacdes sobre a possibilidade de se encontrar uma base a partir do acréscimo
ou retirada de vetores e a abordagem da no¢do de base como um conjunto independente
maximo e como um conjunto de geradores minimos aparece em L1 e em L2. Ambos 0s
autores usam da linguagem coloquial para explicar essas propriedades. Em L3 essas
nocOes aparecem diretamente na forma de teoremas. No quadro 02 sintetizamos 0S
resultados obtidos:

Quadro 02: Sintese dos resultados obtidos.

Livro Contelido Recurso-meta Quantidade
- Introducéo do conceito de base; . -
: - Linguagem coloquial,
- Exemplos de bases; - o
Coa A . - Representacdo geométrica;
L1 | - Existéncia de infinitas bases; e L 5
x x ; - Principios da Concretizacéo e
- Redugdo e extensdo de conjunto de .
da Generalizagao.
vetores a uma base.
Introducéo do conc_elto de base; - Principio da Necessidade:
- Exemplos de bases; )
) ] - Mudanca de quadro;
L2 | - Teorema do Conjunto Gerador; S N 5
x ~ . - Principio da Concretizacéo;
- Reducéo e extenséo de conjunto de - -
- Linguagem coloquial,
vetores a uma base.
L3 | - Introducdo do conceito de base; - Principio da Generalizacéo; 2
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| | - Como encontrar bases. | - Mudanga de ponto de vista. | |
Fonte: elaboracdo dos autores.

Apesar do uso dos recursos-meta ter ficado mais evidente nos livros L1 e L2,
podemos considerar que, ao contrario do que foi constatado por Araujo (2002), atualmente,
os resultados foram promissores, pois déo indicios de uma preocupacdo por parte dos
autores em apresentar na narrativa das explicacdes dos contetidos, elementos que pudessem
gerar a reflexdo do leitor acerca dos significados dos conceitos abordados.

Os recursos mais utilizados foram o uso de linguagem coloquial, representacdes
geomeétricas e os Principios de Harel. Porém, consideramos que seria pertinente o uso de
contra-exemplos como meio de proporcionar novas formas de explicar os conceitos, de
modo que o aprendiz pudesse enxergar os contetdos sob diferentes pontos de vista. Bem
como, 0 uso de questionamentos que pudessem instigar o leitor a refletir um pouco mais,
antes de prosseguir com seus estudos.

Esperamos que este estudo possa contribuir para a conscientizacdo dos professores
acerca da importancia da utilizacao de tais recursos no ensino - quando da impossibilidade
de introducéo dos conceitos através de problemas (como é o caso da Algebra Linear) - bem
como da escolha de livros didaticos que contemplem esses recursos que primam pela
reflexdo sobre o conhecimento matematico e ndo somente a exposicdo sucessiva de
teoremas, provas e algoritmos. Ressaltamos, que de posse do conhecimento acerca do
significado e contribuicbes das alavancas meta para o ensino, o proprio professor pode

pesquisar e elaborar situacdes e atividades que fagcam uso desses recursos.
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