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Resumo:

Este trabalho é resultado do desenvolvimento de atividades que foram aplicadas numa
escola particular da regido metropolitana de Curitiba para alunos de 2° ano do Ensino
Médio, com objetivo de dar significado a construcdo dos graficos das fungdes
trigonométricas. As praticas de laboratorio de matematica podem ser aplicadas de varias
formas: trazendo problemas contextualizados, proporcionando estruturas de apoio para
melhorar o raciocinio e a compreensdo e possibilitando a manipulacdo de material
concreto. Assim, surgiu a ideia de elaborar o quadro trigonométrico, onde fosse possivel
articular conceitos estudados previamente, interpretacdo e construcdo de objeto trabalhado
que pudesse auxiliar na compreensdo dos principais conceitos de fungdes trigonométricas.
Os recursos usados foram o livro didatico, o quadro trigonométrico e o laboratério de
matematica. Apoés a realizacdo das atividades foi possivel constatar que quando se trabalha
com material manipuldvel como ferramenta de apoio didatico, as dificuldades em refletir
sobre definicGes e conceitos foram na sua maioria superada.
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1. Introdugéo

O presente trabalho tem como objetivo a utilizacdo de praticas pedagogicas
diferenciadas em sala de aula, pois elas, segundo Costa (1997), despertam o interesse dos
alunos pelo contetdo a ser estudado. A autora avalia duas abordagens metodoldgicas no
ensino da trigonometria: uma € iniciada com o uso de tecnologias e finalizada com
materiais concretos; a outra possui um processo exatamente contrario. Ainda segundo
Costa, 0 aprendizado de fungdes trigonométricas tem grau de complexidade elevado e
exige a utilizacdo de materiais manipulaveis.

Mendez (2001) propde uma abordagem metodoldgica que coloca o contexto
histérico da Matematica como principal ferramenta no processo de ensino-aprendizagem,
enquanto Nascarato (2003) analisa as diferentes abordagens para a relacdo seno
encontradas em livros didaticos do século XX e faz criticas quanto a metodologia

empregada nesses manuais.
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O trabalho elaborado por Brito e Morey (2004, p. 31) objetiva verificar as
dificuldades em Geometria e Trigonometria sentidas por professores do ensino
fundamental. Para essas autoras, as principais dificuldades encontradas pelos professores
estdo ligadas a formacdo escolar das décadas de 70 e 80, caracterizadas por elas pelo
descaso com a trigonometria, pela formalizagdo precoce de conceitos e pela memorizagao
de procedimentos sem sua respectiva compreensao.

Foi nessa analise de ensaios que apresentam metodologias diferenciadas no ensino
de funcbes trigonometricas e na busca por novas metodologias para ensina-las, com base

nas dificuldades dos alunos e professores, que me deparei com o quadro trigonométrico.

2. Metodologia

O professor desenvolveu 0s arquivos necessarios para a montagem do quadro
trigonometrico e incentivou os educandos para construi-lo no laboratério de matematica.
No inicio, os alunos sdo convidados a irem ao laboratério de matematica, onde hd uma aula
inicial, necessaria para a compreensdo do processo de construcdo do quadro
trigonométrico. Em seguida constroi-se essa ferramenta matemética e na sequéncia a
utiliza para o desenvolvimento de conceitos da trigonometria.

Trabalhar com materiais manipuldveis propicia o desenvolvimento de vérias
habilidades, mas a principal é aperfeicoamento do raciocinio l6gico-matematico para
aplica-lo de forma similar a um jogo, a fim de possibilitar maior construcdo de exemplos e
resolucbes de maior quantidade de exercicios.

O trabalho foi planejado e realizado em trés etapas, no total de seis aulas. Etapa 1:
Foi realizada em duas aulas de 50 minutos e dividida em dois momentos. No primeiro
momento foi feita uma breve revisdo sobre as razdes trigonométricas e um convite que foi
muito bem-aceito pelos alunos; no segundo momento, as atividades foram distribuidas para
eles resolverem em grupos. Etapa 2: Foi realizada em duas aulas de 50 minutos. Cada
aluno recebeu uma folha contento uma tabela a ser preenchida e outra com o plano
cartesiano. Em seguida foi inicializado o processo de construcdo do grafico e estudo de
elementos essenciais da fungdo trigonométrica y = a + b-sen c. Etapa 3: Foi feita em
duas aulas de 50 minutos. Os alunos construiram os graficos das outras funcGes
trigonométricas e suas variagdes. Por fim, foi proposto que os alunos comparassem 0s

graficos obtidos das funcfes seno, cosseno e tangente com o0s das suas inversas.
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3. Desenvolvimento

Etapa 1: Inicialmente, foram relembrados conceitos relacionados a razoes
trigonométricas no triangulo retangulo e as formas de obtencdo de valores para seno,
cosseno e tangente no ciclo trigonométrico. Em seguida, os alunos foram estimulados a
desenvolver um material concreto que pudesse auxiliar na obtencdo dos valores das razfes
trigonométricas, com base no seguinte questionamento: (P) — J& se sabe que para
construcdo de grafico necessita-se de muitos valores, ou seja, pares ordenados, 0s quais
geralmente s&o representados numa tabela. Agora, se construissemos o grafico de uma
funcdo y = sen x, em que os valores de seno dependem do angulo correspondente, como
poderiamos obter, de forma répida e com certa precisdao, os valores de seno para grande
quantidade de angulos?

O professor encaminhou os alunos para o laboratério de matematica, solicitou a
organizacdo em grupos de até cinco integrantes e, apds uma aula de revisdo dos conceitos
bésicos das razdes trigonométricas, entregou uma prancheta de madeira (tipo Eucatex) com
furo no centro, uma folha tamanho A4 com uma circunferéncia de diametro igual a 2
unidades e quatro retas paralelas duas a duas com escalas definidas (figura 1) e outra folha
transparéncia com duas retas perpendiculares e uma circunferéncia de didametro 1 unidade

(figura 2) e um percevejo, conforme esquema abaixo.

QUADRO TRIGONOMETRICO

Figura 1: Folha-base do quadro Figura 2: Folha transparéncia

Para Lorenzato (2006, p. 6), para aqueles que possuem visdo atualizada de

educacdo matematica o laboratdrio de ensino é grata alternativa metodoldgica porque, mais
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do que nunca, o0 ensino de matematica se apresenta com necessidades especiais € 0
laboratério de matematica deve prover a escola para atender a essas necessidades.

No laboratério de matematica, com os alunos organizados em grupos, o professor
orientou e acompanhou o processo de construcdo do quadro trigonométrico, auxiliando
individualmente na elaboracdo correta dessa ferramenta matematica. A montagem do
quadro trigonométrico, dispondo dos materiais fornecidos, é relativamente simples, pois
basta o aluno colar a folha-base A4 na prancheta e em seguida fixar, com o percevejo, 0
ponto em destaque da folha transparéncia no centro da circunferéncia da folha A4. As
figuras abaixo representam o esquema de como deveria ficar o quadro trigonométrico

montado e um exemplo de construcéo realizada por um dos alunos.

QUADRO TRIGONOMETRICO

Figura 3: Construcdo de um aluno Figura 4: Quadro de referéncia

Dispondo do quadro trigonométrico, o professor solicitou aos alunos que
refletissem sobre os significados dos eixos nomeados por u e v e fez alguns
guestionamentos, instigando-os a pensar: (P) — Pensem sobre o ciclo trigonométrico: qual
o significado da intersec¢éo da circunferéncia menor (azul) e os eixos u e v? A maior parte
dos alunos conseguiu perceber que 0s eiXx0s U e v representavam 0 seno e 0 cosseno do
angulo formado pela reta que suporta o didmetro da circunferéncia menor (transparéncia).

As provocagdes continuaram: (P) — A reta tragada na vertical, paralela ao eixo v,
representa que razdo trigonométrica? Que tal comparar com o ciclo trigonométrico e
associar as grandezas nesse referencial? Nesse momento, muitos alunos se manifestaram.
Alguns alunos afirmaram: (A) — Professor, a reta é tangente a circunferéncia, portanto ela
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representa a tangente do angulo em questdo. O professor, concordando com a resposta
dada, construiu o seguinte esquema explicativo para reforgar as constatagcdes dos alunos.

QUADRO TRIGONOMETRICO

Figura 5: Esquema de obteng&o das razdes trigonométricas

Ap0s construcdo do quadro trigonométrico, associado ao ciclo trigonométrico, o
qual foi estudado previamente, e compreendendo o processo de determinacdo dos valores
de seno, cosseno e tangente, o professor questionou: (P) — Sera que esse quadro
trigonométrico fornece os valores das razdes trigonométricas corretamente? Vamos testar!
Nesse momento os alunos foram convidados a determinar valores de seno, cosseno e
tangente para os angulos notaveis e em seguida comparar com 0s ja sabidos da tabela. Para
essa atividade eles puderam utilizar a calculadora, devido aos valores das raizes nao
inteiras.

Alguns alunos questionaram, pois algumas medidas que obtiveram com o quadro
trigonométrico eram diferentes daquelas que ja conheciam da tabela de valores notaveis.
Esse processo o0s ajudou a esclarecer que em atividades experimentais os erros de medidas
sdo comuns, porém insignificantes para o objetivo da atividade. Para Lorenzato (2006, p.
14), a atividade laboratorial pode induzir o aluno a aceitar como verdadeiras as
propriedades matematicas que Ihe foram propiciadas por meio do material manipulavel.

O desenvolvimento do quadro trigonométrico favorece a inclusédo, pois possibilita a
interacdo e promove a unido e a cooperagdo no projeto, no qual em pequenos grupos todos
tém que opinar sobre a montagem, as metas e os contetdos abordados. Para Lopes (2005,
p. 20), a oferta de brinquedos eletrénicos e os atraentes jogos a disposi¢cdo no mercado
desmerecem o artesanato, colocando no lugar da satisfacdo de criar o gosto pelo consumo

exacerbado, trocando-se os valores entre o ter e o fazer.
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Novos questionamentos surgiram e o didlogo continuou. (P) — Qual a importancia
que o quadro trigonométrico tem na construgdo do gréafico de uma funcdo trigonométrica?
Depois de um tempo reagiram e apds algumas discussfes com insercbes do professor
chegaram a um consenso sobre a necessidade de conhecer grande quantidade de medidas
de seno, por exemplo, para a construcdo do grafico. Assim, com o quadro trigonométrico,
esses valores e 0s processos de crescimento e decrescimento da curva ficam evidentes.

Etapa 2: O objetivo inicial foi enfatizar a importancia do quadro trigonométrico na
construcdo e interpretacdo dos graficos das funcGes circulares. A pergunta basica foi: (P)
— Vamos construir os graficos das fungdes trigonométricas usando o quadro
trigonométrico que vocés construiram na aula passada? Como devo fazer? Por onde
comecar? Para auxiliar no desenvolvimento, o professor construiu o grafico junto aos
alunos, utilizando a lousa interativa digital, uma tabela parcialmente preenchida em
conjunto e um plano cartesiano sem escalas, conforme mostrado nas figuras 6 e 7. O
entregou individualmente aos alunos as tabelas, e de posse desses materiais, 0s alunos,
muito interessados, comecaram a desenvolver a atividade proposta.

Para facilitar a compreensdo e o desenvolvimento da atividade foi acordado, entre
0S grupos, o uso de escala-padrdo, que no caso seria com varia¢ao de 15 graus. O professor
foi orientando e auxiliando individualmente os alunos, sanando duvidas referentes a leitura
dos valores de seno, cosseno e tangente no quadro trigonométrico, a conversdo de graus
para radianos, a construcdo da escala no eixo horizontal, a representacdo dos pares
ordenados no plano cartesiano e ao tracado da curva dos senos e cossenos.

Alguns alunos questionaram: (A) — Professor, 0 que seria 0 item na tabela
chamado estudo da funcdo? O professor se vé frente a uma Otima oportunidade de
questionar e fazer com que o aluno relembre conceitos basicos de fungbes. Assim, ele
devolve a pergunta: (P) — Qual o assunto que estamos estudando? Os alunos ficam quietos
frente ao questionamento do professor, mas logo um responde: (A) — Fungdes
trigonométricas. (P) — E quais os principais topicos estudados em funcgdes? Nesse
momento varios alunos participaram e apo6s algum tempo de discussdo chegaram ao
consenso de que o item da tabela refere-se ao crescimento e decrescimento da funcéo.
Segundo Moreira (2006, p. 70) o professor deve fazer perguntas com postura investigativa,
pois sO assim estd agindo como um facilitador, tentando conhecer a forma com que o aluno

interpreta o problema. Os valores obtidos por um aluno encontram-se na figura 6.
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Vamos utilizar o quadro trigonométrico construido por
vocé para completar a tabela abaixo referente a funcéo

y = senx?

Tabela dos valores da funcéo.

Vamos utilizar o Quadro Trigonométrico consltruido por vocés para completar a tabela abaix

referente

auapraTe 7 QuAbRANTE 3 uaomaTE + quanmanTe

; HEHEEERT R E0EE 4 Com relagdo aos valores obtidos, quais as suas
o o o]  poopfod efof oot [ afed descobertas?

25 descobertas? A funcdo é crescente no primeiro quadrante,
: = ' decrescente no segundo e terceiro e novamente
crescente no quarto quadrante.

Figura 6: Resposta do aluno

Novos questionamentos surgiram e o dialogo continuou. (P) — E agora, como
proceder para construir corretamente o grafico da funcdo? A maior parte dos alunos sentiu
dificuldades na montagem da escala do grafico, alguns representaram valores em graus no
eixo das abscissas, enquanto outros em radianos. Essa dificuldade ja havia sido prevista
pelo professor e nesse momento ocorreu a interferéncia dele, justificando a necessidade de
construir a escala horizontal em radianos. Com base na dificuldade evidenciada, o
professor novamente questiona: (P) — Quais o0s passos utilizados para a constru¢do dos
graficos das funcdes vistas anteriormente? Que tal construir a escala com base nos dados

da tabela! Muitos se manifestaram. Alguns afirmaram que j& estavam fazendo isso.

Vamos utilizar os dados da tabela, obtido por vocé

para construir o grafico dafungdoy = senx?

Vamos utilizar os dados da tabeta, obtido por vocé para construir o grafico da fungdo

Graéfico da fungdo.

B) Grafico da fungdo

i

Quiais as suas descobertas?

A funcdo seno apresenta pontos de maximo e minimo,

0 periodo vai de zero a 2T e a imagem é [-1, 1].

Figura 7: Resposta do aluno

Novos questionamentos surgiram e o dialogo continuou. (P) — Numa fungdo

circular o dominio néo é finito, ou seja, a construcdo sugerida pela tabela define o dominio
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entre 0 e 2m. Vocés acreditam que a fungdo “acaba” em 2m? Alguns alunos ficaram
quietos, pensando, no entanto, outros comentaram a possibilidade de ser infinita, ja que a
fungdo é circular e ndo tendo definido o nimero de voltas, ndo € possivel conhecer
exatamente o dominio da fungdo. (P) — Mas se o dominio da funcdo ndo se limita em 2,
como sera o seu grafico apos esse valor? Um dos alunos respondeu: (A) — Ué! Igual ao
que construimos, pois a funcdo € circular e a primeira volta no ciclo trigonométrico sera
igual a todas as outras. Nesse momento o professor fez comentario sobre os conceitos de
dominio, imagem e periodo de uma funcdo circular, usando outros graficos como exemplo.

O trabalho continuou e com base nessas indagagGes os alunos preencheram a
tabela, determinando intervalos de crescimento e decrescimento, pontos de inflexao, zeros,
dominio, imagem, periodo e grafico da funcdo. S6 dois grupos nao concluiram e pediram
orientagdes. O professor solicitou que um aluno de outro grupo, que tinha terminado as
atividades propostas, ajudasse os demais a encontrar dominio, imagem e periodicidade da
funcdo. A aluna conseguiu auxiliar um dos grupos, inclusive na construcdo do grafico, sob
a supervisdo do professor. Em muitas situacdes de sala de aula é importante que alguns
alunos, que ja tenha finalizado o trabalho proposto, auxiliem os colegas, no entanto é
indispensavel a supervisao do professor.

Etapa 3: Esta aula se deu no laboratério de matematica onde os alunos continuaram
trabalhando em grupos de cinco integrantes na sua maioria. O professor mais uma vez usou
as ferramentas disponiveis no quadro trigonométrico e relembrou os métodos de obtencéo
dos valores de seno, cosseno e tangente, conforme mostrado anteriormente na figura 6. Os
alunos, no primeiro momento, exploraram o quadro até que o professor questionou: (P) —
Vamos construir o grafico das funcdes cosseno e tangente? Que tal utilizar o método visto
na construcdo da funcdo seno para determinar o grafico das outras funcdes? A ideia era
fazer os alunos refletirem, analisarem a situacdo e buscarem inspiracdo na tabela e no
plano cartesiano da funcdo seno para usa-los na construcdo dos graficos das funcbes
C0SSeno e tangente.

Houve poucas interferéncias do professor, no entanto, a maior dificuldade foi
identificada no processo de construcdo do grafico da tangente, pois a maioria dos grupos
associou que essa curva deveria ter alguma similaridade geométrica com as de seno e
cosseno. Para o professor foi um momento muito importante. Os alunos estavam
interessados em saber como construir o grafico de uma funcdo cuja continuidade néo era

possivel, ja que muitos ndo conseguiam encontrar o valor da tangente de 90 graus. (A) —
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Professor, como saber o valor da tangente de 90°, se quando eu “monto” esse angulo a reta
que deveria cortar a da tangente é paralela a segunda? Frente a esse questionamento, 0
professor devolveu a pergunta: (P) — Existe algum ponto de intersec¢do entre duas retas
paralelas? Lembre-se de que duas retas sdo paralelas quando a menor distancia entre elas é
sempre a mesma. Nesse momento, outro aluno do mesmo grupo que aparentemente ndo
estava prestando atencdo respondeu: (A) — Se as retas sdo paralelas entdo ndo ha pontos
comuns entre elas, portanto a tangente de 90 graus ndo existe. O professor achou
interessante reforcar essas ideias e ap0s alguns minutos de discussdo foi dada sequéncia a
construcdo dos gréaficos. Pouco tempo depois, ap6s mais algumas intervencdes do
professor, todos haviam terminado a construcdo dos graficos. Nesse periodo de finalizacao
das atividades propostas os alunos foram novamente questionados: (P) — Ja sabemos que
as razdes seno, cosseno e tangente admitem inversas — cossecante, secante e cotangente
—, porém ndo conhecemos seus graficos. Como podemos construi-los? Um aluno indagou:
(A) — Professor, podemos utilizar os valores das fung¢des seno, cosseno e tangente e

determinar os valores inversos. (P) — Como vocé conseguiu perceber? (A) — Na verdade
. ;g 1 .
eu lembrei que nés ja estudamos que, por exemplo, cossecx = po— Nesse instante o

professor aproveitou o comentario do aluno para demonstrar como encontrar os valores das
funcBes inversas das trabalhadas, e apds alguns minutos de demonstracGes e constatacdes,
chegou-se a novas tabelas de valores das funcdes inversas. A seguir o professor desafia 0s
alunos a construir o gréafico da funcdo cossecante, baseando-se no gréfico da funcéo seno.
Os gréficos das funcdes seno e cossecante abaixo foram desenvolvidos por um dos alunos.

FUNGAO COSSECANTE

. 1 .
Considerando que cossec X = pp— vamos utilizar

vamos utilizar os dados da tabela da fun¢do seno, obi

= os dados da tabela da funcéo seno, obtidos por voce,

para construir o grafico da fungdoy = cossec x ?

Gréfico da funcéo.

Quais as suas descobertas?

O gréafico da fungdo y = cossec X tem assintotas
wniolots (pomb e g ‘ — pontos em que a fungdo ndo é definida— e o0 seu
. grafico esté invertido em relagdo a funcéo seno.

Figura 8: Resposta do aluno
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4. Consideragdes finais

Como era o objetivo deste trabalho, relato como as atividades praticas laboratoriais
podem contribuir na reconstrucdo e fixacdo de conceitos e defini¢cbes ja estudados
anteriormente e desenvolvimento de novos conceitos com base nos conhecidos. Foi
possivel perceber, no decorrer do processo, que as atividades propostas de construcao,
principalmente do quadro trigonométrico, e a utilizacdo de material manipulavel colocaram
0 educando em processo de desequilibrio em que ele pode questionar e, com base nas
devolucbes do professor, reorganizar seu pensamento, ajudando na reconstrugédo do
conhecimento.

A atividade é realizada ha varios anos, com turmas diferentes, na mesma escola e
em virtude do grau de envolvimento que os alunos sempre apresentam, espero que este
trabalho possa incentivar professores de matematica para desenvolver atividades em suas
aulas utilizando a proposta de ensino descrita. Acredito que esta proposta pode contribuir
para aprendizagem mais significativa, uma vez que coloca o aluno no centro do processo
de construcdo do conhecimento e faz conexGes com conhecimentos preexistentes na
estrutura cognitiva.

A utilizagdo do quadro trigonométrico — material manipuldvel — na construcgao
dos gréficos das funcBes circulares em grupo possibilitou ao educando a realizacdo de
varias medicOes, obtencdo de relacBes e comparacfes entre valores obtidos com os dos
colegas, criando ambiente propicio para que o processo de ensino-aprendizagem fosse
bem-sucedido.

No trabalho, devido ao espaco, foi optado pela apresentacdo visual dos resultados
obtidos nas funcBGes seno e cossecante, no entanto vale destacar que para as funcbes
cosseno, secante, tangente e cotangente os resultados obtidos foram satisfatérios, tanto

guanto os apresentados.
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