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Resumo:

Em um curso de matematica, espera-se que estudantes demonstrem proposi¢oes e para isso é
necessario um processo mental, o raciocinio légico dedutivo, para que argumentem
coerentemente, e que é desenvolvido para mostrar que proposi¢des matematicas sdo
verdadeiras. Apresentamos um trabalho que visa detectar dificuldades de graduandos em
demonstrar sentencas matematicas. A luz de tedricos, como Balacheff (1987) e Dreyfus
(2002), sistematizamos uma proposta de tarefas, a fim de analisarmos que dificuldades
surgem por meio da andlise de registros escritos apresentados pelos graduandos durante o
processo de realizacdo dessas atividades.

Palavras-chave: Educacdo Matematica; Demonstracfes; Raciocinio Logico Dedutivo.

1. Introducéo

O raciocinio l6gico dedutivo é desenvolvido assumindo axiomas ou postulados como
principios primitivos aceitos sem demonstracdes e de teoremas e proposicdes que s@o
provados usando o método dedutivo. Como afirmam Moreira ¢ David (2005, p.22) “[...]
devido sua estruturacdo axiomatica, todas as provas se desenvolvem apoiadas nas definigdes
e nos teoremas anteriormente estabelecidos” e, ainda, explicitam que as “defini¢does formais
e as demonstracOes rigorosas sdo elementos importantes tanto durante o processo de

conformagdo da teoria [...] quanto na apresentacao sistematizada da teoria ja elaborada”.
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Segundo esses autores na matematica escolar’, as definicdes e provas assumem
outros papeis. Para o professor em formacao inicial, deparar-se com essa sistematizacao
pode ser um tanto obscuro, pois comumente ndo sdo exigidas provas e demonstracfes na
Educacdo Bésica. Conforme Moreira e David (2005, p.23) “[...] a ‘validade’ dos resultados
matematicos a serem discutidos no processo de escolarizacdo basica ndo esta posta em
duvida; ao contrario, ja esta garantida, a priori, pela propria Matematica Académica”. Tendo
em vista que os tratamentos dados a matematica escolar e a académica assumem diferentes
aspectos quanto as demonstracdes de resultados, uma das funcdes de se aprender a
demonstrar é provar resultados que antes eram assumidos como incontestaveis. Na
Educacdo Basica, por exemplo, a soma de dois nimeros inteiros gozar da propriedade
comutativa é um argumento valido aceito sem demonstracao, 0 que ndao ocorre em um curso
superior.

Apresentamos alguns resultados de uma pesquisa que buscou investigar que
dificuldades graduandos teriam ao lidar com demonstracdes tidas como triviais®; como se
familiarizam com as formas de demonstracdes; e, como trabalham com provas de teoremas e
proposi¢oes, validando-os.

Propusemos a graduandos de matemaética tarefas abrangendo algumas formas de
demonstracdo, isto €, demonstracao direta, direta condicional ou contrapositiva, indireta por
absurdo e por contra exemplo®, envolvendo os contetidos de conjuntos e funcdes, a fim de
verificar possiveis dificuldades a partir da categorizacdo® de Balacheff (1987) e

caracterizagBes do pensamento matematico avangado de Dreyfus (2002).

2. Referencial Teorico

Que diferenciacdes ha entre os termos provas e demonstracdes? Segundo Garnica
(1996) “provas e demonstragdes sdo tidas com sindnimos: é o que atesta a veracidade ou
autenticidade [...] a deducdo que mantém a verdade de sua conclusdo apoiando-se em

premissas admitidas como verdadeiras.”

! Entenderemos matematica escolar como aquela que é trabalhada na Educagéo Basica.
2 Contelidos como conjuntos e funcdes, que ja sdo abordados desde o Ensino Médio.

® As formas de demonstracdes sdo referenciadas segundo Gerdnimo e Franco (2006).

* Definiremos posteriormente.
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Almouloud (2009) afirma que os termos séo utilizados como sindnimos e muitos
autores fazem uso dos termos provas e demonstragdes como tal. Contudo, recorremos a
distincdo realizada por Balacheff (1982), o qual firma que provas sdo explicacdes realizadas
em um determinado momento para um determinado grupo social, enquanto denomina as
demonstragdes como provas particulares.

E sobre argumentacdo? Ao raciocinar e fazermos inferéncias podemos argumentar de
maneira ldgica, apenas seguindo os principios da Logica Formal. Como afirma Salmon
(2010, p. 1), a loégica “trata de argumentos e inferéncias. Um dos seus objetivos
fundamentais consiste em proporcionar métodos que permitem distinguir entre argumentos e
inferéncias logicamente certos e aqueles que ndo o sdo.”

Em Matematica € necessario definir os conceitos de modo que esta definicdo
satisfaca as caracteristicas de tal conceito e somente deste conceito e demonstrar as
propriedades relacionadas a este, 0 que difere esta ciéncia das demais que aceitam provas
empiricas.

Bicudo (2002) afirma que, em termos da ldgica, uma demonstracédo trata-se de um
sistema formal que ¢ a parte sintatica de um sistema axiomatico, composto pela linguagem e
seus simbolos, expressGes e formulas, pelos axiomas e pelas regras de inferéncia. Estes
componentes afirmam sob certas condi¢des a conclusdo da regra que pode ser inferida de
outras regras chamadas de hipdtese.

Domingues e lezzi (2003) definem demonstracdo como “uma sucessdo articulada
de raciocinios légicos que permite mostrar que um resultado proposto é consequéncia de
principios previamente fixados e de proposicoes ja estabelecidas.”

Durante um curso de matematica é essencial que o graduando utilize formas de
demonstracgdes, essas sdo as ferramentas que validardo afirmacdes matematicas. Sobre qual
0 melhor método para se demonstrar ressalta-se que em “um argumento qualquer, ndo existe
regra para determinar qual o melhor método a ser utilizado mas, com certeza, resolver varios
exercicios nos fornece a intui¢do necessaria para decidirmos o melhor caminho.”
(GERONIMO E FRANCO 2006, p. 61).

Dreyfus (2002), ao abordar sobre o pensamento matematico avancado, o caracteriza
por meio de processos mentais nos quais os estudantes realizam representacfes mentais de
objetos matematicos, e ainda difere esta forma de pensamento do pensamento elementar por

apresentar: a) reflexdes sobre a propria experiéncia matematica ao lidar com problemas nao
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triviais; b) complexidade durante os processos mentais; ¢) uma variedade de processos
mentais que se interagem.

Entendemos que as demonstracdes matematicas exigem dos graduandos processos
mentais que caracterizam 0 pensamento matematico avancado. Para a realizacdo desses
processos se faz necessario que estes abstraiam e representem objetos matematicos, fazendo
uso da argumentacdo para explicitar a sua forma de raciocinio légico dedutivo.

Sobre as representacoes, elas podem ser simbdlicas ou mentais, Dreyfus as define
como:

A representacdo simbdlica € externamente escrita ou falada,
geralmente com o objetivo de tornar a comunicacdo sobre o
conceito mais simples. Uma representacdo mental, por outro lado,
refere-se a esquemas internos ou de quadros de referéncia que a
pessoa utiliza para interagir com o mundo externo. (Dreyfus,
2002, p.31)

Para 0 mesmo autor, as abstracfes exigem a interacdo de varios processos, sendo
estes: a representacdo, a generalizacdo e a sintetizacdo. Dreyfus (2002) define que
“generalizar ¢ derivar ou induzir a partir de indicagdes, para identificar pontos em comum,
para expandir dominios de validade” e, que, “ sintetizar sdo formas de combinar ou compor
partes de tal forma que formam um todo.”

Balachef (1987) apresenta dois tipos de demonstracbes denominadas de prova
pragmatica e prova conceitual. As provas pragmaticas sao produzidas por pessoas que
tomam como base fatos e agdes, sem um formalismo l6gico, também tida como
“mostragdes”, pois os resultados apresentados sdo por meio de exemplos. As provas
conceituais se caracterizam por formulacdes de propriedades e as possiveis relacdes entre
elas. Deste modo as demonstracbes matematicas seriam um tipo de prova conceitual.

Balacheff (1987) admite existir varios niveis de provas pragmaticas e provas
conceituais que podem ser categorizadas da seguinte maneira:

e Empirismo ingénuo: consiste em afirmar a verdade de uma proposicdo apds a
verificacdo de alguns casos. E considerado o primeiro passo no processo de
generalizacéo;

e Experimento crucial: consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢cdo apds a

verificagdo para um caso especial, geralmente, ndo familiar;
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e Exemplo genérico: consiste em afirmar a verdade de uma proposicdo ap6s a
manipulacdo de alguns exemplos de modo a deixa-los com uma caracteristica que
representa uma classe de objetos;

e Experimento de pensamento: consiste em afirmar a verdade de uma proposicdo de
forma genérica, porém baseada no estudo de alguns casos especificos.

Segundo Balacheff (1987), as provas pragmaticas sdo categorizadas ao nivel do
empirismo ingénuo e do experimento crucial e as provas conceituais sdo consideradas ao
nivel do experimento de pensamento. Ha ainda, as provas ao nivel do exemplo genérico que
caracterizam um periodo de transi¢do entre as provas pragmaticas e as provas conceituais.

Bell (1976), De Villiers (1990,1999) e Hanna e Jahnke (1996) concordam que séo
funcbes das provas e demonstracdes: a) verificacdo; b) explanacdo; c) sistematizacdo; d)
descoberta; e) comunicacdo; f) construcdo de uma teoria empirica; g) exploracdo do
significado de uma definigdo ou a consequéncias de um pressuposto; h) incorporagdo de um
fato bem conhecido em um novo quadro e, assim, visualiza-lo em uma nova abordagem.

Garnica (2002) afirma que a prova rigorosa, realizada nos termos da légica, é tida
como elemento de prética cientifica da Matematica e fundamental na formacdo inicial do
professor em uma abordagem critica dos objetos matematicos. Em suas referéncias sobre
prova rigorosa, Vvale ressaltar que: “a prova rigorosa ¢ elemento essencial para
compreendermos o funcionamento do discurso matematico e 0 modo como sdo formadas as
concepcdes em um ambiente de sala de aula.”

Enfim, o desenvolvimento de demonstracbes matematicas deve propiciar também o
desenvolvimento intelectual do estudante e a familiaridade com as sentencas matematicas a
fim de que este possa ter autonomia ao lidar com tais sentencas. Nas andalises recorremos tais

autores por corroborarmos com 0s mesmos.

3. Procedimentos metodoldgicos

A pesquisa foi desenvolvida em uma universidade do norte do Parana e o principal
instrumento de coleta de dados foram tarefas envolvendo demonstragcdes matematicas.

Os sujeitos de pesquisa foram dezesseis graduandos de um curso de Licenciatura
em Matematica matriculados na disciplina de Estruturas Algébricas. Esta disciplina tem
como pré-requisito a conclusdo da disciplina de Elementos da Matematica, na qual sdo

trabalhadas as diferentes formas de demonstracoes.
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A preparagdo das tarefas levou em consideracdo que necessitdvamos de algum
contetido para direcionar as formas de demonstracdo. Ao pesquisar a ementa da disciplina de
Elementos de Matematica, verificamos que os primeiros conteudos trabalhados envolvendo
demonstragdes sao conjuntos e funcdes.

Deste modo, preparamos uma proposta piloto utilizando como principal referéncia
o livro de Domingues e lezzi (2003), que consta na bibliografia da disciplina de Estruturas
Algébricas que os sujeitos da pesquisa cursavam na época da aplicacdo. A proposta inicial
foi discutida em um grupo de estudo, a fim de refina-la para a aplicacdo, promovendo-lhe
melhorias.

A aplicacdo dessa proposta ocorreu em dois encontros. O primeiro contemplou
questdes envolvendo definicBes acerca de elementos relacionados com conjuntos e fungdes
além de quatro demonstracGes. No segundo encontro foram apresentadas cinco proposicdes
a serem demonstradas, envolvendo ambos os contetdos de conjuntos e fungdes.

Considerando que a aplicacdo das tarefas ocorreu em dois dias, em uma pré-analise
das propostas de tarefas, obtivemos trés grupos distintos: a) os sujeitos que realizaram
apenas a primeira proposta de tarefas; b) os sujeitos que realizaram ambas as propostas de
tarefas; c) os sujeitos que realizaram apenas a segunda proposta de tarefas. Neste trabalho
averiguaremos dificuldades nas formas de demonstracdo no grupo que participou das duas

partes da aplicacdo das tarefas.

4. Resultados da Pesquisa

Apos a aplicacdo das propostas de tarefas, iniciamos o processo de analise, no qual
obtivemos os resultados apresentados neste trabalho.
Realizamos uma analise inicial de natureza quantitativa e 0s registros escritos
foram classificados em coerente (C), incoerente (I), em branco (B), ou ainda, justificada (J).
Entende-se neste trabalho que uma quest&o esta :
e (C) coerente se for possivel classifica-la nas categorizacdes de Balacheff (1987);
e (I) incoerente se houve uma tentativa de resolucdo, mas esta foi mal sucedida;
e (B) em branco para as questdes que ndo apresentaram nenhum registro;
e (J) justificada para as questdes que ndo houve uma tentativa de resolugdo, porém o

estudante informou que, por exemplo, nédo sabia resolver.
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Nos gréficos a seguir apresentamos o levantamento dos tipos de respostas obtidas
por estudantes em ambas as propostas de tarefas.

Figura 1 — Sintetizacdo os dados da P,

Classificagaode respostana P,

M coerentes
W incompletas

= em branco

Fonte: dados da coleta

Figura 2 — Sintetizacdo os dados da P
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Classificagao de Resposta da P,

W coerentes
M incoerentes

justificadas

Fonte: dados da coleta

Comparando a primeira proposta com a segunda, diminuiu percentualmente trinta e
quatro por cento o nimero de resolugdes coerentes. Atribuimos essa diferenca a natureza das
tarefas. Na P; as tarefas de um a onze ndo exigem demonstragcdes, mas sim conceitos e
defini¢des. Quanto as tarefas doze e treze da P, e as tarefas da P,, exigem alguma forma de
demonstracdo: seja direta, contrapositiva, por reducdo ao absurdo, ou ainda contraexemplo.
Entendemos que haja dificuldade em detectar que a questdo da proposta de tarefa se trata em
uma demonstracgao nos casos classificados como incoerentes (1) das questdes doze e treze da
P1 e nas questdes da P».

Na primeira proposta de tarefas, as questdes trés e doze apresentaram 0S menores
nimeros de questdes coerentes, isto evidencia que ha dificuldades nas resolucdes das
questdes. Na segunda proposta de tarefas, a questdo um, item b, ndo foi demonstrada por
nenhum desses estudantes, porém todos tentaram resolvé-la. Organizando os dados do

quadro | temos:

Quadro I — Sintese do numero de respostas obtidas nas tarefas

NUMERO DE RESPOSTAS NA P; NUMERO DE RESPOSTAS NA P,

Estudante C I B J C B | J
Ay 16 4 3 0 3 1 0 1
A 13 6 4 0 1 4 0 0
Ay 22 1 0 0 3 2 0 0
A7 18 1 4 0 1 3 0 1
Asg 17 0 6 0 2 3 0 0
Ao 12 4 7 0 0 3 0 2
Az 17 2 4 0 3 2 0 0

Fonte: propria autora
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A pesquisa apresentada evidenciou dificuldades em demonstragdes matematicas e
neste trabalho nos restringiremos a analisar as tarefas doze e treze, item a, da primeira
proposta de tarefas, em uma abordagem qualitativa. Consideramos apenas 0s sujeitos que
realizaram ambas as aplicacfes. A partir de uma analise critica elencamos as dificuldades
evidenciadas nos registros escritos dos estudantes em proposi¢des matematicas dessas
tarefas.

12) Demonstre que para qualgquer conjunto A, temos que @< 4 .

Dentre os graduandos que realizaram ambas as propostas de tarefas, apenas o
estudante A;3 demonstrou a proposi¢do por reducéo ao absurdo, entendemos estar coerente
quanto a forma de demonstracdo e utilizando uma sequéncia logica dedutiva. Vejamos o

protocolo a seguir:

Figura 3 — Protocolo do estudante A;3 da Py tarefa 1,.

2
Qew Ao ks ek A - 7 . . ok
Bege A "'s"‘*ft’“m-—a:-ﬂvfmf’* Pe¢A o Ao Mxed,iﬂ“wxé/gjw
A, hilre o ; ) . /
Pore hpto A

Fonte: prépria autora

O estudante Aj3 apresenta uma argumentacdo por meio de sentencas verdadeiras
caracterizando a demonstracdo por absurdo, neste caso ha a demonstracdo da proposicao.
Segundo a classificacdo de Balacheff (1987), temos o0 experimento de pensamento e,
segundo Dreyfus (2002), o estudante abstraiu a demonstracdo da proposicdo e representou
este processo por meio dos registros escritos.

Os estudantes A;, A,, A4 responderam a proposicdo de modo similar ao exposto no

protocolo a seguir:

Figura 4 — Protocolo do estudante A; da P, tarefa ;5.

[/
N /N
Vf:? -)&%,vm@om;. @ u/)@\ OO /T«. {“: s

Fonte: propria autora
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Uma vez que indicamos na questdo que se tratava de uma demonstracdo, estes
estudantes apresentaram dificuldades em apresentar uma sequéncia légica dedutiva, como
também em diferenciar proposicdo de definicdo. Segundo a classificacdo de Balacheff
(1987), podemos classificar a demonstracdo como empirismo ingénuo, pois ha uma
argumentacao para justificar a proposicao, porém nao se demonstrou o resultado.

13) Demonstre que, se A, B, e C sdo conjuntos, entdo: Q)A N (BU C) = (AN BYU (AN C)

Os graduandos A, Az, A4 A7 e Ay realizaram a demonstragdo da proposigéo pela
forma direta, provando as duas inclusdes que garantem a igualdade da proposicao.
Utilizaram os conectivos adequados e as definicdes corretas para intersecdo e unido;
construiram uma sequéncia logica dedutiva valida. A diferenca entre as demonstracdes esta
na forma de registrar. Temos a seguir o protocolo de A4 para exemplificar uma prova

matematica desses graduandos.

Figura 5 — Protocolo do estudante A4 da P; tarefa 13;.

Deyfened mLm :
G anf3ve) o (Anglu(Rne) ¢
. «) Basyylanc)e B Nl BUC)
.'}LME}-. ;1.:;.{_%3 \
'} Sem xe ﬂhf.ﬁ‘ut]_wdva, wth < wE(RVE). 1tndd ayi meh e AES o
::E‘DG-C-, deate mods R o “EEJM wed ¢ mEL ,'h‘:l E‘_ TFP"‘:EJM Rffﬂ{}ﬂ}
fo Xe(or8)Oan) Rl ANl8vE) & (ang)u (anc)

{:) _‘p.{JG. e (ﬂﬂﬂ}l)(ﬂnc}' R Jqur | & f,ﬂl’lEJ Ly Kf(ﬂﬂt}l Ak e

XEA ¢ xg
neh e e, Jale mods xg A "

e NEB 0 EEC | andp atowr gqep . Hfﬂuc)

feyo xeAN(guc). ot faudo (ﬂna)u(nm]c.nnfﬂut)-

S e .
Hr () e (H} P-.n'ftm,] H‘ul‘.!{i"‘? ?!"ﬂ -e"ll:EUﬂ.]ifﬂﬂﬁ}u(.ﬁn;)_

Fonte: registro escrito do protocolo A4: questdo treze a) da P,
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Ao analisarmos 0s processos mentais, segundo Dreyfus (1991), envolvidos nesta
forma de demonstracdo, apontamos que ocorreram processos de visualizagao; traducdo dos
simbolos, andlise das sentencas, utilizacdo da notacdo matematica; compreensdo de
definicdes de intersecdo e unido de conjuntos. Os processos mentais descritos auxiliam no
processo de sintetizacdo, formalizacdo e prova da sentenca matematica conforme verificada
no registro escrito.

Os processos mentais identificados corroboram para categorizarmos este grupo em
um caso de experimento de pensamento, segundo Balacheff (1987), pois utilizam-se dos
conceitos e defini¢cOes para argumentarem.

No caso especifico de Aj, ha demonstracdo da sentenca por meio de conectivos

I6gicos e utilizacdo equivaléncias para garantir a igualdade da proposicao.

Figura 6 — Protocolo A;p da P; tarefa 13;.

geé{m xe (An(® UC)]{Q—_\.?EKG 4) n[xe(8 VC«)]?&? {(19 p) A ((ee e,)v.@.eclj)é’.)

_ oy efiane) (AN Jo
- 2/[(1613)}\ (e 5)] V[Ll@ﬁ) A (1GC):(, =y [‘;LE(A A 5)3 v [JL'EU-\ J\C)j & 7.&1:(& % ) ]
AP ;i‘bgfam o Meelprca. 2

& e (ANB)U(ANC). (oo A8 atnerves _F"jurv"ﬁ'ﬁ&*"'

i rdfadaica

Fonte: registro escrito do protocolo Ajp: questdo treze a) da P,

Ao concluir a demonstracdo, afirma “como s6 usamos® equivaléncias légicas a
reciproca ¢ verdadeira”. Esta afirma¢do permitiu uma dupla interpretagdo, a primeira que a
igualdade ja esta garantida pelas equivaléncias ndo havendo mais o que provar, ou, a
segunda que ao utilizar equivaléncias ldgicas é condi¢do suficiente e a reciproca verdadeira
¢ condicdo necessaria, ou seja, “‘se usamos equivaléncias logicas, a reciproca ¢ verdadeira”.
Deste modo, evidencia que teria que se provar a reciproca, mas que esta seria de modo
analogo. Consideramos que em uma demonstracdo nao se pode afirmar sentencas ambiguas.

Entendemos que este graduando, desenvolveu os processos mentais® de
sintetizacdo, formalizacéo e generalizagdo de modo singular, pois a argumentagéo por meio

dos conectivos mostra que o estudante criou procedimentos padronizados de forma a

3 Grifo nosso.
% Segundo Dreyfus (1991).
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compor as partes da demonstracdo. Logo, o estudante desenvolveu a sistematiza¢do, uma
das habilidades necessérias para se demonstrar.
No caso de Ag, utilizou-se de exemplos particulares para demonstrar a proposicao.

Vejamos o protocolo a seguir:

Figura 1 — protocolo Ag: questdo treze a) da P;

\}-;:_tf)f‘n'v WAL L(gr-éwnlt‘,“j AGuc dl%ifr‘-.éd&b d’avu’l{%“,-rh “;ﬁvwm
Q:JLD\, i’JI c, oy uj

r‘~_,-_[b, , m}
C={'c;l,.4 i _L}
Tirragy Gt

E}UC-_{b,.c.,ol. u.L,_{_} -

- fa,b \
®  Ad(Buc)- [oib e, db_,{}ﬁ }:o,c. ous e {‘D.f'oJoL;-ur,j.
D vroole uw.tﬂ@%a, Mgy, :
ﬂﬂﬁ;{&.bzc,dam}ﬁ{b,ﬁ,djz{b“;__)dj
an:-]: =
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Fonte: registro escrito do protocolo Ag: questéo treze a) da P,

Segundo Dreyfus (1991), ndo ocorreram 0S processos mentais de reconhecer e
traduzir. A falta desses processos comprometeu o desenvolvimento da demonstracdo e
outros processos ndo foram desenvolvidos, como o de sintetizar e provar.

Segundo Balacheff (1987), um caso de empirismo ingénuo, em que 0 estudante
acredita ter provado apenas apresentando um exemplo. Segundo Hanna (2000), ndo se
cumpriu algumas das funcdes de se demonstrar, a de explorar o significado de uma defini¢éo
e analisar as consequéncias de um pressuposto, pois esse graduando recorre a exemplos para
provar a sentenca.

Conclui-se que héa dificuldades relacionadas a demonstracGes matematicas quanto a
forma e conteddo. Nos casos de Ag e Ajp detectamos dificuldades referentes ao
desenvolvimento da forma de demonstragdo. Em ambos o0s casos, a argumentacdo nao
caracteriza uma sequéncia légica dedutiva. No caso de Ag ha dificuldades relacionadas ao

conteudo de conjuntos.
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