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Resumo:

A proposta da palestra é abordar algumas Geometrias que ndo sdo Euclidianas, por meio de
algumas obras de arte selecionadas. A ideia é mostrar o estudo geométrico realizado por
artistas para realizar suas obras, bem como a importancia da propria obra para o estudo das
Geometrias. As Geometrias escolhidas sdo aquelas que constam nas Diretrizes Curriculares
de Matematica do Estado do Parand, a saber, a Topologia, a Geometria Eliptica, Geometria
Projetiva e a Geometria dos Fractais. Para poder realizar o estudo, utiliza-se algumas vezes
a historia, outras, 0s proprios conceitos da Geometria a ser estudada.
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1. Introducéo

A opcdo por apresentar aspectos das Geometrias que ndo sdo Euclidianas por meio
da Arte ¢ que acreditamos no que escreve Gusmao (2013, p. 46), “No processo educacional
como um todo, e, principalmente, no ensino da matematica, os aspectos do ‘método
estético’, devem ser ressaltados, ou seja, deve-se estimular a percepcéo, a criatividade, a
imaginagao”.

Sendo assim, a proposta da palestra é mostrar o estudo geométrico realizado por
artistas para realizar suas obras, bem como a importancia da propria obra para o estudo das
Geometrias.

Por uma opcdo historica a palestra se iniciard com a apresentacdo de aspectos de
obras de Brunelleschi que, para Proenca (2008, p.93), foi o “exemplo de artista completo
do Renascimento, ele foi pintor, escultor e arquiteto, além de dominar conhecimentos de
Matematica e Geometria e de ser grande conhecedor da poesia de Dante”.

Enguanto Brunelleschi desenvolveu a pratica experimental da perspectiva, Alberti
teorizou os principios desta, ou seja, a passagem da pratica experimental da perspectiva a

teorizacdo dos seus principios é atribuida a Leon Battista Alberti.
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O arquiteto Filippo Brunelleschi mostra, ou demonstra a existéncia de uma regra,
mediante a experiéncia que teria realizado em Florenca, por volta de 1413, sobre
dois pequenos painéis, um representando a praga e o paldcio da Senhoria e 0
outro, a vista exterior do batistério San Giovanni de Florenca. Porém, é Leon
Batista Alberti quem da a esta regra a primeira formulagcdo, sendo assim,
consideram-no como o0 tedrico da perspectiva entendida como técnica de
representacdo pictural (FLORES, 2003b, p.58).

Mas, quem incluiu a perspectiva em uma geometria foi Girard Desargues, arquiteto,
engenheiro militar e matematico, que lancou mdo da perspectiva renascentista para
publicar em 1639, a obra Brouillon project d'une atteinte aux evenemens des rencontres du
Cone avec un Plan, na qual, demonstra que apesar das se¢des conicas mudarem de forma e
tamanho conforme o plano de incidéncia, certas propriedades ndo sao alteradas. A partir
disso desenvolve teoremas sobre involugdo, conjuntos harmdnicos, homologia,
perspectiva, polos e polares.

Contudo, com a nova geometria cartesiana, escrita por Descartes na mesma epoca,
e pelo pensamento de Kant, essa obra é rejeitada por matematicos da época.

A obra de Desargues foi retomada e finalmente reconhecida, por meio da
publicacdo de Jean Victor Poncelet intitulada Tratado das Propriedades Projetivas das
Figuras no ano de 1822, que transforma a perspectiva em parte de uma nova geometria
hoje denominada Geometria Projetiva ou Geometria da Viséo.

De acordo com Coxeter (1968), a Geometria Projetiva € um modelo da Geometria
Eliptica, cuja historia, comeca com Riemann e que serd apresentada brevemente neste
texto, na secdo que trata da Geometria Projetiva.

O objetivo de ter escrito este pequeno relato histérico da Geometria Projetiva, foi
mostrar como a sua construcdo possui uma forte relacdo com a arte.

Ja a Geometria Hiperbolica, que é reconhecida como a primeira Geometria que nao
é Euclidiana, foi e é utilizada na arte, conforme sera apresentado na palestra, juntamente
com sua construcao historica, que sera brevemente comentada em uma se¢do deste texto.

A Topologia é uma Geometria que ndo é Euclidiana, pois alguns espacos ditos
topoldgicos nem métrica possuem, mais do que isso, nessa Geometria, uma circunferéncia,
um quadrado, um triangulo, entre outras figuras Euclidianas, sdo todas iguais. Mas isso
pode ser extremamente Util na arte conforme sera apresentado.

Evidentemente, ndo é possivel em um curso em que se pretende trabalhar com arte
e Geometrias que ndo sdo Euclidianas, ndo falar da Geometria dos Fractais, pois varias

figuras obtidas por meio de sua estrutura matematica sdo verdadeiras obras de arte, como
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muitos ja devem ter visto em paginas da internet, em livros, revistas, jornais etc. Mas como

surgem essas “obras de arte”?

2. A Geometria Projetiva e a Geometria Eliptica

Conforme apresentado na introducdo, a Geometria Projetiva nasce a partir da ideia
de Perspectiva. Apesar da Perspectiva ja ser utilizada, intuitivamente — ndo se encontrou
até hoje registros de técnicas para sua utilizacdo — desde a Antiguidade, € no renascimento
que a pesquisa cientifica sobre a visdo, da lugar a uma ciéncia da representacdo, alterando
de modo radical o desenho, a pintura e a arquitetura (DUCHER, 2001). As conquistas da
geometria e da 6tica ensinam a projetar objetos em profundidade pela convergéncia de
linhas aparentemente paralelas em um tnico ponto de fuga.

De acordo com Flores (2002), foi o arquiteto Filippo Brunelleschi, por volta de
1413, quem realizou uma experiéncia, a partir de dois pequenos painéis pintados, um com
a praca e o palacio da Seigneurie e, a outra, uma vista exterior do batistério San Giovanni
de Florenca. O objetivo era mostrar que cada um dos painéis pintados coincidia com a
imagem real. Para isso, o espectador deveria colocar diante de um espelho o quadro
representando o batistério de Florence, por exemplo, e, através de um pequeno orificio
feito no quadro, olhar o reflexo em um espelho da imagem pintada. Mas, para perceber a
igualdade de imagens, a pintada e a real, era necessario que o espectador se posicionasse
exatamente onde o pintor teria se posicionado para realizar a obra. Ainda de acordo com
Flores (2002), o relato desta experiéncia foi redigido mais tarde por Manetti, por volta de
1475.

Walker (2005, p. 209) afirma que “a maior contribuicdo de Brunelleschi a arte do
mundo ocidental foi a redescoberta da perspectiva linear”. De acordo com Argan (1999,
p.88), “A perspectiva enquanto regra da visdo, ¢, em todo o caso, uma aplicagdo a
posteriori (“hoje”) da pesquisa de Brunelleschi, que visava como objeto e fim especifico
ndo a pintura, mas a arquitetura.

Na introducdo, afirmamos que Alberti foi quem teorizou os principios matematicos
da Perspectiva. Alberti ao considerar um ponto na linha do horizonte para onde convergem
retas “paralelas” de uma determinada dire¢do, 0 ponto de fuga, construiu um método para
desenhar corretamente de maneira facil e pratica um quadrado em perspectiva, método este

que foi de grande valia para os pintores da época.
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A técnica de perspectiva bésica, apresentada por Alberti para pintar em uma tela o
assoalho de uma sala, consiste em usar retas e pontos que determinam a profundidade, que

é o principal aspecto da representacdo da tridimensionalidade em perspectiva, veja a figura
1 a sequir.

Ponto de vista
Ponto de Fuga Linha do Horizonte (LH) \

1234567/

Linha de Terra (LT)
Figura 1 - Perspectiva de Alberti

Fonte: Autor

A figura 2 mostra a técnica de Alberti, que foi utilizada por Beato Angélico, em um
quadro pintado entre os anos 1433 e 1434.

Figura 2 — Annunciation — Beato Angélico
Fonte: da imagem: http://www.wga.hu/art/a/angelico/04/3predel4.jpg
da técnica de Alberti: autor

A perspectiva foi a origem da Geometria Projetiva, geometria essa que ndo contém
retas paralelas, por isso ela é um dos modelos da Geometria Eliptica, conforme afirma
Coxeter (1968).

Ainda de acordo com Coxeter (1968), apds a construcédo da Geometria Hiperbdlica

(que serd tratada na proxima sec¢do, e foi a primeira Geometria ndo Euclidiana, reconhecida
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como tal), surgiu a possibilidade de novas geometrias, e podemos dizer que a segunda
geometria ndo Euclidiana foi a Geometria Esférica, desenvolvida por Riemann. Ele alterou
alguns postulados dos Elementos de Euclides, a saber:

1. Quaisquer dois pontos determina ao menos uma reta;
2. Umareta € ilimitada;
3. Quaisquer duas retas em um plano se encontra. (COXETER, 1968, p. 11).

Podemos dizer que Riemman desenvolveu a Geometria Diferencial de um espaco
esférico, mas foi Klein quem primeiro viu claramente como livrar a Geometria Esférica do
seu primeiro “defeito”, a saber, o fato de que duas retas poderem passar por dois pontos

distintos — pontos antipodas de uma esfera, e a reta uma grande circunferéncia.

Uma vez na Superficie Esférica, cada ponto determina um Unico ponto antipoda, e
cada figura é assim duplicada nos antipodas, Klein percebeu que seria possivel,
abstratamente, a identificacdo de cada par de pontos antipodas, isto €, construir um modelo
com um novo conceito de ponto. Nesse modelo, “ponto” seria um par de pontos antipodas
na esfera. Agora, a “reta” nesse modelo, ndo seria mais a grande circunferéncia, mas sim, a
curva obtida por meio da grande circunferéncia com os pontos antipodas identificados. Ja o
“plano”, ¢ a superficie obtida mediante a identificagdo dos pontos antipodas da superficie

da esfera identificados, cada um, com um unico ponto.

Foi a essa modificacdo feita na Geometria da Superficie Esférica que Klein deu o
nome de Geometria Eliptica. Mas, é importante salientar que essa geometria obtida por
meio da identificacdo de pares antipodas na superficie esférica é apenas um modelo, uma

representacdo conveniente, mediante a utilizacdo de conceitos conhecidos.

Um segundo modelo de Geometria Eliptica € obtido identificando cada reta de um
feixe por um ponto O. Um terceiro modelo para a Geometria Eliptica Plana pode ser obtido
por meio do segundo modelo, considerando a secdo do feixe de retas por um plano

arbitrario que ndo contém o ponto O.

Esse terceiro modelo tem a vantagem de que ponto € representado por ponto da
Geometria Euclidiana, e reta por retas euclidianas, mas as distancias e angulos ficardo
distorcidos. Nesse novo modelo, esse fato ndo gera problemas, pois a geometria o utiliza, a
grande preocupacdo € com 0 que se V€ e ndo com 0 que se mede. Essa geometria, portanto,

um modelo da Geometria Eliptica, é conhecida como Geometria Projetiva.
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3. A Geometria Hiperbdlica

Durante meados do século XIX encontramos um exemplo de simultaneidade de
descobertas relacionadas as Geometrias ndo Euclidianas; o alemdo Johann Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), o hungaro Janos Bolyai (1802-1860) e o russo Nicolai Lobachevsky
(1793-1856), sem qualquer contato matuo e sem prévio conhecimento dos trabalhos de
Saccheri, desenvolveram, independentemente, um novo tipo de Geometria (LOVIS, 2009).

Lobachevsky foi um dos matematicos que mais contribuiu na construcdo das
Geometrias ndo Euclidianas. Durante sua vida académica elaborou vérios trabalhos
relacionados a Geometria. Em um desses trabalhos “On the Principles of Geometry”,
publicado em 1829, Lobachevsky marcou oficialmente o nascimento da Geometria ndo
Euclidiana.

Na palestra serdo analisadas obras que utilizam modelos da Geometria Hiperbolica.
O francés Henri Poincaré criou dois modelos para essa geometria, nela sera trabalhado o
“Modelo do Disco de Poincaré”, ou simplesmente modelo de Poincaré, apresentando suas
principais caracteristicas, para compreensdo de sua aplicacdo na arte.

Na figura 3 uma das obras de Escher e na figura 4, algumas retas hiperbolicas no

modelo do disco de Poincaré.

Figura 3: Circulo limite 1V (1960) Figura 4: mesma obra com algumas retas
Fonte: http://arteducaconline.blogspot.com.br/2011/05/0- hiperbdlicas no disco de Poincaré
mundo-magico-de-escher-tem-fila-por.html Fonte: retas hiperbélicas: autor



http://arteducaoonline.blogspot.com.br/2011/05/o-mundo-magico-de-escher-tem-fila-por.html
http://arteducaoonline.blogspot.com.br/2011/05/o-mundo-magico-de-escher-tem-fila-por.html
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4. A Topologia

A Topologia, diferentemente da Geometria Euclidiana, ndo se preocupa com
quantidade, mas sim com a qualidade dos objetos de estudo.

NocOes de longe/perto, de vizinhanga; dentro/fora (interior/exterior);
aberto/fechado; separado/unido (conexo-desconexo); continuo/descontinuo; orientado/ndo
orientado, sdo nogdes topologicas. De acordo com Borges (2005, p.16), “Claramente, estas
nogOes costumam vir associadas a outras tais como: adjacéncias (proximidade), ordem etc.,
as quais, igualmente se incluem no rol das nogdes topoldgicas. Quando eu digo: ‘estou
junto de vocé’, emprego, por assim dizer, uma linguagem topologica, ou seja, nesta frase,
emprego nocoes topoldgicas”.

De inicio a topologia foi chamada por Henri Poincaré de "geometria de posicéo".
“Qualquer um dos nomes preserva em seu sentido a atividade fundamental desta area da
geometria: o estudo das propriedades geométricas ndo afetadas por mudangas de forma”
(SPERLING, 2008, p.28).

Subentende-se pela mudanga da forma, que os “objetos” geométricos em topologia
sdo construidos com “materiais perfeitamente elasticos” — 0S quais sdo normalmente
representados por meio de materiais fisicos elasticos como pedacos de borracha. Por isso,
alguns autores chamam a Topologia de: “Geometria da Borracha” ou “Geometria
Elastica”, ou ainda, “Geometria das Deformagdes™.

Para a topologia, se uma superficie for esticada ou encolhida, certas propriedades
dela se mantém inalteradas, podendo como resultado determinar a congruéncia, isto €, a
similaridade entre formas geométricas tdo distintas quanto o circulo e o triangulo, ou até
mesmo dois poligonos quaisquer. Portanto — “¢ necessario frisar — ndo interessa a topologia
a forma, que estaria vinculada a topografia, mas as relacdes existentes entre os pontos desta
forma” (SPERLING, 2008, p.29).

Na palestra, serdo apresentadas as possibilidades de transformacBes que nao

alteram as propriedades topoldgicas da figura, mas o foco principal sera o emprego na arte.

5. A Geometria dos Fractais

A maior parte dos objetos que encontramos no nosso dia-a-dia ndo sdo retas, nem

esferas, nem cones. Na natureza em geral por mares € oceanos, separando 0s continentes e
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ilnas, com suas costas, suas montanhas e rios, rochas, plantas e animais, temos
componentes com suas formas nas quais dominam a irregularidade.

Tentar simplificar essas formas empregando formas da Geometria Euclidiana, como
triangulos, circulos, esferas etc., seria inadequado. A Geometria Fractal pode fornecer
aproximacdes paras essas formas.

A palavra "fractal” foi criada por Benoit Mandelbrot, que surgiu do adjetivo latino
fractus, que significa "irregular” ou "quebrado”. Diferentes defini¢des de Fractais surgiram
com o aprimoramento de sua teoria. Uma primeira definicdo matematica, pelo préprio
Mandelbrot, diz que “Um conjunto é dito Fractal se a dimensao Hausdorff-Besicovitch
deste conjunto forma maior do que sua dimensao topologica”. No decorrer do tempo ficou
claro que esta definigdo era muito restritiva embora tenha motivagdes pertinentes.

Uma definicdo mais simples é que “Fractais sdo objetos gerados pela repeticdo de
um mesmo processo recursivo, apresentando auto semelhanca e complexidade infinita”.

Os fractais podem apresentar uma infinidade de formas diferentes, ndo existindo
uma aparéncia consensual. Contudo, existem duas caracteristicas muito frequentes nesta
geometria:

Complexidade Infinita: E uma propriedade dos fractais que significa que nunca
conseguiremos representa-los completamente, pois a quantidade de detalhes € infinita.
Sempre existirdo reentrancias e saliéncias cada vez menores.

Auto-similaridade: Um fractal costuma apresentar copias aproximadas de si mesmo
em seu interior. Um pequeno pedaco € similar ao todo. Visto em diferentes escalas a
imagem de um fractal parece similar.

Na palestra serdo apresentadas obras artisticas geradas por meio desse conceito,

inclusive, a construcao de parte de algumas dessas obras, por meio do software GeoGebra.

6. Consideractes Finais

Corroboramos com o pensamento de Cifuentes (2005, p.1), quando ele afirma que
“A emoc¢ao ¢ uma das faculdades humanas fundamentais, junto com a razdo. Enquanto
faculdade, ela € uma capacidade intelectual, pois permite a percepcdo e o reconhecimento
de um valor e, portanto, ¢ fonte de conhecimento, o conhecimento sensivel”.

Por este motivo, na palestra serdo estudadas algumas obras artisticas por meio da

matematica, bem como o estudo inverso, ou seja, 0 que foi necessario de matematica para
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realizar a obra. Acredita-se que isso trard a emoc¢do necessaria para que se construam

conhecimentos que serdo os objetivos da palestra.
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