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EXPLORANDO A DIVISIBILIDADE: (Re)VISITANDO AS PROPRIEDADES DE DIVISÃO
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LEMAT-UFPE
A partir de aulas ministradas no Curso para professores do terceiro milênio
 da Universidade Federal de Pernambuco estruturamos o presente mini-curso que tem por objetivo, visitar alguns dos critérios de divisibilidades conhecidos e propor um método geral para construção de critério de divisibilidade para qualquer primo, possibilitando novas oportunidades a fim de revisitar algumas propriedades da divisão.
Um dos motivos que nos levaram a escolha desse tema, é que o mesmo faz parte do currículo selecionado para as aulas de matemática nos Curso para professores do terceiro milênio da UFPE, pois trabalhamos com alunos vindos de escolas públicas que apresentam uma defasagem em conteúdos do ensino fundamental. 
Uma outra razão para a nossa opção é o renovado interesse na Matemática superior e nas aplicações computacionais, como a Criptografia e a codificação de informações.

É fato que ainda assim muitos estudantes já conheçam certas regras de divisibilidade, portanto nossa proposta não é ensinar algoritmos que nos informem se um número é ou não divisível por outro e sim o de entender propriedades da divisão e por conseqüência dos algoritmos implementados para o critério de divisibilidade.

O QUE VEM A SER UM CRITÉRIO DE DIVISIBILIDADE:
Uma das coisas que devem ficar claras é que quando trabalhamos com critérios de divisibilidade o que vai interessar não é o quociente de uma divisão, e sim, a resposta de uma pergunta: a | b? (a divide b com a e b números naturais e a ( 0).

Em nossas experiências, assim como, uma vasta literatura mostra não há nada melhor que a contextualização para entendermos isso. Pode parecer difícil o exemplo utilizado por nós para um uso de divisibilidade, pois remota um em sua totalidade criptografia e por conseqüência o uso de números primos pela mesma. Vale a pena mesmo em uma turma de pré-acadêmico fazer não uma pausa nas resoluções de questões e revisão de conteúdos e sim uma complementação disso tentando contextualizar os conteúdos abordados. Pois a partir do momento que damos significado aquilo que queremos aprender talvez não consiga tornar mais pratico o que queremos aprender, mas com certeza será bem mais prazeroso. Então todas as vezes que trabalharmos com um critério de divisibilidade podemos até dividir o número posteriormente porem o que devemos ter em mente é que o que se quer é apenas saber se um número divide ou não outro. Para tanto sabemos que um critério de divisibilidade deve de ser um algoritmo de fácil implementação e que demande o menor tempo possível para executá-lo. Pois se assim não o fosse faturaríamos o número e assim obteríamos o quociente. Também tivemos a oportunidade de trabalhar com um critério de divisibilidade geral, mas o motivo não foi a sua facilidade de implementação e sim por ele propiciar a oportunidade se fazer um estudo detalhado de sua estrutura e usando propriedades da divisão o que para nós foi bastante proveitoso no que diz respeito ao processo de ensino aprendizagem. 

O que objetivamos ao trabalhar com o critério de divisibilidade geral e os outros também é dar alternativas de se entender algumas das propriedades básicas da divisão aplicando-as na resolução de problemas e no estudo do funcionamento do critério.

Propriedades:

Sejam x e y inteiros quaisquer. Então vale:

a) Se x | y, então x | (-y);

b) Se x | y e x | z, então x | (y + z);

c) Se x | y e x | (y + z), então x | z;

d) Se x | y e y | x, então x = ± y;

e) Se x | y e x | z, então x | (xu + yv) para todo u e v inteiro; 

f) Se x | y e y | z, então x | z.

São propriedades fáceis de serem demonstradas, porém acreditamos que para o estudante não basta demonstrar ele necessita de aplicações para poder assimilar as mesmas.

SOBRE OS MÉTODOS DE DIVISIBILIDADE MAIS CONHECIDOS
Os critérios de divisibilidade normalmente abordados em sala de aula, todos utilizam apenas os algarismos do número que se quer atestar sua divisibilidade por um dado inteiro. Podemos dividir os critérios que utilizam apenas os algarismos em dois grupos, um que utiliza todos os algarismos (3 e 11) e outro que utilizam apenas alguns (2 e 5). 

Exemplo de um critério que utiliza apenas um algarismo de um dado número:

2 | 56328734 ?

Das propriedades a), b), c), d), e) e f) quais você utilizou para mostrar que                       2 | 56328734?


[image: image1]
Não é difícil demonstrar que qualquer número é divisível por dois se seu último algarismo também é divisível por dois. Veja à demonstração abaixo:

Dado um número qualquer abcd...ef  (onde a,b,c,d,e,f são algarismos) então:

2 | abcd...ef se, e somente se, 2 | f, pois:
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Exemplo de um critério que utiliza todos os algarismos de um dado número:

11 | 629188560?

Das propriedades a), b), c), d), e) e f) quais você utilizou para mostrar que                              11 | 629188560?


[image: image5]
Por que se, somente se, a soma alternada dos algarismos de um número é um número divisível por 11 o dado número também é divisível por 11? Tente mostrar o a veracidade dessa afirmação utilizando um caso particular (um número abcdef, por exemplo):


Uma demonstração formal dessa afirmação é dada em [232255]

Proposição número natural a = anan – 1... a1a0 é divisível por 11 se, somente se, a                 soma alternada de seus algarismos 

a0 – a1 + a2 -... + (-1)nan

Demonstração: suponhamos que
a = an.10n + ... + a2 . a102 + a1.10 + a0

com ai є {0,...,9} Є 
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como para todo natural j > 0,
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Em que 
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Portanto, 11| a se, e somente se, 11| 
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Explorando as questões que usam critério de divisibilidade e a importância das demonstrações:

Dado um número de dois algarismos a diferença desse número por um número formado trocando a unidade pela centena e vice-versa, essa diferença será sempre divisível por nove?


É comum que o estudante ao se deparar com uma proposição desse tipo tente fazer para casos particulares a verificação da proposição e assim conclua que é verdade. Essas verificações bem sabemos da sua validade no que diz respeito a estimular o estudante a entender e resolver o problema, porem o ideal é que após isso ele se pergunte se isso é valido para todos. Porém no caso de ser verdade para todos ainda podemos fazer uma exploração matemática do assunto com a seguinte pergunta: por que essa proposição é verdadeira?

Dado um número de três algarismos a diferença desse número com outro também de três dígitos formado pela inversão da centena com a unidade também é um número divisível por nove.


[image: image14]
Gostaríamos de levantar aqui a questão de quanto é importante uma demonstrar um fato matemático, pois ao fazer isso estamos reforçando nossos conhecimentos e validando a matemática como ramo do conhecimento humano fantástico que é.
Por exemplo, uma proposição como a anterior pode ser resolvida computacionalmente. E um estudante desavisado tende a acreditar que aquele é o melhor meio de resolver problemas e provar proposições, quando eles devem ter em mente que é uma ferramenta poderosa, mas que necessita de seres humanos bem dotados de conhecimentos para poder operá-las.

Veja o caso da seguinte proposição:

Todo número a partir de seis pode ser escrito como a soma de dois primos. Esta foi uma proposição feita por Cristian Goldbach (1690 – 1764) que apesar de ser possível se verificar para números muito grandes como 1014 não é possível afirmar a veracidade da mesma. Isso porque só uma demonstração matemática poderia comprová-la, o que se está fazendo são meras verificações.

Vejamos mais um exemplo de questão de divisibilidade que pode ser abordada no ensino médio:

Na seqüência (24, 2534, 253534, 25353534, 2535353534, ....), seja n o primeiro número que é divisível por 99.Qual o número de algarismos de n? 
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UM CRITÉRIO DE DIVISIBILIDADE PARA UM PRIMO QUALQUER
Nas escolas quando construímos os critérios de divisibilidade geralmente damos um “pulo” na hora de fazê-lo para o número sete. Que não apresenta muitas dificuldades a não ser o fato de ser muito trabalhoso caso o número seja muito grande. Porem pode a sua construção (não só a sua) nos dar muito em termos de explorar as propriedades da divisão. 

Vejamos como funciona o critério de divisibilidade por seta:

Sete divide um número n se, e somente se, da soma das suas dezenas subtrairmos o dobro do algarismo da unidade e após isso obtermos um número divisível por sete. Observe o exemplo abaixo:
7 | 8080244543 ?

8080244543

               -6  

808024448
           -16

80802428
         -16

8080226

       -12

808010

       -0

80801

     -2

8078

-16

791

 -2

77

Por que se 7 | 77 então 7 | 8080244543? 

Por um raciocínio análogo podemos formular critérios de divisibilidade para qualquer número primo. Observe a tabela abaixo onde a representa a soma das dezenas do número a ser verificado se é divisível ou não por um dado número primo e b representa o algarismo das unidades:

	7
	a + 5b
	a - 2b
	47
	a + 80b
	a - 14

	11
	a+ 10b
	a - 1b
	53
	a + 16b
	a - 90

	13
	a + 4b
	a - 9b
	59
	a + 6b
	a - 53

	17
	a +12
	a – 5b
	61
	a + 55b
	a - 6

	19
	a +  2
	a – 17b
	67
	a + 47b
	a - 20

	23
	a + 7
	a – 16b
	71
	a + 64b
	a - 7

	29
	a +3
	a – 26b
	73
	a + 22b
	a - 51

	31
	a +90
	a – 3b
	79
	a + 8b
	a - 71

	37
	a +26
	a – 11b
	83
	a + 25b
	a - 58

	41
	a +37
	a – 4b
	89
	a + 9b
	a - 80

	43
	a +13
	a – 30b
	97
	a + 68b
	a - 29


Vamos agora a alguns exemplos de questões que exploram os critérios de divisibilidade. 

Qual a quantidade de números da forma 444... 4443 que são múltiplos de 13?


[image: image16]
Considere as afirmativas explique pq elas são verdadeiras:

1. Um número N é divisível por 7 se, e somente se, a diferença entre o número de dezenas e N e o dobro de seu algarismo das unidades é divisível por 7.
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2. Um número N é divisível por 29 se, somente se, a soma entre o número de dezenas de N é o dobro de seu algarismo das unidades é divisível por 19.


[image: image18]
3. Um número n é divisível por 29 se, somente se, a soma entre o número de dezenas de N e o triplo de seu algarismo das unidades é divisível por 29.


[image: image19]
4 Um número N = dndn-1dn-2...d3d2d1, onde os 
[image: image20.wmf]9
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 são os algarismos decimais de N, é divisível por 7 se , somente se, a soma dos produtos dos algarismos de N , apartir de d1, multiplicados pelos coeficientes (1, 2, 3, -1, -3, -2, 1 , 2, 3, 2, -1, -3, -2, ...) for divisível por 7.
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5. Um número N = dndn-1dn-2...d3d2d1, onde 
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 são os algarismos decimais de N, é divisível por 13 se , somente se, a soma dos produtos dos algarismos de N , a partir de d1, multiplicados pelos coeficientes (1, -3, -4, -1, 3, 4, 1, -3,-4,-4,3,4 ...) for divisível por 13.
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� Curso pré-vestibular gratuito para alunos oriundos da escola pública de Pernambuco que desejam fazer cursos de licenciatura em matemática, física, química e biologia da UFPE e UFRPE.
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