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INTRODUÇÃO
O trabalho desenvolvido é baseado no foco de dois processos matemáticos, relacionados a um conteúdo que integra o currículo do curso de Matemática.

Os processos escolhidos foram o de abstração e generalização, tendo em vista que a aplicabilidade dos referidos processos no cotidiano escolar torna-se imprescindível. Para que os alunos concluíssem o processo de abstração e generalização, foram propostas atividades de construção do conhecimento, em forma gradual, onde as idéias de abstração e generalização estiveram presentes. O trabalho foi orientado em toda sua extensão, promovendo-se debates e reflexões sobre as colocações apresentadas pelos alunos.

Os processos de abstração e generalização contribuem para a construção do conhecimento?

REFERENCIAL TEÓRICO

O processo de abstração é visto, comumente, como um marco no que se refere à Matemática. Didaticamente, esse processo possui mais de um sentido de referência ou denotação de sua forma. Para Davis e Hersh (1995), a abstração pode ser considerada como idealização ou como extração, reservando a cada um dos sentidos destacados uma conceituação do processo.

A abstração como idealização pode ser entendida quando se parte da observação de uma situação do cotidiano para a criação de um modelo, usado para se analisar ou estudar um ente matemático.

Exemplificando o sentido, Davis e Hersh (1995), descrevem:

Um carpinteiro usa uma régua de metal para traçar a lápis uma linha ao longo de um tábua para depois a seguir como guia para o corte. A linha que o carpinteiro traça é um objeto físico: é um depósito de grafite sobre a superfície de uma tábua física. A largura e a espessura não são constantes e, ao acompanhar o bordo da régua, a ponta do lápis reage à imperfeições da superfície da tábua, resultando numa linha que é quebrada e irregular.

Contrastando com a linha reta real e concreta, existe o conceito mental da abstração matemática de uma linha reta ideal. Na sua manifestação idealizada, desaparecem milagrosamente todos os acidentes e imperfeições da sua concretização física. Tem-se a descrição verbal idealizada e embelezada de uma linha reta: aquilo que se situa uniformemente como os pontos em si próprio (Euclides, definição 4), ou uma curva tal que todas as suas partes sejam as distância mais curta entre quaisquer dois dos seus pontos. Entende-se que esta linha é potencialmente extensível até ao infinito em ambas as direções. Talvez na origem desta descrição esteja a experiência de esticar fios entre os dedos, ou a observação da propagação de raios luminosos, ou a dobragem de pedaços de papel. Mas, em qualquer caso, a abstração termina um processo de aperfeiçoamento....

A abstração como extração pode ser entendida quando se considera, em um estudo, uma semelhança entre situações descritas de formas distintas, de modo a auferir uma nova idéia, ou, até mesmo, a atribuição de outro conceito aos elementos inicialmente analisados.

Davis e Hersh (1995) exemplificam o sentido da seguinte forma:

Estão quatro pássaros a comer migalhas no meu jardim. Há quatro laranjas sobre a mesa na minha cozinha. O próprio uso da palavra quatro revela a existência de um processo de abstração que permitiu a separação de uma característica comum aos pássaros e às laranjas. Há uma laranja para cada pássaro. Há um pássaro por cada laranja, assim se estabelecendo uma correspondência biunívoca entre pássaros e laranjas. Aqui, por um lado, temos objetos. Ali, por outro, temos números que aparentemente existem independentemente de pássaros ou de laranjas.

A aritmética, escreveu Platão (Republica, VII. 525), exerce um poderosíssimo efeito de elevação, levando a alma a raciocinar sobre o número abstrato e revoltando-se contra a consideração de objetos tangíveis ou visíveis nesse raciocínio.

A Matemática de hoje ignora o interessante problema psico-histórico de saber como surgem as abstrações e dedica-se antes a utilizar a teoria dos conjuntos para formular descrições da origem da abstração. A noção abstrata de quatro é, segundo Russel e Whitehead (Principia Mathemática, vol 10), o conjunto de todos os conjuntos que possam ser postos em correspondência biunívoca com os quatro pássaros que pousaram no meu relvado.

O processo de generalização denota uma melhor compreensão do que se estuda ou se analisa, guiando de uma situação qualquer para outra de caráter mais amplo, a qual complementa, melhora ou reforça a primeira; em resumo, generaliza-a.

Matematicamente, o processo de generalização, muitas vezes, parte de uma proposição qualquer para uma descrição de maior aspecto da situação apresentada. Em sala de aula, muitas vezes, utilizamos o ato de generalizar situações, buscando a compreensão e assimilação de conceitos. 

Remontando as origens da Matemática, Adolfo Vazquez descreve, em Filosofia da práxis (1968):

Em suas origens, as matemáticas estiveram vinculadas diretamente às necessidades práticas e às próprias coisas. A Geometria nasceu no Egito obedecendo à necessidade prática de demarcar as terras cobertas periodicamente pelo humo que as águas do Nilo deixavam, e a Geometria Euclidiana teve como premissa a observação direta das propriedades geométricas dos corpos reais como os quais os homens mantinham uma relação prática. Só mais tarde é que se chegou a abstrair as formas geométricas de seu conteúdo e a expressar as propriedades geométricas por proposições abstratas que, finalmente, com a ajuda da lógica formal, foram integradas num sistema único dedutivo: o sistema de Euclides. Portanto, os conceitos geométricos euclidianos têm sua origem nos objetos reais sobre os quais se exercia sua atividade prática, objeto cujas propriedades reais foram submetidas a um processo de generalização e abstração...

A citação de Vazquez nos remete a uma reflexão quanto à importância histórica dos processos de abstração e generalização, na concepção do conhecimento matemático, bem como sua aplicabilidade em situações de estrutura social.

Em ‘Aprendendo e Ensinando Geometria’, Lindquist, Shulte e Crowley (1996) descrevem um ponto do conflito existente entre a demonstração formal e a demonstração informal, baseado no cotidiano escolar, que envolve o processo de generalização e seus aspectos. 
 

...ao se pedir a uma criança que desenhe um triângulo isósceles, desenhar parece ser geometria informal. Mas por que se pretenderia identificar triângulos isósceles senão para construir um sistema formal, agora ou mais tarde? Perguntam-se à criança as propriedades de todos os triângulos isósceles. Isso requer generalização. Em álgebra, as generalizações via de regra são consideradas formais. A criança percebe que os dois ângulos da base são congruentes. O professor explica que se poderia dobrar o triângulo isósceles em torno de um eixo de simetria para verificar isso. A dobradura, embora considerada informal, é um procedimento muito semelhante à demonstração de Papus do teorema dos ângulos da base, e existem demonstrações por meio de reflexões e simetrias cuja idéia é bastante análoga à de dobradura. Onde termina a informalidade e onde começa a formalidade? A expressão “demonstração informal” reflete a confusão.

A citação anterior nos remete a uma aplicação usual, em sala de aula, de situações de generalizações que podem contribuir para que o aluno formalize conceitos, independente da confusão que se provoca nos detentores do saber matemático.

Fundamental, entretanto, é a capacitação do profissional às idéias formais dos processos de abstração e de generalização, para que esse profissional seja o responsável por proporcionar o aumento do conhecimento, com a utilização do processo de generalização, bem como a inferência de conclusões proporcionadas pelo processo de abstração.

A concepção principal dos dois processos abordados nos remete a uma melhora do conhecimento matemático, pode ser desenvolvido através da resolução de problemas. Em ‘A arte de Resolver Problemas’, Polya descreve que a generalização pode ser útil na resolução de problemas. Para Pires (2000), a resolução de problemas engloba processos como a exploração do contexto da situação, a elaboração de novos algoritmos, a criação de modelos, a formulação e a própria criação de novos problemas e não meramente a escolha ou a combinação de algoritmos ou métodos conhecidos. 

METODOLOGIA

A aplicação de atividades que visavam à experiência dos alunos quanto aos processos de abstração e generalização, foi realizada no mês de março de 2007, na Universidade Severino Sombra – USS, no município de Vassouras/RJ. A turma escolhida foi o primeiro período do Curso de Licenciatura em Matemática, que estava cursando a disciplina Geometria Analítica. Uma característica muito forte da turma é relacionada à formação dos seus integrantes. A maior parte não domina conceitos básicos de Matemática, apesar da opção pelo curso. 

Com o intuito de capacitá-los no desenvolvimento da atividade que abordaria os processos, foram realizadas aulas expositivas de conteúdos inerentes ao assunto objeto.

Para um melhor entendimento da aplicação da atividade, descrevemos, na íntegra, o documento proposto e, também, o roteiro adotado, relatando considerações, quando pertinentes.

Atividade Proposta – Resolução de Problema, com orientação do professor
· Item I – Dado um ponto P(xo, yo) pertencente a uma reta não vertical r e um ponto genérico M(x,y), distinto de P, e considerando o coeficiente angular m da reta r, em quais condições podemos afirmar que M pertence à reta r?

· Item II – Determine uma equação que denote a idéia descrita no item anterior, onde as ordenadas se encontrem no 1o membro da igualdade.

· Item III – Considerando uma reta vertical de abscissa igual a 3, temos que a equação x=3 denota a equação dessa reta vertical. Caso a abscissa fosse  xo, qual seria a equação dessa reta vertical?

· Item IV – Um feixe plano de retas concorrentes é o conjunto de retas que passam por um ponto P, chamado de centro. Baseando-se nessa afirmação, generalize todas as equações possíveis do feixe plano de retas concorrentes, de centro P. Justifique sua resposta.

Considerações: Para o grupo de alunos, a resolução de problemas é muito complexa, tendo-se em vista a dificuldade de interpretação do que se deseja, mesmo com a orientação do professor. Por isso, eles foram divididos em 4 grupos, onde a cada item de resolução havia uma explanação dos objetivos propostos, bem como o relato por parte deles, do que era assimila. 

Etapa anterior a aplicação da atividade

Foram realizadas aulas expositivas, seguidas de reflexões e análises, sendo:

· aula expositiva sobre a inclinação de uma reta no plano cartesiano e a determinação de seu coeficiente angular. Proposição de exercícios básicos;

· aula expositiva sobre a determinação do coeficiente angular de uma reta do plano cartesiano, a partir de 2 pontos dados;

· análise conjunta sobre as possibilidades de inclinações de retas coplanares, relacionando-as com os seus coeficientes angulares.

Considerações: A resolução de exercícios, seguida da análise, capacitou o grupo da condição necessária à aplicação da atividade principal.

O desenvolvimento da Atividade 
Na resolução do item I, os alunos foram orientados a partir do resultado obtido nas atividades precedentes. Depois da análise, os alunos conseguiram estabelecer quais as idéias que seriam necessárias para se estabelecer a condição proposta.

Em seguida, a orientação na resolução do item II se pautou em determinar uma equação matemática, enfatizando-se o tipo de retas que poderiam ser objetos da mesma.

O item III foi deduzido através da observação de exemplos gráficos, enfatizando-se, também, a abrangência de quais retas seriam objeto da equação determinada.

Finalmente, o item IV foi proposto aos alunos de modo que eles deveriam registrar, no quadro de giz, a partir de um plano cartesiano e um ponto, previamente desenhados, as posições de retas que poderíamos obter e, em seguida, descrever quais seriam as fórmulas que generalizariam as equações objeto da proposição.

Algumas considerações dos alunos
Quando da resolução do item I, a dificuldade se instalou em relação ao quê usar para que o ponto M pertencesse a reta r. Depois de vários minutos de simulações, descrições, desenhos e opiniões desencontradas, os alunos chegaram ao comum.

O item II não apresentou problemas na resolução, sendo a equação, com muita clareza, validada pelos alunos como objeto de retas não verticais.

O item III foi objeto de indagações por parte de alguns alunos, sendo as interrogações sanadas pelos colegas do grupo, que já tinham assimilado a idéia.

O item IV foi objeto de impasse por parte de um grupo, que informou que deveriam ser 3 tipos de equações necessárias à generalização das retas do feixe. O grupo apresentou uma equação para reta horizontal, o que foi refletido pelos alunos dos demais grupos, até que um deles identificou que a equação sugerida seria um caso particular da equação de retas não verticais.

ANÁLISE DOCENTE

As aulas que antecederam à aplicação da atividade foram fundamentais para que os alunos pudessem construir uma base com relação às interpretações gráfica e algébrica dos resultados dos exercícios propostos.

A orientação de cada item foi necessária, de modo a estabelecer uma motivação para desenvolvimento de uma atividade, descrita por eles como difícil. Em momento algum os alunos sentiram-se desmotivados a realizarem interpretações, de forma que optaram, inclusive, para que não houvesse intervalo na resolução da atividade.

Uma observação importante e cabível é a de que os alunos não possuem o hábito de observação de resultados obtidos em atividades escolares, bem como a dificuldade de abstrair e generalizar. Talvez, nós educadores, devamos refletir até que ponto também estamos capacitados a esses processos.

Na aplicação da atividade, o processo de abstração, no sentido de extração esteve presente, principalmente quando de uma equação, que denotava o coeficiente angular de retas não verticais, os alunos obtiveram uma equação que descrevesse as retas. O processo de generalização foi usado em pequenas escalas, principalmente quando, no item III, os alunos foram obrigados a generalizar uma equação que se relacionasse com qualquer reta vertical. Culminou-se o processo de generalização quando, no item IV, os alunos, a partir de proposições anteriores, generalizaram as formas de se representar as equações que definem um feixe plano de retas concorrentes.

Outra consideração importante é a de que, inicialmente, seria aplicada uma proposição aos alunos, para que eles apenas generalizassem a equação fundamental da reta (o que foi objeto apenas do item II). Entretanto, tal proposta foi descartada, tendo em vista seu aspecto mais formal, no sentido de que, aos alunos seria apresentada uma proposição, com todas as características solicitadas pela Álgebra e, em seguida, pedida a determinação de uma generalização para retas não verticais. Da forma como foi conduzida, propiciamos aos alunos uma interpretação gradativa de uma situação geral.

CONCLUSÃO
Os processos de abstração e generalização, associados à técnica de resolução de problemas, formam uma experiência matemática engrandecedora do conhecimento, tanto por parte dos alunos quanto pelos educadores. Para os alunos, a experiência é o momento de demonstrar suas leituras, independentes de estarem totalmente coerentes, cabendo, portanto, ao educador promover as intervenções necessárias, com o intuito de promover e consolidar o conhecimento.
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