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Refletindo sobre o conceito de domínio de uma função real

Selma Lopes da Costa André (Mestrado em Ensino de Matemática, IM/UFRJ) –selma@pg.im.ufrj.br
Victor Augusto Giraldo (IM/UFRJ) – victor.giraldo@ufrj.br 

Introdução
O ensino e a aprendizagem do conceito de função têm merecido a atenção de pesquisadores e professores há algum tempo (Vinner, 1983; Vinner & Dreyfus, 1989; Eisenberg, 1991; Sierpinska, 1992; Even, 1998). O programa de matemática do ensino médio reserva à primeira série a responsabilidade de realizar, formalmente, nos alunos uma alfabetização funciona1 (Schreiner, 2004), a qual terá inúmeros desdobramentos tanto na própria matemática quanto nas outras ciências. Como qualquer alfabetização, se não estiver bem estruturada, poderá ter resultados desastrosos.

Segundo Sierpinska (1992), os alunos têm apresentado dificuldades em fazer conexões com as várias formas de representação de funções: fórmulas, gráficos, diagramas, descrições verbais de relações; em interpretar gráficos; em manipular símbolos relacionados a funções como por exemplo: 
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, etc. A autora comenta que a linguagem usada em relação às funções não ajuda, uma vez que 
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 às vezes é usado para representar a própria função, às vezes seu valor em um ponto. Em situações espontâneas, estudantes usam simbolismo e linguagem diversos.

 Do ponto de vista formal, sabemos que uma função fica bem definida quando conhecemos o terno: domínio, contradomínio e lei de formação. Assim, não existe função sem que os três elementos sejam especificados. A idéia de que uma lei de formação algébrica 
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 é suficiente para definir uma função, omitindo os outros dois elementos pode levar a alguns enganos (Lima et al, 1998).

A notação 
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 muitas vezes passa despercebida nos enunciados de exercícios. Quando escrevemos 
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, que leitura desejamos que o aprendiz faça? Este é um texto, dentre outros, que está sendo apresentado e que necessita de interpretação. Nosso papel como professores é ler e analisar junto com os alunos, deixando claro o que cada um desses símbolos representa. No texto genérico 
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, temos que 
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 representa o domínio de 
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 a relação que associa cada elemento do domínio a um do contradomínio. Neste trabalho, faremos algumas reflexões a respeito do “parágrafo” domínio. 

1. O Conceito de Domínio

Observamos que a idéia de domínio de função surge nos mais variados contextos relacionados, desde os mais elaborados até os mais elementares (sendo neste último caso às vezes chamado de “conjunto universo”). Vamos relacionar alguns exemplos em que a compreensão do conceito de domínio se faz necessária.

· Na definição de limite: Seja f uma função definida sobre algum intervalo aberto que contém o número a, (exceto possivelmente no próprio a). Então dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é L, e escrevemos 
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· Na definição de continuidade: Uma função f é contínua em um número a se: f(a) está definida (isto é, a está no domínio de f), 
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· Na definição de derivada (implicitamente): A derivada de uma função f em a, denotada por f’(a), é 
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 se o limite existe.
· Na resolução de problemas: Suponha que uma bola é solta a partir do ponto de observação no alto da Torre CN em Toronto, 450 m acima do solo. Encontre a velocidade da bola após 5 segundos. Sendo 
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A idéia de domínio aparece, ainda que discretamente, quando falamos em conjunto universo, por exemplo, na resolução de equações e inequações:

· Determine o conjunto solução da equação 
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 que satisfaz a equação.
· Determine o conjunto solução da inequação 
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Um outro contexto no qual o conceito se faz explicitamente necessário são as atividades em que é dada uma fórmula algébrica definindo uma relação entre as variáveis envolvidas e, a partir desta, é pedido ao aluno que determine o domínio de uma função real. Neste caso há alguns pontos importantes a serem considerados. Em primeiro lugar, do ponto de vista estritamente matemático, o enunciado deste tipo de exercício não faria sentido, uma vez que o domínio de uma função é parte de sua definição. Isto é, o domínio é um atributo que deve ser estabelecido na própria definição da função, e não determinado a partir de uma função já definida. Assim, uma lei de formação algébrica por si só não define uma função unicamente. De forma geral, existem mais de uma função, com domínios diferentes com a mesma expressão algébrica. Do ponto de vista pedagógico, muitas vezes, não fica claro a qual subconjunto do conjunto dos números reais estamos nos referindo. Observemos o seguinte um exemplo (extraído de um livro usado na 1ª série do ensino médio).

Dê o domínio da seguinte função real 
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, por exemplo seriam todos respostas admissíveis (embora não raro respostas diferentes da “resposta única esperada” sejam avaliados como “erradas” pelo professor). Para qualquer um destes três exemplos, teríamos uma função diferente, como podemos observar nas representações gráficas abaixo.
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	Figura 1. Gráficos de três funções diferentes com a mesma expressão algébrica.


Se a única resposta esperada é 
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, então um enunciado “matematicamente correto” seria: “Determine o maior subconjunto de R, para o qual a função 
[image: image40.wmf]R

D

f

®

:

, dada  pela fórmula 
[image: image41.wmf]1

x

)

x

(

f

-

=

, esteja bem definida”.

Se o objetivo do professor é trabalhar com o aluno as restrições algébricas de uma expressão, isto é, estudar sob que condições uma expressão algébrica representa um número real (que na verdade nada têm a ver com o conceito de função em si), então o enunciado do exercício deve evitar o termo “função”, como por exemplo: “Que restrições deve ter 
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 represente um número real”. Neste caso, consideramos oportuno fazer uma breve revisão de classificação de expressões algébricas (racional, irracional, inteira e fracionária) chamando a atenção para as restrições que cada uma possa apresentar ou não a fim de que dado um valor real para 
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 a expressão sempre represente um número real.

A idéia de que o domínio deve ser sempre determinados pelas restrições da expressões algébricas – principalmente quando o professor considera “erradas” respostas diferentes daquela “esperada” – pode restringir seriamente a imagem do conceito
 de função desenvolvida pelos alunos. Desta forma, eles podem ser levados a crer, por exemplo que, seja “proibido” definir funções com domínio em 
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(o que é necessário em diversas situações contextualizadas da vida cotidiana).

Para que o aluno desenvolva uma imagem do conceito de função suficiente ampla, é recomendável que o professor, não só evite atrelar excessivamente o conceito às restrições das representações algébricas, mas também explore formas de representação tão variadas quanto possível: gráficos, tabelas, diagramas, expressões verbais (Tall & Vinner, 1981).

A determinação do domínio da função dado o seu gráfico reforça esta idéia. Observamos que graficamente, o domínio ou campo de existência da função é dado pela projeção (“sombra”) dos pontos do gráfico sobre o eixo das abscissas, como ilustra a figura 2 abaixo.
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	Figura 2. O domínio como projeção do gráfico no eixo horizontal


2. Uma Experiência com o Conceito de Domínio

Elaboramos um conjunto de atividades visando estimular a ampliação do conceito de função por meio da conexão entre a noção de domínio e a representação gráfica. As atividades foram planejadas para serem realizadas no laboratório de informática da escola usando o programa gráfico Graphmatica 2.0 (Hertzer & Malaca, 2003) como recurso para traçar gráficos de funções. As atividades foram aplicadas em quatro turmas do 1º ano do ensino médio, com alunos entre 14 e 16 anos, em uma escola privada do Rio de Janeiro no ano de 2004. As atividades se encontram, na íntegra, nos Anexos I e II.

Na atividade I, é pedido aos alunos que tracem os gráficos das funções cujas expressões algébricas são dadas por 
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 utilizando o software. Esta atividade tem como objetivo específico associar o domínio (o maior possível contido em 
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) da função obtido algebricamente, com sua representação gráfica (projeção sobre o eixo das abscissas). No primeiro caso, sendo 
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, deveríamos obter um gráfico cuja projeção sobre o eixo dos 
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 correspondesse ao intervalo 
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, no entanto isso não acontece. O gráfico da função 
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 gerado é idêntico ao de 
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, pois devido a uma limitação do próprio software o ponto em que 
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 não esta definida não é exibido. Ao tentar explicar este fato, os alunos são levados a aprofundar sua compreensão do conceito de domínio. Neste momento, surgem duas indagações: 

· Por que o gráfico da 
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 é uma linha reta? 

· Se o gráfico é retilíneo (o que é justificado algebricamente no quadro) e devemos ter 
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Aqui são discutidas as limitações do programa utilizado para traçar gráficos. Após esta discussão, é pedido em um dos itens para que o aluno trace o gráfico correto de 
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, ou seja, o gráfico que não possui o ponto de abscissa 1.

A segunda atividade tem por objetivo observar que a representação gráfica está subordinada ao domínio estabelecido. Através destas atividades, que envolvem representações algébrica e gráfica, reforçamos a idéia de domínio como campo de existência, ou seja a função existe apenas para valores de 
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 pertencentes ao domínio.

As atividades foram corrigidas e devolvidas aos alunos. Foram analisadas as respostas dadas ao item (c) do exercício 1 (Anexo II), respondido por 68 dos 100 alunos da 1ª série:

Sabemos que a representação gráfica de uma função está condicionada ao seu domínio. Podemos então dizer que “O domínio é o campo de existência de uma função”. Explique esta afirmativa.

Escolhemos esta pergunta para avaliar se a atividade foi ou não satisfatória, pois consideramos que ela encerra a essência do conceito. Algebricamente o valor da função será determinado apenas para valores definidos no domínio e graficamente temos que pontos pertencerão ao gráfico de 
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A transcrição completa das respostas dos alunos a esta questão encontra-se no Anexo III. Em resumo, observamos que:

· 42 respostas (61,76 %) foram consideradas satisfatórias. 

· 17 respostas (25 %) foram consideradas parcialmente satisfatórias. 

· 9 respostas (13,24 %) foram consideradas não satisfatórias. 

Como o objetivo da atividade era aprofundar a compreensão do conceito de domínio, foram consideradas satisfatórias as respostas que associaram a idéia de existência da função ao seu domínio. Foram consideradas parcialmente satisfatórias,. as respostas que mostraram alguma referência à necessidade de se estabelecer a um conjunto para o qual a função esteja definida, mas sem que a idéia de campo de existência estivesse muito clara. As respostas que não apresentaram nenhuma das características foram classificadas como não satisfatórias.

Neste trabalho propusemos atividades com o objetivo de explorar a percepção visual do domínio através da representação gráfica da função, de forma que a abordagem do assunto não fique restrita apenas à abordagem algébrica. Acreditamos que desta forma, para a maior parte dos alunos, foi promovida uma associação significativa das representações algébrica e geométrica, ampliando as imagens de conceito de domínio. Analisando as características das respostas consideradas satisfatórias e as atividades elaboradas, percebemos um avanço no entendimento do conceito de domínio como campo de existência da função.

3. Considerações finais

Além dos cuidados que devemos ter ao apresentar o conceito e aplicar as atividades tradicionais, outras atividades podem ser planejadas utilizando organizadores genéricos
 (Tall, 1989) convenientes a fim de formar imagens de conceito (Tall & Vinner, 1981) ricas favorecendo desta forma um melhor entendimento a respeito do importante conceito de domínio de uma função.

Consideramos que abordagem do conceito de domínio utilizando exclusivamente referências algébricas é insuficiente para desenvolver uma compreensão ampla sobre a idéia. As atividades planejadas utilizando a determinação algébrica do domínio de uma função simultaneamente com a representação visual, ou seja, a construção dos gráficos (Atividade I) e a construção dos gráficos subordinada ao domínio estabelecido (Atividade II) propiciam ao aprendiz estabelecer ligações significativas entre a álgebra e a geometria das funções gerando, desta forma, um enriquecimento das imagens do conceito e conseqüentemente, um melhor entendimento do assunto em estudo.
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ANEXO I – 1a Atividade
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	COLÉGIO  CRUZEIRO

Rua Carlos de Carvalho, 76 – Centro

Rio de Janeiro – Tel.: 32215000
	

	Nome: _____________________________           Nº ______          Turma: ______                           ____/____/____   

Ficha 2     -    Laboratório de Informática                                      1º ano do E.M.


1) Que domínio você escolheria para a função 
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Use o Graphmatica e trace o gráfico de 
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. Esboce o gráfico no sistema de eixos dado.
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2) Que domínio você escolheria para a função 
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Use o Graphmatica e trace o gráfico de 
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. Esboce o gráfico no sistema de eixos dado.

	[image: image77.jpg]





3) Justifique algebricamente no quadro o porquê dos gráficos terem aparência semelhante. 

4) Compare os gráficos.

Existe alguma diferença?     Sim (     )       Não (     )

O gráfico de 
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 está correto?        Sim (     )        Não (     )

Por quê ?

Compare o domínio de 
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Em que isso influencia na representação gráfica da função 
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5) Complete as frases com as expressões dadas abaixo. (não pertence – diferentes – pertence )

Considerando a análise feita anteriormente, podemos dizer que as funções reais 
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ANEXO I – 2a Atividade
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	COLÉGIO  CRUZEIRO

Rua Carlos de Carvalho, 76 – Centro

Rio de Janeiro – Tel.: 32215000
	

	Nome: _____________________________           Nº ______          Turma: ______                           ____/____/____   

Ficha 3     -    Laboratório de Informática                                      1º ano do E.M.


1) Usando o Graphmatica, trace os gráficos das funções a seguir, faça o esboço no sistema de eixos dado.

	a) 
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Observando os gráficos traçados, responda:


Os gráficos das funções dadas são iguais?    Sim (     )     Não (     )


Caso sua afirmação seja negativa, qual a diferença observada?


O domínio da função influencia no traçado do gráfico?

Tendo em vista a análise feita acima, podemos dizer que domínio também pode ser chamado de “campo de existência da função”. Justifique esta afirmativa.

2) Que domínio você escolheria para a função f definida por 
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Trace o gráfico desta função e a reta 
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Compare o gráfico obtido com o domínio da função.  Você observa alguma relação?

O gráfico tem pontos com abscissa x = 2 ?   Sim (     )     Não (     )

Por quê?

Dizemos desta forma que a função é                              em x = 2  e que a reta x = 2   é                           à curva.

ANEXO III – Respostas da Atividade

Respostas consideradas satisfatórias

· O domínio é que determina o espaço de onde até onde a função existe, ele determina seu início e seu fim em relação ao eixo x (distância).  

· O domínio é a extensão do gráfico em relação ao eixo do x.  

· Pois o domínio determina até onde uma função vai, até onde uma função existe ou até onde uma função é real. 

· O domínio é o conjunto de números que fazem parte de uma função para que esta seja real.  

· O domínio determina para que valores de x a função existe (tem uma única imagem).  

· No gráfico, constam somente os pontos que possuem x igual a um valor pertencente ao domínio, pois a função existe somente para os valores do domínio.  

· Essa afirmativa está correta porque não se pode obter uma imagem de um elemento fora do domínio.  

· Domínio: são os valores que x pode apresentar. A função deverá obedecer qualquer restrição que o domínio impor, ou seja, a função não pode existir além dos valores do domínio. 

· O domínio determina o trecho do eixo x, em que a função existirá, portanto seu campo de existência.  

· Porque o domínio é formado por todos os números que podem se encaixar na função para que ela funcione. Logo se o número não estiver no domínio a função não existirá.  

· O domínio é o campo de existência de uma função, pois é no domínio que há os números possíveis de ter uma imagem. 

· Para todo x da função que satisfizer as condições propostas pelo domínio, esse x existe e tem uma imagem, logo, é o campo onde existe a função. Por exemplo, se 
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, ou seja, não existe função do lado esquerdo de y.  

· O domínio determina para que valores de x, em R, a função existe, ou seja, determina as variáveis independentes que tem correspondente em y.  

· Existem valores fora do domínio que fazem com que não exista ou não seja um número real.

· Se for encontrado um valor da função que não existe no domínio, esta função não existe. Todos os valores possíveis de uma função devem pertencer ao seu domínio.  

· Domínio é todo o valor possível de x numa função, portanto é o campo de existência.   

· O domínio é o campo de valores de x para que a função tenha uma imagem.  

· O domínio de uma função indica para quais x existe um y correspondente.  

· Para traçar, por exemplo, a imagem de uma função é necessário ter o domínio. E para traçar o gráfico é necessário ter a imagem e o domínio. Isso significa que tudo depende do domínio.     

· Pois é a partir dele que obtemos a imagem, sem ele não haveria como dizer qual a sua imagem e até diferenciar uma função da outra.

· O domínio é formado por todos os valores que x pode assumir.   

· Toda função tem que ter o seu domínio, pois ele determina até onde uma função vai e até onde ela é real. 

· Sim, porque é impossível se ter uma função se o número for fora do domínio. 

·  A afirmativa está correta porque se não há o domínio, não podemos determinar sua imagem. 

· Porque é do domínio que podem ser atribuídos os x. 

· Sim, pois é a partir do domínio que se tem a imagem de uma função. 

· Pois todo valor que corresponde a x da função é o seu domínio. 

· Sem o domínio a função não existe e é ele quem determina desde onde e até onde a função existe. 

· Fora desse domínio, não existe a função em questão, portanto esse domínio determina os pontos em que a função existe.  

· O domínio é o maior subconjunto de R, pelo qual a função existe, ou seja, ele determina o campo de existência de uma função, como diz a afirmativa.

· O domínio representa toda a existência da função para o eixo dos x. Se o domínio não for correto a função não existe. 

·   Porque é a partir do domínio de uma função que estabelecemos suas restrições e sua extensão. É a partir do domínio que estabelecemos também sua imagem. 

· Sem o domínio não pode existir uma função, pois ele é formado pelos valores que x pode assumir. Se não houver valor para x não existe uma função. 

·  Sim, porque é ele que nos mostrará as restrições que deverão ser feitas no gráfico da função.

· Quando alteramos o domínio de uma função, estamos alterando sua representação gráfica, isto é, à medida que o domínio muda, seu gráfico muda de acordo. Ele é o campo de existência, se ele existir, sua representação gráfica também existe.

· O domínio de uma função representa os valores de x para que y seja real.

· O domínio delimita, no eixo dos x, os pontos da função. Para facilitar podemos imaginar uma lanterna iluminando de cima ou de baixo do gráfico e conseguiremos achá-lo. 

·  Esta afirmativa quer dizer que a função não pode existir fora do domínio (o campo de existência). 

· A função só será válida ou existente se estiver dentro do seu domínio, por exemplo, se o domínio de uma função for R e x 
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 R, x não existirá para a função. 

· Domínio é formado por todos os valores de x existentes naquela função que correspondem a um valor de y. 

· O domínio é o conjunto que engloba todos os valores que x pode assumir numa função em R. 

· A partir do momento em que o x não pertence ao domínio, a função não existe, porque não há imagem.

Respostas consideradas parcialmente satisfatórias

· Sem o domínio, não se pode ter uma função, pois o domínio apresenta o número necessário para fazer a função.  

· O domínio inclui todos os números que pertencem a uma função, fazendo com que esta “exista”. 

· O domínio de uma função é toda parte que a função atinge tornando-se real. 

· Isso pode ser dito, pois é o x que vai determinar tudo de uma função, inclusive a imagem dela. 

· Sim, pois a função deve estar dentro do domínio. 

· A função tem que estar contida em seu domínio, caso contrário ela não existe, e quem determina os valores possíveis para x é o domínio. 

· O domínio é o campo de existência da função, pois nele só vai entrar valores que estiverem nesse domínio. 

· O domínio definirá até onde a função se estenderá dando informações como: se ela é real ou se é fechada para algum valor limitando-a e assim representando sua existência. 

· A função x só pode ocorrer no domínio desse x, pois o x só pode assumir esses valores determinados no domínio. E sendo y uma variável dependente de x, o y e conseqüentemente a função só existe no domínio. 

· Isso acontece porque a função (imagem) depende do domínio; logo, se o domínio é limitado, a imagem também será. 

· Sim, pois precisamos do domínio para poder achar a imagem de f(x), logo sem os dois fica impossível construir o gráfico da função. 

· Sim, pois é o domínio que determina para que pontos o gráfico irá existir ou inexistir, ou seja, ele restringe a função. 

· Sem o domínio não haveria valores de x para se relacionar com as imagens. 

· O domínio de uma função representa os pontos de onde ele varia. O domínio é o guia da função. 

· O domínio é o “x” que, conforme varia, alterará o y segundo uma equação. 

· Pois sem o domínio (representado por x) a função não existe. Um gráfico sem domínio não existe. 

· Sem o domínio a função não existiria, porque é o domínio que determina quais os números (x) que terão um outro (y) correspondente. 

Exemplo: Se o domínio for [2; 3], então só os números que são maiores ou iguais a 2 e menores ou iguais a 3 terão um correspondentes.  

Respostas consideradas não satisfatórias

· Pois o domínio é que define a função, pois é dele que se encontra o ponto do y. 

· Domínio é o valor que a função ocupa no eixo de y. 

· O domínio diz de onde até onde o x é positivo, negativo, constante e para que grupo ele existe.  

· Só fazem parte do domínio os valores em que a reta ou parábola cobre. Os outros valores não fazem parte da função. 

· A função só existirá se a sua solução estiver dentro do domínio. 

· O domínio é a área que torna a função verdadeira. 

· Essa afirmação foi feita, pois o domínio é o termo independente da função. 

· O domínio representa os valores que uma função tem. 

· O domínio é o conjunto que teria imagem em função de uma função. Se o domínio não tem imagem, ele não existe. 























































� Tall & Vinner (1981) definem imagem de conceito como sendo a estrutura cognitiva total associada ao conceito, que inclui todas as figuras mentais, processos e propriedades associados. Ela é construída ao longo dos anos, através de experiências de todos os tipos, mudando enquanto o indivíduo encontra novos estímulos e amadurece.


� Segundo Tall (1986), organizador genérico é um ambiente de aprendizagem (ou micromundo) que permita ao usuário manipular exemplos e contra-exemplos de um conceito matemático específico ou um sistema de conceitos relacionados. Organizadores genéricos podem ser ambientes computacionais ou de outra natureza (como por exemplo materiais concretos) planejados para a aprendizagem de conceitos mais abstratos.
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