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Resumo: O presente projeto mostra uma pesquisa cujo objetivo € investigar as dificuldades encontradas pelos
estudantes de calculo na aplicacdo da regra da cadeia a luz da teoria dos trés mundos da matematica de David Tall.
Os aportes tedricos que sustentam a proposta se encontram nas discussoes sobre ensino-aprendizagem de Calculo, a
teoria dos trés mundos de David Tall e as teorias de conceito imagem e conceito defini¢do desenvolvidas por David
Tall e Shlomo Vinner. Os procedimentos metodologicos envolvem a realizagdo de atividades de extensdo e a coleta

de dados por meio de registros escritos gerados pelos estudantes de calculo e transcrigdes das discussdes durante as
atividades. A analise dos dados serd feita de forma qualitativa a luz da teoria dos trés mundos de David Tall.
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INTRODUCAO

A disciplina de célculo diferencial e integral, ou céalculo infinitesimal, como também ¢
chamado, tem seus fundamentos baseados principalmente nos conceitos de limite, derivada e
integral. Atualmente encontra-se na grade curricular de boa parte dos cursos superiores, mais
especificamente nos que tangem as grandes areas de Ciéncias Exatas e da Terra, Engenharias e até
Ciéncias Sociais Aplicadas, como economia, quimica, ciéncias da computacdo, engenharias no
geral, e claro, nos cursos de matematica e fisica. A aprendizagem dos conteudos abordados na
disciplina ¢ de extrema importancia para os alunos que a fazem, pois, no decorrer do curso, 0s
contetidos auxiliam muito na resolucdo de problemas de maior complexidade, além de favorecer
o aprendizado de outros conceitos.

Minha trajetéria com o ensino de calculo comegou com projetos fora da universidade,
trabalho com aulas particulares desde 2017, tendo divulgado efetivamente esse trabalho apenas
em 2019, e iniciado as aulas de calculo em 2018, aulas em que pude observar algumas dificuldades
bem especificas e comuns entre muitos alunos. O exemplo mais comum que pude observar, ¢ que
varios de meus alunos chegam no ensino superior com pouco conhecimento de operagdes com
fracdes e no decorrer da disciplina suas dificuldades se concentravam em derivadas pela regra da

cadeia e integrais que exigiam alguma substitui¢do de varidvel.
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No semestre de 2021/1, meu tltimo semestre na graduagdo, fui monitor? da disciplina de
Célculo com Geometria Analitica I — A e em apenas 3 meses de monitoria pude perceber o quanto
as davidas dos alunos rodeavam conceitos que deveriam ter sido aprendidos na educagdo basica,
como operacdes com fragdes, regras de potenciacdo, propriedades dos logaritmos, entre outros.
Aqui vivenciei novamente uma consideravel concentrag¢do das davidas nos contetidos envolvendo
regra da cadeia e integrais que exigiam alguma substituicao.

Trago minha trajetoria académica, pois acredito que essa bagagem me trouxe
conhecimento e maturidade para dissertar sobre o tema escolhido. Durante a monitoria pude ver
como ¢ a parte de dentro da disciplina, sua organizacao e também pude trabalhar sob orienta¢ao
de professores qualificados e com uma bagagem de contetido incrivel. Durante as aulas
particulares pude ter um olhar mais profundo a respeito das dificuldades dos alunos nos conteudos,
essas observacdes foram muito préximas as que tive na monitoria. Os conhecimentos e aplicagdes
trabalhados com grupos interdisciplinares desenvolvidos nos projetos de extensao, bem como toda
a orientacdo recebida por professores durante essas acdes enriquecem muito o conjunto de
experiéncias adquiridas que servirdo de aporte para este estudo.

Uma curiosidade ¢ que o desenvolvimento dos conceitos de calculo seguiu ordem contraria
aquela que ¢ tratada nos livros textos e ensinada nos cursos basicos atualmente, isto €, o calculo

integral teve seus primeiros estudos muito antes do célculo diferencial.

A ideia de integragdo teve origem em processos somatorios ligados ao céalculo de certas
areas e certos volumes e comprimentos. A diferenciacao, criada bem mais tarde, resultou
de problemas sobre tangentes a curvas e de questdes sobre maximos e minimos. Mais
tarde ainda, verificou-se que a integragdo e a diferenciacdo estdo relacionadas entre si,
sendo cada uma delas operagdo inversa da outra. (EVES, 2011, p. 417).

Entre esses conteudos, temos o estudo da derivada, e dentro dele a chamada Regra da
Cadeia, que desempenha um papel importante na resolugdo de muitos problemas. A regra da
cadeia ¢ uma técnica que nos possibilita calcular a derivada de uma fun¢do composta. A fungao
composta ¢ um tipo de funcdo matematica que combina duas ou mais variaveis, sendo assim a
regra da cadeia ¢ essencial para analisar como as mudangas em uma varidvel afetam o
comportamento da outra variavel. A regra da cadeia tem sua importancia ja no céalculo, em que

utilizamos seus principios para o calculo de integragdo por substituicdo ou ainda integracao por

2https://www.ufrgs.br/salaodeensino/?p=382
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partes. Além disso, por conta de o calculo ser uma disciplina aplicada a vérios cursos, a regra da
cadeia pode ser utilizada na resolucdo problemas matemadticos aplicados a outras areas do
conhecimento.

Sabe-se que a disciplina de célculo ¢ de grande relevancia para o desenvolvimento do
conhecimento cientifico, porém, o alto nimero de reprovagdes e desisténcias, como apresentado
em Maia (2022) e em Rosa (2019), e as principais causas desse baixo desempenho tem sido um
objeto de investigacdo em Educagcdo Matematica cada vez mais estudado pelos pesquisadores.

Assim, a presente pesquisa tem como proposito investigar as dificuldades encontradas
pelos estudantes de calculo na aplicagdo da regra da cadeia a luz da teoria dos trés mundos da
matematica de David Tall.

A teoria dos trés mundos da matematica defende que o pensamento matematico se
manifesta de trés formas, a corporificagcdo conceitual, o simbolismo operacional e o formalismo
axiomatico. Isso nos leva aos chamados trés mundos da matematica: O Mundo Conceitual
Corporificado, o Mundo Operacional Simboélico e 0 Mundo Formal Axiomatico.

Os procedimentos metodologicos envolvem a realizagdo de atividades de extensdo e a
coleta de dados por meio de questionarios e transcricdes geradas pelos estudantes de célculo,
participantes das atividades. A andlise dos dados sera feita de forma qualitativa a luz da teoria dos
trés mundos de David Tall e de forma complementar pelas teorias do conceito imagem e do

conceito defini¢do desenvolvidas por Tall e Vinner (1981).

OBJETIVOS

A presente pesquisa buscara investigar as dificuldades encontradas pelos estudantes de
calculo na aplicagdo da regra da cadeia a luz da teoria dos trés mundos da matematica de David
Tall.

Nesta pesquisa, serdo abordadas algumas questdes-chave que servirdo de orientacdo para
a investigacao:

e Como a Teoria dos Trés Mundos da Matematica de David Tall pode ser aplicada
para compreender as dificuldades encontrada na aplicagdo da regra da cadeia?
e Quais estratégias os estudantes utilizam ao resolver exercicios que envolvem a

regra da cadeia?
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e Quais sdo as dificuldades que os estudantes de céalculo enfrentam ao aplicar a regra
da cadeia?

e Como a Teoria dos Trés Mundo da Matematica contribuiu para novos olhares a
respeito das dificuldades encontradas pelos estudantes de calculo em outros

trabalhos?

REVISAO DE LITERATURA

O referencial tedrico da presente pesquisa, consiste incialmente em trabalhos que relatam
as dificuldades encontradas em célculo diferencial e integral nos seus mais diversos conteudos,
sendo estes trabalhos: Cavasotto (2011), Macédo (2020), Maia (2022), Rosa (2019) e Silva (2011).

Em Cavasotto (2011), sdo apresentados resultados obtidos por meio da andlise de erros, €

uma das consideragdes finais feita foi:

Pudemos verificar erros de ensino fundamental e médio que ndo interferem apenas na
aprendizagem dos conceitos do Calculo dos cursos de Engenharia, mas também em outras
disciplinas de Matematica do ensino superior. No caso especifico dessa disciplina,
constatamos que os equivocos se concentram na utilizagdo de regras inadequadas para
derivar e integrar fungdes, bem como aqueles de constru¢@o ou interpretagao de graficos.
(CAVASOTTO, 2011, p. 33).

Em Macédo (2020), com alunos dos cursos superiores do Instituto Federal de Educacao
Ciéncia e Tecnologia do Norte de Minas Gerais, campus Janudria, foi realizada uma pesquisa na

qual foi possivel observar as principais dificuldades encontradas por esses alunos, sendo elas em:

Conteudos de Matematica Basica necessarios para uma melhor aprendizagem e
compreensdo dos contetidos do Calculo Diferencial e Integral, sdo: manipulagdo
algébricas com polindmios; operagdes com nimeros racionais € inteiros; interpretacao e
utilizacdo das regras e propriedades matematicas; e analise e interpretagdo de graficos e
operagdes com os sinais. (MACEDO, 2020, p. 21).

Em Maia (2022) e em Rosa (2019) sdo ressaltados os altos indices de reprovagdo e
rendimento insatisfatorio na disciplina de célculo, bem como a necessidade de se problematizar e
discutir sobre as dificuldades de aprendizagem que interferem na constru¢ao desse conhecimento

por parte dos alunos.
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Para finalizar a primeira busca de referenciais teoricos temos, em Silva (2011), a seguinte

constatacao:

Ao ingressarem no curso superior, os estudantes trazem suas expectativas: Aqueles que
no Ensino Médio logravam sempre boas avaliagdes em matematica, levam para a
universidade a esperanca de que o curso de Calculo ndo deva representar obstaculos para
o seu aprendizado. Entretanto, ao se depararem com questdes globais envolvendo os
temas anteriormente estudados, em geral de modo departamentalizado, acrescidas de
novas ideias impactantes como o infinito, as aproximagdes, a continuidade, a
incomensurabilidade, etc., quase sempre veem frustradas suas expectativas iniciais.
(SILVA, 2011, p. 400).

Posteriormente, buscamos a segunda parte de referenciais com foco nos obstaculos
encontrados durante a resolugcdo de problemas envolvendo a regra da cadeia e a relagdo desses
obstaculos com a fun¢do composta e outros contetidos de matematica. A seguir apresentamos
algumas cita¢des desses trabalhos.

Rezende (2003), em sua tese de doutorado, comenta “a principal fonte mesmo de
obstaculos de aprendizagem ¢ a caréncia de algumas ideias e problemas construtores do Calculo”,

e aqui apresentamos uma das ideias apresentadas por ele:

A pouca énfase dada a derivada como taxa de variagdo instantdnea (um dos principais
obstaculos epistemologicos a resolugdo de problemas de otimizagdo e taxa relacionada);
o conceito de velocidade ndo participa do campo semantico do conceito de derivada — ele
¢ meramente uma das interpretagdes possiveis. (REZENDE, 2003, p. 430).

Diogo (2015), em sua tese de doutorado, instiga:

Nas aulas de Calculo Diferencial e Integral I, para os alunos de Licenciatura em
Matematica, os professores precisariam desenvolver praticas para além da transmissao
pura e simples dos conceitos e teoremas e listas interminaveis de exercicios de aplicagdo
e treinamento algébricos. Praticas que considerem: Estudos em Grupos, Diadlogos TIC,
Recursos diferenciados, fatos e Projetos, aspectos historicos, Comunidades de estudos
colaborativos desenvolvidos com uma postura investigativa. (DIOGO, 2015, p. 246).

A préatica de Estudos em Grupo, citada por Diogo (2015), estimula a colaboracao e a troca
de ideias entre os alunos, permitindo que eles explorem diferentes perspectivas e compreendam as
aplicagdes praticas dos conceitos. Bem como, discutam entre si, suas dificuldades.

Em Cury (2003), com relacdo a regra da cadeia, dado o exemplo de encontrar a derivada

da fungdo f(x) = sen?(2x* — 3), foram observados:
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Erros na derivada da fungdo composta: este € o problema mais comum, pois os alunos
apresentam muitas dificuldades para identificar as fun¢des componentes. Além disso,
talvez por ndo entender a propria regra da cadeia, derivam ao mesmo tempo duas das
fungdes, apresentando, por exemplo, 2cos(8x) como resposta da questdo. (CURY, 2003,

p. 6).

Em sua tese de doutorado, Barbosa (2009) estimula a reflexdo acerca de varios aspectos
relacionados ao ensino de Fun¢cdo Composta e Regra da Cadeia em cursos de nivel superior,
oferecendo uma abordagem ndo convencional baseada na visualiza¢do e no uso de Tecnologias de

Informacao e Comunicagao (TIC).

APORTES TEORICOS

Como referencial tedrico para anélise dos dados nos utilizaremos da teoria dos trés mundos
da matematica de David Tall (2013) e como teorias complementares teremos as ideias de conceito
imagem e conceito defini¢do desenvolvidas por Tall e Vinner (1981).

Em Tall (2013), temos a teoria dos trés mundos da matematica que surgiu de reflexdes do
autor sobre como entender e explicar as diferengas de desenvolvimento cognitivo relacionado a
matematica. O autor defende que o pensamento matematico se manifesta de trés formas, a
corporificacdo conceitual, o simbolismo operacional e o formalismo axiomatico, e nos leva aos
chamados “trés mundos”: O Mundo Conceitual Corporificado, o Mundo Operacional Simbodlico
e 0 Mundo Formal Axiomatico.

O Mundo Conceitual Corporificado envolve a percepcao e aplicagdo da matematica em
objetos fisicos ou mentais, ou seja, utilizada para descrever e modelar fendmenos observaveis
como em graficos, figuras e outros objetos matematicos. No Mundo Operacional Simbdlico € o
mundo das a¢des fisicas por meio de simbolos e notagcdes matematica, envolve a manipulacao de
formulas, equagdes, expressoes matematicas e realizagdo de calculos de maneira simbdlica. O
Mundo Formal Axiomatico se refere a matematica formalizada, baseada no entendimento de
definigdes e teoremas, bem como a compreensdo das estruturas logicas e formais das
demonstragdes dessas definigdes e teoremas.

O livro de Tall (2013), ¢ dividido em quatro partes, a primeira expdes os principios dos

Trés Mundos da Matematica, os quais foram apresentados acima de forma resumida. Na segunda,
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Tall estuda o pensamento matematico e seu desenvolvimento considerando conteudos da escola
basica, como fra¢des, nimero negativos, trigonometria, entre outras. Na terceira, a evolugdo
historica da matematica € analisada através do olhar dos Trés Mundos da Matematica, trazendo a
ideia de que os conceitos matematicos foram construidos a partir de nog¢des corporificadas, que
foram aperfeigoados junto do simbolismo até a obtencdo de suas formaliza¢des. Na quarta parte,
o autor expde as barreiras encontradas pelos alunos com base na transi¢ao das ideias corporificadas
e simbolizadas para as ideias formais, ou seja, a transi¢do da matematica escolar para a matematica
do ensino superior. Nessa ultima parte sdo considerados os conceitos do calculo diferencial e
integral, demonstracdes desses conceitos e resolugdo de problemas.

De Tall e Vinner (1981), para o conceito imagem, trazemos a seguinte citagao:

Devemos utilizar o termo conceito imagem para descrever a estrutura cognitiva total
associada ao conceito, o que inclui todas as figuras mentais e propriedades e processos
associados. E construida no decorrer dos anos por meio de experiéncias de todos os tipos,
mudando sempre que o individuo encontra novos estimulos e maturidade (Tall e Vinner,
1981, p. 2, tradugdo nossa).

E para o conceito defini¢do, Tall e Vinner (1981) consideram:

A definicdo de um conceito (considerando que haja uma) ¢ uma outra questdo.
Consideraremos definicdo do conceito como um conjunto de palavras utilizadas para
especificar tal conceito. Essa pode ser aprendida por um individuo mediante mera
repeticdo ou de forma mais significativa, relacionada em grau maior ou menor a um
conceito como um todo. Outra possibilidade é que seja uma reconstrugdo de uma
definicdo feita pelo estudante. Nesse caso, ¢ o conjunto de palavras que o aluno utiliza
para uma explicagdo propria do conceito imagem evocado. Quer a defini¢do do conceito
seja dada ao aluno ou construida por ele, ele a pode variar ao longo do tempo. Dessa
forma, uma defini¢do de conceito pode diferir de uma defini¢ao de conceito formal, sendo
a ultima uma defini¢do de conceito que ¢ amplamente aceita pela comunidade
matematica. (Tall e Vinner, 1981, p. 2, tradugdo nossa).

Outras referéncias bibliograficas podem ser acrescentadas ao longo do desenvolvimento
da pesquisa, bem como as que se encontram podem ser retiradas, isso sera decidido conforme o
desenvolvimento da pesquisa junto de reunides e discussdes com a orientadora. A seguir

descrevemos a abordagem metodologica que serd tratada no desenvolvimento do projeto.

ABORDAGEM METODOLOGICA
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Nos utilizaremos de uma metodologia qualitativa para coleta de dados com base no
referencial de Borba (2014) que trata sobre a pesquisa qualitativa na educacdo matematica e suas
variadas modalidades que tém sido desenvolvidas nesse campo de pesquisa. No artigo, o autor
também traz o ele proprio entende por pesquisa qualitativa, bem como sua perspectiva sobre como
o ato de investigar nas diferentes modalidades desenvolvidas.

Para o desenvolvimento da presente pesquisa serdo realizadas atividades de extensdo
universitaria, cujo formato vai desde minicursos e oficinas podendo se estender a atividades mais
longas como cursos de extensdo. As atividades consistirdo principalmente em exposicdo de
contetidos, resolugdo de problemas e discussdo sobre as dificuldades encontradas no
desenvolvimento desses problemas. Como forma de avaliagdo da atividade teremos um
questionario quali-quantitativo que coletard dados anonimamente, entre esses dados teremos a
avaliagdo da atividade de um modo geral, bem como anotagdes sobre as principais dificuldades de
aprendizagem encontradas pelos proprios participantes e sugestoes de melhorias para atividades
futuras.

No entanto, os dados da presente pesquisa que estardo diretamente ligados ao problema de
pesquisa serdo obtidos por meio dos registros escritos de estudantes e também gravacdes de dudio
das discussdes realizadas durante a atividade.

Aqui utilizaremos a referéncia Borba (2004) como aliada na coleta de dados de forma
qualitativa, bem como a teoria dos trés mundos de David Tall e de forma complementar as ideias
de conceito imagem e conceito definicdo de Tall e Vinner (1981) para andlise e interpretacao

desses dados.

CONSIDERACOES FINAIS

Desde o inicio de nossas indagacdes até a execucdo propriamente dita do projeto, as
consideragdes a serem feitas podem mudar, mas seguimos na buscar por respostas as orientam esta
pesquisa. Ao longo de anos de aprendizagem e ensino, minha inquietacdo diante das situagdes
surgidas em sala de aula e em atividades afins conduziram o desenvolvimento deste estudo,
moldando-o e fornecendo a estrutura necessaria para refletir sobre as complexidades das
dificuldades encontradas no ambito do calculo. Os altos niimeros de reprovacdes de disciplinas

ndo devem ser considerados como cendarios normais; em vez disso, ¢ fundamental que os alunos
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possam desenvolver o pensamento critico, compreendo as teorias e utilizando-as de maneira eficaz
para resolver os desafios praticos que se apresentam em suas vidas cotidianas.

Ao abordar as dificuldades encontradas durante a resolucdo de problemas envolvendo
Calculo Diferencial e Integral, mais especificamente a aplica¢do da regra da cadeia, espera-se
encontrar evidéncias que aportem o que foi apresentado nos objetivos desse trabalho e que abra
possibilidades de se explorar de uma maneira mais ampla o processo de ensino e aprendizagem
nesta disciplina. Com os questionamentos levantados e as estratégias de pesquisa adotadas, espera-
se que este estudo possa contribuir nas reflexdes acerca das dificuldades encontradas na aplica¢ao
da regra da cadeia a luz da Teoria dos Trés Mundos da Matematica.

Até este momento, a pesquisa tem se concentrado nas contribui¢des ja existentes e
publicadas sobre as dificuldades que os estudantes enfrentam no estudo do calculo e como elas
sdo observadas pelos pesquisadores. Por fim, espera-se que a execugao e os resultados decorrentes
deste projeto possam oferecer suporte a estudantes, professores e pesquisadores que buscam
entender as complexidades dessa disciplina. Além disso, temos como expectativa que essa
pesquisa levantard novas questdes que possam contribuir para a busca de métodos de ensino e
aprendizagem eficazes e envolventes para todos aqueles envolvidos no ensino e na aprendizagem

do calculo.
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