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SEQUENCIAS E SERIES GEOMETRICAS: UMA ABORDAGEM
COM VARIOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

'Rodrigo Martins Lopes

GD 3 - Educacdao Matematica no Ensino Médio

Resumo: Pesquisas mostram que o uso de varios registros de representacdo semidtica em sequéncias e séries
geométricas enriquece o aprendizado do aluno em Matematica e, segundo Raymond Duval, compreender e
saber usar esses registros ndo € espontaneo e precisa ser trabalhado pelo professor em sala de aula. Por essa
razdo, tem-se por objetivo identificar dificuldades nos processos de conversdo e tratamento de diferentes
registros de representacdo semidtica em sequéncias e séries geométricas e explorar a concep¢do de infinito de
um grupo de alunos do Ensino Médio brasileiro, como tema de pesquisa de uma Dissertacdo de Mestrado
Profissional em Ensino de Matemaética. Espera-se responder trés questdes, “Uma abordagem com varios
registros de representacdo semiotica contribui para a aprendizagem de sequéncias e séries geométricas no
Ensino Médio?” “Essa abordagem permite o enriquecimento das ideias relacionadas ao infinito, no caso de
sequéncias e séries geométricas?” ¢ “Quais as dificuldades encontradas pelos participantes nos processos de
tratamento e conversdo de registros de representagdo semiética, no caso de sequéncias e séries geométricas?”.
Pretende-se elaborar, aplicar e analisar um conjunto de questdes que explorem esses conceitos e, assim, deixar
uma proposta para o professor de Matematica da Educac@o Basica, com elementos interessantes para 0 ensino
de sequéncias e séries geométricas e também para um trabalho com o conceito de infinito envolvido nesse
assunto.

Palavras-chave: Sequéncias. Séries geométricas. Registros de representacdo semidtica. Ensino Médio.
INTRODUCAO

O ensino de sequéncias e séries geométricas é parte do programa de Matematica da
12 série do Ensino Médio em escolas publicas e privadas do Brasil, com o objetivo de mostrar
uma forma de modelar fenébmenos da natureza que apresentam regularidade, padrdes de
comportamento comuns em diferentes situacgdes, leis de formacao, situacdes que envolvem
grandezas que sofrem variagcOes, processos de contagem, o desenvolvimento de sistemas de
numeracdo, fendmenos que variam exponencialmente (taxas de crescimento e de
decrescimento), entre outros.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais + do Ensino Médio (PCN+, 2002),

para o ensino de sequéncias numericas é fundamental que:

Com relacéo as sequéncias, € preciso garantir uma abordagem conectada a ideia
de funcdo, na qual as relagdes com diferentes funces possam ser analisadas]...].
O ensino desta unidade deve se ater a lei de formacao dessas sequéncias e mostrar
aos alunos quais propriedades decorrem delas. (BRASIL, 2002, p. 121).

E recomenda que:
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Identificar regularidades em situagBes semelhantes para estabelecer regras,
algoritmos e propriedades|...]. Da mesma forma, ao identificar a regularidade de
que é constante a soma dos termos equidistantes de uma progressdo aritmética
finita, estender essa propriedade a toda situacdo envolvendo progressdes
aritméticas e dai deduzir a soma de seus termos. (BRASIL, 2002, p. 116).

Segundo Duval (2012), associar as sequéncias seus graficos e, com estes, explorar 0s
conceitos de sequéncia crescente ou decrescente, permite ao estudante compreender melhor
as ideias envolvidas, ao mesmo tempo que possibilita visualizar o comportamento de uma
sequéncia sem precisar decorar informagoes.

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular - BNCC (2017), no ensino das

progressdes aritméticas (PA) e progressdes geomeétricas (PG), é necessario:

Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a fungdes afins de dominios
discretos, para analise de propriedades, deducdo de algumas férmulas e resolucéo
de problemas]..]. Identificar e associar progressdes geométricas (PG) a fungdes
exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades, dedugdo de
algumas férmulas e resolucéo de problemas. (BRASIL,2017, p.529).

A andlise de alguns livros didaticos de Matematica da 1? série do Ensino Médio
permitiu-nos perceber limitacdes em relacdo ao ensino de sequéncias e series geometricas,
como por exemplo a auséncia de algumas ideias que poderiam ser trabalhadas, tais como
dizimas periodicas e representacdes geométricas que induzam o conceito de série
geométrica }.5’ aq™ = a + aq + aq* + ---, com razdo 0 < |q| <1 e a compreensdo do
infinito nas diferentes representacfes (numérica, algébrica, geométrica e gréfica).

Na Figura 1, damos um exemplo do célculo da &rea vazada do Tapete de Sierpinski
(parte branca) por meio da conversdo de uma série geométrica na representacdo figural para
a representacdo numeérica e algébrica (F - N — A). Considerando que a area do Tapete de
Sierpinski seja igual a um, qual o calculo da area vazada (parte branca - A4.v) e da area

pintada (parte preta - A.P) do quando o nimero de tridngulos tende ao infinito ?

Figura 1: Série geométrica (Tapete de Sierpinski)
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Outro exemplo: considere a representagao decimal da fracao g = 0,333 ... ¢ observe

que: 0,333 ... = SR S I A o 3(i)", comn > 1. A esta adi¢do com
10 ' 100 ' 1000 ' 1000 10

infinitas parcelas na forma fracionaria chamamos de série; portanto, a dizima periodica
0,333 ... pode ser interpretada como uma série geométrica.

Partindo da pesquisa de Diaz (2011), de que muitos professores de Matematica se
baseiam essencialmente em livros didaticos, o ensino de sequéncias e séries geomeétricas
pode ficar restrito as formulas e as manipulacdes algébricas de progressdes aritméticas e

progressdes geomeétricas.

[...] é fato, suficientemente constatado, que os professores utilizam este material
como um recurso central do trabalho cotidiano em sala de aula. Na verdade, o
relatério final do estudo do uso de livros didaticos (MINEDUC, 2010) afirma que,
em nivel geral, 81% dos professores utilizam o texto apresentado pelo Ministério
e 58% declaram seu uso de maneira frequente, pode-se dizer que em quase todas
as aulas. (DIAZ, 2010, p. 615)

E se perde a oportunidade de trabalhar com os alunos padrées, concep¢es de infinito,
regularidades e generalizagdes, temas que vao além de manipulac@es algébricas de formulas.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais + do Ensino Médio (PCN+,
2002), sequéncias, progressdes aritméticas e progressdes geométricas apresentadas de forma
teorica e breve, apenas com exercicios e formulas, ndo fazem sentido algum aos alunos, que
se limitam a decorar como responder as questdes colocadas pelo professor.

Segundo Beatriz D" Ambrosio (1989)

Sabe-se que a tipica aula de matematica a nivel de primeiro, segundo ou terceiro
grau ainda é uma aula expositiva, em que o professor passa para 0 quadro negro
aquilo que ele julga importante. 0 aluno, por sua vez, copia da lousa para o seu
caderno e em seguida procura fazer exercicios de aplicacdo, que nada mais sdo do
gque uma repeticdo na aplicacdo de um modelo de solucdo apresentado pelo
professor. Essa prética revela a concepgao de que é possivel aprender matematica
através de um processo de transmissdo de conhecimento. Mais ainda, de que a
resolucéo de problemas se reduz a procedimentos determinados pelo professor.
(D’AMBROSIO, Beatriz S, 1989, P. 15-19).

Temos certeza que podemos ir além de exercicios e formulas e escolher, se houver,
um livro ou um material didatico que ndo restrinja o tema Sequéncias e Séries geométricas
a isso. Assim, colocamos algumas indagacdes: como sdo introduzidos os conceitos de

sequéncias e de séries geométricas em livros didaticos? Os professores iniciam o estudo do
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conteldo com problemas e questdes motivadoras? Podemos optar - e se sim, como fazer isso

- pelo ensino do tema com o uso de varias representagdes semioticas?
JUSTIFICATIVA

Os padrdes e as regularidades encontradas em sequéncias e séries geométricas podem
ser um 6timo caminho para um conhecimento mais profundo de Algebra, da concepgéo do
infinito e, sobretudo, do pensamento algébrico. Para isso, é necessario que os alunos tenham
contato com experiéncias algébricas que envolvam a analise de padrdes e relagdes
numeéricas, representacao e generalizacdo por meio de diferentes processos.

Fiorentini (1993) aponta que

[...] ndo existe uma Unica forma de expressao do pensamento algébrico. Ele pode
expressar-se através da linguagem natural, da linguagem aritmética, da linguagem
geométrica ou através de uma linguagem estritamente simbolica”
(FIORENTINI,1993, p.89).

Alguns autores, como Ponte, Branco e Matos (2009) defendem que tanto no Ensino
Fundamental quanto no Médio devemos trabalhar e explorar padrdes e regularidades, para
que assim possamos “desenvolver o pensamento algébrico nos alunos”. (PONTE et al., 2009,
p. 10).

E no texto da BNCC (2017), ao propor o trato de padrGes e representagdes,

encontramos

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacgao
de padrdes, experimentacGes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas
conjecturas.” (BRASIL,2017, p.531)

Mason (1996) considerava que a busca da percepcdo de padrdes e regularidades era
um caminho para expressar generalidades. Vale e Pimentel (2015) defendem a ideia dos

padrdes como tema transversal a todos os niveis de ensino e ressaltam que

[...] a profundidade e variedade das conexdes que os padrfes possibilitam com
todos o0s topicos da matematica conduz a consideracdo deste tema como
transversal em toda matematica escolar, quer para preparar 0os alunos para
aprendizagens posteriores quer no desenvolvimento das capacidades de resolucéo
de problemas e comunicacdo (VALE; PIMENTEL, 2015, p.168).

O estudo dos padrbes em sequéncias e séries geométricas, como parte dos contetdos

de Algebra e de Geometria, permite a descoberta de diferentes representacdes, pois ao
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trabalhar com padrdées o estudante faz observacdes e compreende conceitos e propriedades
e ainda assume um papel fundamental na sua aprendizagem. Essa ligagdo permite o professor
explorar nos diferentes registros de representagdo a concepgdo de infinito e trabalhar
tratamentos e conversdes.

Duval (2012) define que

O tratamento de uma representagdo é a transformagdo desta representacdo no
mesmo registro onde ela foi formada. O tratamento é uma transformacao interna
a um registro. [..] O célculo é uma forma de tratamento proprio das expressoes
simbolicas (calculo numérico, célculo algébrico, calculo proposicional...). [..]. A
conversdo de uma representacdo € a transformacdo desta funcdo em uma
interpretacdo em outro registro, conservando a totalidade ou uma parte somente
do contetdo da representacdo inicial. [..]A ilustracdo é a conversdo de uma
representacgdo linguistica em uma representacao figural. A traducéo é a conversao
de uma representacdo linguistica numa lingua dada, em outra representacao
linguistica de outro tipo de lingua. (DUVAL, 2012, p.272).

Precisamos explorar, no ensino de sequéncias e séries geométricas, 0s registros de
representacdo, os padrdes, as regularidades, os nimeros e concepcdes de infinito. No caso
das séries geométricas, deve-se trabalhar dizimas periddicas, fracdo geratriz, discutir
convergéncia e divergéncia de uma série geométrica por meio de exemplos com
representacfes numéricas, algébricas, geométricas e graficas.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais + do Ensino Médio (PCN+, 2002),

no ensino dessa unidade recomenda-se que

O estudo da progressdo geométrica infinita com razdo positiva e menor que 1
oferece talvez a Unica oportunidade de o aluno entender o conceito de soma para
um nuamero infinito de parcelas, ampliando sua compreensdo sobre a adicdo e
tendo a oportunidade de se defrontar com as ideias de convergéncia e de infinito.
Essas ideias foram e sdo essenciais para o desenvolvimento da ciéncia,
especialmente porque permitem explorar regularidades. (BRASIL, 2002, p. 121).

Para Duval (2009), na Educacdo Bésica e até mesmo em cursos superiores, quando
se envolvem diferentes representacGes semioticas de um objeto matematico, alunos tém
dificuldade para compreender, espontaneamente, as mudancas de registros de representacao
e de ndo confundir um objeto com suas representacOes; dai, a importancia do professor
trabalhar, em sala de aula, varios registros e suas mudancas.

E na BNCC (2017)

[...] o uso dos registros de representacdo e das diferentes linguagens €, muitas
vezes, necessario para a compreensao, resolugdo e comunicacao de resultados de
uma atividade. Por sua vez, o trénsito entre os diversos registros de representacéo
pode favorecer que os estudantes tenham maior flexibilidade e fluidez na area e,
ainda, promover o desenvolvimento do raciocinio[...] compreender e utilizar, com
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flexibilidade e precisdo, diferentes registros de representacdo matematicos
(algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solucdo e
comunicacdo de resultados de problemas. (BRASIL,2017, p.529-531).

Para Raymond Duval (2009, 2012)

N&o somente a mudanca de registros levanta obstaculos que séo independentes da
complexidade do campo conceitual no qual se trabalha, mas, além disso, a
auséncia de coordenacdo entre diferentes registros cria muito frequentemente uma
deficiéncia para as aprendizagens conceituais. (DUVAL, 2009, p. 63).

No entanto, é essencial, na atividade matematica, poder mobilizar muitos registros
de representacdo semiotica (figuras, graficos, escrituras simbélicas, lingua natural,
etc...) no decorrer de um mesmo passo, poder escolher um registro no lugar de
outro. (DUVAL, 2012, p. 270).

Quina (2015), ao aplicar quatro atividades sobre sequéncias e series, utilizando
registros de representacdo semiotica, com alunos de 12 série do Ensino Médio, buscou
mostrar que o0 uso da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica enriquece o
aprendizado em Matematica; no entanto, relata que foi notado um alto grau de dificuldade
dos alunos nas atividades propostas, pois muitos ndo conseguiram fazer a conversao entre
0s registros e ndo compreenderam as ideias de infinito envolvidas. Duval (2012) defende
que compreender 0s registros de representacdo ndo ocorre espontaneamente e que esse tema
necessita ser explorado em sala de aula por meio de atividades que trabalhem diferentes tipos
de registros, dos mais simples aos mais complexos. Em relagcdo ao desenvolvimento de

atividades, é recomendavel que

Nesta perspectiva, trés tipos de atividade extremamente diferentes imp&em-se
(apresenta-se, aqui, uma caracterizacdo bastante breve de cada uma delas): o
primeiro tipo concerne & compreensdo das representaces semidticas; o segundo,
a aprendizagem de tratamentos préprios de uma certa categoria de registros e; o
terceiro tipo concerne ao modo de produgdo de representacfes complexas.
(DUVAL, 2012, p.285).

Duval (2012) menciona que

Uma aprendizagem que leve em consideracg8o a ligacdo estreita que existe entre a
noesis e semiosis deve, entdo, elevar os alunos a uma condicdo de tomada de
conscientizagdo mais global e, para tal, sdo necessarias atividades de ensino mais
especificas. (DUVAL, 2012, p.285).

Assim, para nossa Dissertacdo de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica
do IMEUSP, colocamos como objetivo propor ao professor de Matematica da Educacao
Basica elementos interessantes para 0 ensino de sequéncias e séries geométricas em sala de
aula, de modo que isso enriqueca o planejamento do docente e ele possa ir além do que se

propde em livros didaticos e ndo deixe de trabalhar aspectos importantes.
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Para atingir esse objetivo, pretendemos desenvolver, analisar e aplicar uma proposta
de ensino que envolva estratégias, generalizaces, observacdes de padrbes, resolucdo de
problemas, concepcdes de infinito, justificativas, diferentes representacGes, convergéncia e
divergéncia de dizimas periodicas e séries geométricas.

E responder trés questdes norteadoras.

QUESTOES DE PESQUISA

Uma abordagem com varios registros de representacdo semidtica favorece a
aprendizagem de sequéncias e séries geométricas no Ensino Médio?

Essa abordagem enriquece as ideias relacionadas ao infinito, no caso de sequéncias
e séries geométricas?

Quais as dificuldades encontradas pelos participantes nos processos de tratamento e
conversdo de registros de representacdo semiética, no caso de sequéncias e séries
geomeétricas?

E destacamos nossos objetivos

OBJETIVOS

e Identificar dificuldades dos participantes nos processos de conversao e de tratamento
de registros de representacdo semiotica em sequéncias e séries geometricas.

e Investigar dificuldades dos estudantes com a concepcdo de infinito nas
representacOes algébrica, numérica, figural e grafica.

e Propor uma abordagem para o ensino de sequéncias e séries no Ensino Médio, com

0 uso de diversos registros de representacdo semidtica.
PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Pretendemos desenvolver um conjunto de atividades em que os participantes

possam:

e Analisar padrdes e regularidades encontradas em sequéncias e séries geométricas

por meio de diferentes representacdes.
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e Entender o conceito das dizimas periddicas representadas por meio da adicdo com
infinitas parcelas fracionarias.

e Utilizar figuras pictoricas para a descoberta de um padrdo, analisar e escrever
esses padrdes nas representacdes aritmética e algébrica.

e Compreender diferencas entre o infinito atual e o infinito potencial.

Na perspectiva de obter dados para responder as questbes de pesquisa propostas,
escolheu-se encaminhar a pesquisa em sete etapas, cujos procedimentos metodoldgicos sao
descritos no que segue.

Etapa 1 - Reviséo bibliogréafica e anélise de livros didaticos indicados pelo Programa
Nacional do Livro Didatico — PNLD 2018 sobre o tema proposto. Assim, podemos tomar
ciéncia de como ¢ introduzido o conceito de sequéncias e séries geométricas nos livros
didaticos. Para o embasamento tedrico, utilizaremos trabalhos académicos, tais como:
artigos, dissertaces de mestrado, teses de doutorados e livros que envolvam a temética da
pesquisa, para citagdes e referéncias ao longo da apresentacdo dos conceitos tedricos.
Faremos uma andlise das referéncias tedricas com o intento de aprofundar os conhecimentos
sobre o tema e também utiliza-los como base para o desenvolvimento, a aplicacdo e a analise
das atividades.

Etapa 2 - Elaboracdo de dois conjuntos de atividades: um diagndstico e uma
intervencdo, para serem usados em duas turmas de alunos de 12 série do Ensino Médio de
colégios publicos e/ou particulares do Estado de S&o Paulo.

A atividade diagnoéstica permitira avaliar os “conhecimentos prévios” sobre o tema
proposto, com questdes que envolvam alguns conhecimentos necessarios para o aprendizado
de sequéncias e séries geomeétricas.

A intervencéo serd desenvolvida como uma proposta de ensino, com atividades que
propiciem a constru¢do do conhecimento matematico e que favorecam o aprendizado dos
alunos em sequéncias e séries geomeétricas.

Etapa 3 - Aplicacéo e analise do diagnostico.

Etapa 4 - Numa primeira fase, aplicacdo das atividades relativas aos conceitos de
sequéncias numericas e PA.
Etapa 5 - Na segunda fase, serdo aplicadas atividades relativas as PG e as séries

geométricas.
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Conforme Duval (2012), as atividades propostas terdo por objetivo fazer com que
cada participante, individualmente ou em grupos, perceba os padrdes e as regularidades nas
figuras geométricas, possam trabalhar o conceito de infinito nos diferentes registros e fagam
conversbes entre as  representacfes (geomeétrica, numérica, grafica e algébrica)
reciprocamente.

Em particular, mostrar aos participantes a soma infinita de uma serie geométrica e
alavancar o entendimento de uma dizima periddica representada por meio da soma de
infinitas parcelas escritas na forma fracionaria.

Etapa 6 - Reaplicacdo do diagndstico, para uma comparac¢éo de resultados.

Etapa 7 - Analise dos resultados, com vistas a responder as questdes de pesquisa e
ainda verificar quais foram as dificuldades na compreensdo e na interpretacdo das questdes
propostas? A proposta de ensino adotada foi satisfatdria? Os objetivos propostos do trabalho

foram atingidos?
POSSIVES QUESTOES A SEREM PROPOSTAS
Sequéncias e PA

Perceber os padrdes e as regularidades nas figuras geométricas, encontrar a lei de
formacéo por meio de uma transicéo da representacédo figural (ou geomeétrica) para a
representacdo aritmetica e algébrica (F - N — A), calcular a soma dos n termos da

sequéncia e identificar se uma determina sequéncia é progressao aritmetica.

Figura 2: Sequéncia numérica (Progressao aritmética)
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Fonte: Acervo Pessoal

an ={1, 3, 5,...} leide formacdo an = 2n—1,comn > 1

Figura 3: Sequéncia numérica (nimeros triangulares)

Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_triangular. Acesso em:10 de out. de 2019.
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Figura 4: Sequéncia numérica e progressao aritmética (nameros quadrados)
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Disponivel em: http://www.obmep.org.br/bg/bq2006.pdf. Acesso em:10 de out. de 2019.
Lei de formacédo dos quadrados pretos an=4n+4, comn =1 an = {8, 12, 16, ...}
Lei de formacéo dos quadrados brancos an =n?,comn>1 an={1, 4, 16, 20, ...}

Neste caso, temos que a sequéncia de quadrados pretos forma uma progressao

aritmética enquanto a sequéncia de quadrados brancos forma uma sequéncia numerica.

PG e séries geométricas

Atividades que tem por caracteristica: analisar os padrdes e as regularidades em
séries geométricas por meio de representacGes pictdricas, fazer a conversao transicdo da
representacdo geométrica (ou figural) para a representacdo numerica e algébrica e trabalhar
0 conceito de infinito em séries geométricas ¥ 12 aq" ' = a + aq + ag® + -+, comn >
1, razdo0 < |q| <1 e(a # 0eq # 0).Nas Figuras 4 e 5, damos dois exemplos de séries
geométricas, em ambas € feito o calculo da area vazada (parte branca) das figuras pictéricas
por meio da conversao da representacao figural (geométrica) para a representacao numerica
e algébrica (F - N — A).

Exemplo 1: considerando que a area do triangulo de Sierpinski seja igual a um, qual
o célculo daareavazada (parte branca - A.V) e da area pintada (parte preta - 4. P) do quando

0 nuamero de tridngulos tende ao infinito?
Figura 5: Série geométrica (Triéngulo de Sierpinski)
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Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Tridngulo_de_Sierpinski. Acesso em: 10 de out. de 2019.

11V 1 1y 13\ I
V=- — — — Jp— . > — —
AV 4+3(4) +9<4> +27<4> + Z4<4> ,comn =1 n—-o S, 1_2 1

)
ap=3-3(3) -o(3) -27(3) - =3 Z IEAE) I B
. = — — - — —_ — —_ — 0 — - = — ]
2 °\a 4 17 |L716 n . 16\4 4 4 2


http://www.obmep.org.br/bq/bq2006.pdf
https://pt.wikipedia.org/wiki/Triângulo_de_Sierpinski
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Exemplo 2: calculo da area vazada (parte branca - A.v) do quadrado e do triangulo
por meio da conversdo de uma série geométrica na representacdo figural (ou geométrica)

para a representagdo numérica e algébrica (F - N — A).
Considerando que a area do quadrado e do triangulo seja igual a um, qual o

calculo da area vazada (parte branca) do quando o nimero de quadrados e triangulos

tende ao infinito ?

Figura 6: Séries geométricas

Fonte: Quina (2015, p.120)
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n=
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Dizimas periodicas

Na Educagdo Basica, as dizimas periddicas podem ser interpretadas como adicao de

infinitas parcelas na forma fracionaria, explorando um status do infinito. Por exemplo,

considere a representagdo decimal 0,999.... Essa dizima periddica ¢ 0,999..=1 ou
0,999 ... < 1 ? justifique sua resposta.
: =249 . 9% L. —yt» gl
Observe que: 0,999 ... = 4+ -+~ + - = Yy 9(10)", comn > 1.

Figura 7: Série geométrica (dizima periodica)
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Fonte: Elaborado pelos autores (2019)
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Portanto, quando o nimero de parcelas tende ao infinito S,, = T
10

A soma infinita dessas parcelas fracionarias nessa ordem ¢ o que chamamos de série.

Portanto, a dizima periddica acima pode ser interpretada como uma série geométrica.
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