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Resumo:

O presente trabalho apresenta o resultado de um estudo feito sobre a evolugao histérica
das geometrias ndo euclidianas dentro do corpo dos conhecimentos mateméticos bem
como uma reflexdo sobre as possibilidades de seu ensino tanto na educacéo bésica
guanto na formacdo de professores de matemética. Esse estudo tedrico desenvolveu-se
ao longo do primeiro semestre de 2020, quando tanto a autora principal como as duas
coautoras participaram da disciplina Geometrias Euclidiana e N&o Euclidianas, no
programa de Doutorado em Ensino de Matematica do PEMAT (Programa de Pés-
graduagdo em Ensino e Historia de Matematica e Fisica), na Universidade Federal do
Rio de Janeiro. Para fazer esse levantamento histérico do surgimento e evolucéo das
diversas geometrias ndo euclidianas tomamos por base o famoso Programa de Erlangen,
de Félix Klein (1891), e notas de um curso de Geometria Projetiva Plana com
aplicactes as geometrias euclidiana e ndo euclidianas, ministrado pelo professor Daniel
Perrin (2012), em Paris. E, para a discussdo sobre caminhos possiveis de se trabalhar
essas geometrias, sga na educagdo bésica, sgja nalicenciatura de Matemética, buscamos
embasamento tedrico no relatério francés da Comisséo de Reflexd@o sobre o Ensino das
Matemdticas, coordenado por Jean-Pierre Kahane (2000). Nosso estudo encontra-se
subdividido em trés partes, sendo a presente, a seguir apresentada, enfatizando
particularmente as contribui¢cdes do trabalho supracitado de Daniel Perrin e nossas
respectivas ponderagdes sobre o tema, com vistas ao desenvolvimento de futuras
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pesquisas sobre as possibilidades do ensino de geometria na educacdo basica e na
formag&o de professores que ensinam matematica.

Palavras-chave: Geometrias ndo euclidianas, Aspectos historicos, Ensino de
Geometria; Formagao de professores; Daniel Perrin.

1. Introducéo

Daniel Perrin (PERRIN, 2012) é professor de Matematica na Franca,
Universidade Paris-Sud 11 (Faculdade de Ciéncias de Orsay) e sua &rea de pesquisa € a
Geometria Algébrica. Ele foi relator da comisséo que discutiu o ensino de geometria ha

Franca em 2000 e trabalha com formac&o de professores ha 40 anos.

Em sua carreira de professor-pesquisador, inclinou-se ao ensino de geometria e,
particularmente, a formacdo de professores e percebeu a necessidade de construir um
ensino de geometria em varios dominios (geometria projetiva, conicas, inversdo,
poliedros etc.). Suas ideias matematicas, epistemol ogicas e didéticas sobre a geometriae
sua experiéncia no ensino o fizeram redigir a parte de geometria do relatorio da
Comisséo Kahane (Commission de Réflexion sur I’Enseignement des Mathématiques).
Além disso, o encontro com Martin (MARTIN, 2003) e o consequente uso do software
Cabri em geometrias ndo euclidianas o fizeram descobrir umavisdo extraordinaria
dessas geometrias. Todos esses eventos que gravitavam em torno do ensino de
geometria e a sua preocupacdo com a formagdo de professores o levaram a escrever o
livro (ainda ndo publicado) Géométrie projective plane et applications aux géométries
euclidienne et non euclidiennes. Este livro da aos futuros professores uma visdo da

geometria que os permite ver o ensino de sua disciplina de outra maneira.

Na construcéo desse ensino conseguiu entender o significado do programa de
Erlangen (KLEIN, 1891) como unificador das geometrias. Esse programa foi elaborado
apos a explosdo das geometrias na 1* metade do séc XIX com a criagdo (ao lado da ja
existente geometria euclidiana classica) da geometria projetiva (Poncelet, Pllcker,
Cayley), da geometria analagmética (Liouville) e das geometrias ndo euclidianas
(Bolyai, Lobatchevski). Apresentou o principio unificador segundo o qual uma
geometria consiste, essencialmente, nos dados de um conjunto X e de um grupo G de
transformages de X, ou sgja, um grupo G operando sobre X. Os elementos de G sdo as

transformagbes permitidas na geometria em questdo e elas caracterizam
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geometria. Assim, por exemplo: na geometria euclidiana plana sdo as isometrias, na
geometria afim plana sdo as transformagOes afins e na geometria projetiva, sdo as
homografias. As propriedades relativas a geometria em questéo (afins, euclidianas,
projetivas) sdo aguelas que sdo conservadas pela acdo do grupo e chamadas de

invariantes.

Mas a geometria projetiva apresenta um inegavel interesse por si sO, pois o
entendimento completo de muitos teoremas s6 se da nessa geometria e, como Klein
(KLEIN, 1891) explica, todas as outras geometrias usuais vém dela. Assim, Perrin
(2012), fiel aideia de Klein, considera a geometria projetiva a méae de todas as outras
geometrias. Todas as outras geometrias podem ser obtidas a partir da geometria
projetiva e de um dado suplementar. Assim, temos as ramificacdes possiveis a partir da

Geometria Projetiva (figura 1):

Geometria Projetiva

Geometria das inversies
(Analagmatica)

: Geometrias N&o-

Geometria Euclidiana Geometria Hiperbdlica Geometria Eliptica

Figura 1: RamificacOes possiveis a partir da Geometria Projetiva

Dessa maneira, Perrin (2012) optou pela abordagem linear nesse livro (agebra
linear e formas quadraticas) porque a considera mais simples para 0s matematicos de
hoje e porque todas as outras axiomaticas podem ser reduzidas a ela. Porém, Perrin
(2012) ressalta que essa ndo € uma escol ha didatica pertinente para o ensino em nivel de
educagdo bésica, mas sm para 0 nivel a que se destina esse livro (formagdo de
professores), em que supde-se haver um conhecimento prévio das nocfes de espaco
vetorial e aplicagdes lineares. O livro reflete sua visio de geometria: propositadamente
usa-se 0 termo geometria no singular mais vezes que no plural, reforcando muito mais

sua unidade do que sua diversidade. Aborda pelo menos cinco geometrias: projetiva,
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eliptica, hiperbdlica, analagmética (de inversdo) e euclidiana. Apresenta a visdo de um
gedmetra bastante algebrista (por formagdo), discipulo de Klein e de seu célebre
programa de Erlangen, cujo objetivo é a construcdo de um célculo geométrico. Ou sgja,
0 seu objetivo com o livro é reconciliar a algebra e a geometria. Segundo o autor, é
ilusdrio separar os dominios geométrico e numérico, “[...] 0 nmero estd na geometria
como o verme esta na fruta”. (PERRIN, 2012, p. 9, traducéo)

Perrin (2012) também rebate a afirmacdo de Bourbaki sobre a morte da
geometria, que esquece um aspecto fundamental da geometriaz a capacidade de
condensar sob uma forma visua e intuitiva, uma grande quantidade de informacdes. “a
geometria estd para a algebra assm como o cinema est4 para o livro, &s vezes mais
coisas sdo ditas em uma Unica figura do que em um calculo longo ”. (PERRIN, 2012, p.
28, traducdo). A geometria é, portanto, essencial como suporte intuitivo dos resultados
algébricos.

Os principios didaticos do livro so seu cardter elementar, para estudantes de
mestrado em matemética, e sua preocupacdo com os aspectos histéricos do surgimento
dessas geometrias ndo euclidianas. Segundo Perrin, a geometria, mais provavelmente
gue outras partes da matemética, tem raizes que remontam ao mais profundo da histéria
da humanidade e, por isso, é importante dar uma énfase ao desenvolvimento historico
dessa &rea.

2. Geometria Projetiva Linear: aspectos histéricos

Entre os sucessores de Euclides, cujos nomes aparecem na histéria da geometria
projetiva, temos Menelaus (cerca de 80 dC) e Ptolomeu. Porém, Pappus (séc |V D.C.,,
sucessor de Euclides para Perrin) pode ser considerado como o precursor da Geometria
Projetiva, pois provou diversos teoremas essenciais, utilizou a dupla razéo e a projecao.
Entretanto, a geometria de Pappus se situa ainda no quadro euclidiano, pois néo faz
mencao sobre a utilizagdo de pontos ao infinito, o que impede de classifica-la como

projetiva, mas contém o germe das no¢oes que sdo estudadas no livro (PERRIN, 2012).

A utilizac8o da perspectiva nas pinturas na época do Renascimento ja ocorria,
mas o verdadeiro primeiro nascimento da geometria projetiva deve ser associado ao
nome de Desargues (1591-1661). Foi ele quem usou, pela primeira vez, aideia de uma

geometria sem medida. Em seus trabahos utilizou notadamente a perspectiva, a dupla
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razéo e os pontos ao infinito, mesmo ndo sendo claramente definidos. Além de Pappus e
Desargues, é importante destacar também o trabalho de Pascal (séc. XVII) e o seu
teorema do hexagono inscrito em uma conica, obtido pela projecdo a partir do caso do

circulo.

Poncelet (1788-1867) € o responsavel pelo segundo nascimento da geometria
projetiva. Tenente engenheiro da Grande Armada de Napoledo, foi feito prisioneiro
pelos russos na batalha de Krasnoi, em 1812. Passou dois anos em cativeiro. Nesse
tempo retomou boa parte da geometria de Euclides, sem nenhum livro, relembrando
seus professores da Ecole Polytechnique (especialmente Monge e Carnot) e inventou
uma nova geometria, que nomeou projetiva. O principio fundador desta geometria é a
nocdo de perspectiva (ou projecdo central). Para Poncelet, a geometria projetiva é
essencialmente uma geometria da regra; suas projecoes conservam propriedades de
incidéncia das figuras; transforma retas em retas, conicas em conicas e geralmente
conserva 0 grau das curvas algébricas. Ele usa definicdo de elementos ao infinito e
introduz a nogdo de coordenadas homogéneas (sem nomeé-las; nos anos 1840 é que as

coordenadas homogéneas foram sistematicamente utilizadas pel os gedmetras).

No século XIX ocorre a explosdo das geometrias, 0 nascimento das geometrias
ndo-euclidianas, a geometria de inversdo e suas conexdes com a geometria projetiva. O
ponto alto desse século de pesquisas em geometria € o programa de Erlangen de Félix
Klein (KLEIN, 1891).

Para a abordagem da geometria projetiva ao longo do livro, Perrin (2012)
trabalha com a nocdo de espaco vetorial, sendo 0 espago projetivo visto como um
guociente de um espaco vetorial sem 0 zero. Essa abordagem se apoia no uso das

coordenadas homogéneas.
3. Osinvariantes da Geometria Projetiva Linear

A Teoria dos Invariantes surgiu no século XI1X e foi uma ferramenta essencial
para entender as propriedades geométricas de maneira mais unificada, sendo
intimamente ligada a dois aspectos essenciais da algebra contemporanea: a teoria das
equagOes algébricas e a dos determinantes. Tratava-se de determinar os invariantes dos
polindbmios em uma variavel, relativamente as mudancas de variaveis afins ou

homogréficas. Participaram no desenvolvimento dessa teoria nomes como: George
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Boole, Cayley, Aronhold, Sylvester, Hermite, Clebsch, Paul Gordan e Hilbert. Em
1893, Hilbert buscou incluir a teoria dos invariantes na teoria de campos de fungdes

algébricas (o que hoje chamamos de geometria algébrica).

Embora, na década de 1920 a teoria dos invariantes ndo tenha sido considerada
muito expressiva, ela renasceu das cinzas com Weyl (1939). Gurevich (1964) insistiu no
aspecto geométrico da teoria dos invariantes. Ja David Mumford, em 1965, estabeleceu
a teoria geométrica invariante, ampliando os resultados de Hilbert. E Grothendieck
trouxe para a geometria algébrica a nocdo de quociente e as nogdes de estabilidade. O
surgimento dos computadores foi fundamental em termos de célculo: softwares de
algebra computacional realmente permitiram efetuar célculos de invariantes em poucos

minutos, o que levaria meses de trabalho aos matematicos do século X1X.
4. A Geometria de uma forma quadr ética
4.1. Ascdnicas

A Teoria das conicas apresenta uma historia longa e rica. As conicas sdo objetos
de atencéo desde a época dos gregos (em especial Arquimedes e Apol6nio) até o século
XX. O essencial dessateoria foi desenvolvido na Antiguidade, faltando apenas algumas
defini¢bes acrescentadas por Pappus (diretriz e excentricidade). Para os gregos, conicas
sd0 as segOes do cone de base circular. Arquimedes (287 a 212 a.C.) trabalhou nas
questes de medir area e volume das conicas e quadricas. Ja Apolénio (247 a 170 a.C.)

introduziu o vocabulério utilizado atualmente: pardbola, elipse, hipérbole.

No século XVII, houve vérias contribuicbes: Descartes (invencdo da geometria
analitica), Pascal (teorema do hexagono inscrito), Desargues (involugdo associada a um
feixe) e Newton (prova da observacéo de Kepler sobre as trgjetérias dos planetas). Uma
parte considerdvel do trabalho de Newton lida diretamente com as propriedades

geométricas das conicas, especialmente as tangentes.

No século XIX tivemos. Poncelet (inventor dos métodos da geometria
projetiva), Plicker (utilizacdo do sistema de pontos ciclicos), Chasles (autor de um
tratado importante sobre as conicas, calculo do nimero de conicas tangentes a cinco
conicas dadas), Dandelin e Quételet (determinagcdo das familias de uma secéo conica),

Frégier e Cayley (aplicou as conicas o poder colossal do célculo).
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As formas quadréticas (polinémios homogéneos de trés varidveis com grau 2 em
cada mondmio) apareceram com as equactes das conicas, no seculo XVII. E, em 1775,
Lagrange estabeleceu uma forma de decompor a soma dos quadrados de formas
lineares). Gauss contribuiu com a teoria aritmética das formas binérias. Euler e Cauchy
dedicaram-se a um outro problema da teoria das conicas e quadréticas. encontrar seus
eixos (em um espaco euclidiano), que equivale a diagonalizagdo de matrizes simétricas.
Jacobi e Sylvester, em 1850, desenvolveram o trabalho em torno dainvariancia da linha
e daassinatura.

Nos manuais de geometria até meados do seculo XX, as conicas ocuparam um
lugar de destaque, uma onipresenca até um pouco exagerada. Mas nos programas atuais

houve, praticamente, 0 desaparecimento desses contetidos do ensino médio ou superior.
4.2. As Geometrias Ndo Euclidianas

Para se entender o nascimento das geometrias ndo euclidianas é necessario falar
sobre o 5° postulado de Euclides (postulado das paraelas) e sobre a histéria de seu
guestionamento. Muitos gedmetras, como Proclus, Clavius, Clairaut, Simson e Wallis,
ndo ficaram satisfeitos por ter que tomar o postulado de Euclides como axioma e
tentaram provar isso. Embora sem éxito nesse aspecto, essas tentativas serviram para
redefinir a nocdo de paralela ou substituir o axioma de Euclides por outro. Entre essas
tentativas, trés merecem atencdo especial, a de Saccheri (1667-1733), a de Legendre
(1752-1833) e a de Lambert (1728-1777), porque sdo muito mais elaboradas. Eles
partiam da hip6tese de que o postulado das paralelas era faso e desdobravam as
numerosas consequéncias dessa hipotese. Tinham a esperanca de chegar a uma

contradicéo, o que implicaria que o postulado era verdadeiro.

Ja Janos Bolyai (1802-1860) tentou provar gue o 5° postulado era falso, mas foi
persuadido por seu pai a abandonar esse projeto (BISPO, MARTINS, 2020). Acabou
optando por outra ideia, mostrar que uma geometria ndo euclidiana poderia existir.
Escreveu 'A ciéncia absoluta do espaco’' em 1830, onde desenvolveu toda uma
geometria sem o0 axioma das paralelas. Seu texto foi enviado a Gauss, que ja conhecia o

resultado, mas acreditava ser de dificil aceite na comunidade cientifica

Praticamente de forma concomitante, Lobatchevsky (1792-1856), que foi reitor

da universidade de Kazan, publicou (em russo e em francés) o artigo Geometria
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Imaginaria, com resultados semelhantes aos de Bolyai (BISPO, MARTINS, 2020).
Além das férmulas relacionadas a érea de um tridngulo em funcdo dos éangulos,
Lobachevsky desenvolveu formulas para o circulo, introduziu novos objetos
inexistentes na geometria euclidiana, como os horociclos. Entretanto, ndo teve sua
genialidade reconhecida na época; foi demitido em 1846. Como Gauss temia, as obras
de Bolyai e Lobatchevsky ndo ganharam a ades&o de seus contemporaneos. Porém, com
0 passar dos anos, ocorreu uma busca desesperada por um modelo que satisfizesse
algumas exigéncias: existéncia de um plano e retas ou pelo menos curvas, conservacao
das propriedades de incidéncia, compatibilidade entre os invariantes geométricos. A
possibilidade desses modelos existirem gjudou a comunidade cientifica a aceitar essas
geometrias (hiperbdlica e eliptica). Assim surgiram os modelos ndo euclidianos de

Beltrami, Cayley, Klein, Poincaré e Riemann.

As ideias do programa de Erlangen (KLEIN, 1891) conduziram a construcéo de
um modelo de geometria hiperbdlica (geometria com muitas paralelas). Klein partiu do
principio que existe uma geometria-méae, a geometria projetiva (particularmente o plano
projetivo P(E)) e que dispde de um grupo de transformacdes (grupo das homografias).
Segundo Klein, o método projetivo abraca toda a geometria.

A geometria hiperbdlica conheceu desde o século X1 X uma explosdo fenomenal,
por fornecer um quadro natural a teoria da relatividade e por ter aplicagdes em outras
areas da matemética. S0 modelos da geometria hiperbdlica os criados por: Klein,
Minkowski, Poincaré (disco e semiplano), Beltrami. Ja a geometria eliptica (geometria
sem paralelas) desenvolveu-se pouco, talvez por ter uma metamorfose mais natural
sobre sua forma esférica. S80 modelos da geometria eliptica: ndo conforme, conforme

de Klein, conforme.

No caso euclidiano, a geometria afim ordinaria é obtida a partir da geometria
projetiva dando-se uma reta ao infinito (retas paraelas se cortam no infinito). Assim, o
postulado de Euclides é valido. Para se obter uma geometria afim ndo euclidiana, é
necessario substituir a reta ao infinito por uma curva algébrica de grau d=2 (por

exemplo, uma conica).

4.3. A Geometria Euclidiana
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Euclides foi o matematico grego autor do magnifico livro “Os Elementos”
(EUCLIDES, 2009), que lanca as bases da geometria chamada euclidiana. Essa
geometria € conhecida por todos porgque é ensinada na educacdo basica. No livro de
Perrin (2012), a parte sobre a geometria euclidiana encontra-se ap6s as geometrias ndo
euclidianas. Ha duas razdes para isso: a familiaridade com a geometria euclidiana e uma
releitura com o objetivo de comparar trés geometrias: eliptica, hiperbdlica, euclidiana. A
abordagem escolhida para as geometrias ndo euclidianas foi com espaco vetorial E de
dimensdo 3, plano projetivo P(E) associado e forma quadrética definida sobre E, pois
estes casos correspondem a formas ndo degeneradas. O caso euclidiano corresponde a
forma degenerada, portanto mais complicado. Assim, Perrin (2012) apresenta um
caminho inverso ao caminho habitual: usa 0 modelo das geometrias ndo euclidianas e
observa a geometria euclidiana como uma geometria singular, que se afasta desse

modelo.

De fato, o caso euclidiano é radicamente diferente, com vantagens,
possibilidade de chegar a geometria afim, e desvantagens, inexisténcia de uma
dualidade conveniente. Também na geometria euclidiana os invariantes tém um papel
central. As relaces que os unem sdo fonte de teoremas muito importantes como, por

exemplo, arelagdo de Chasles.
5. A Geometria Analagmética

A geometria analagmética é essencialmente a geometria das inversdes. O estudo
dessas transformagdes remonta a primeira metade do século X1X. E dificil dizer quem
foi o primeiro atratar do assunto, mas provavel mente Jacob Steiner (1796-1863) a partir
de 1826. Para Chasles (1870), que designa a inversdo sob o nome de transformacéo por
raios vetores reciprocos, a primeira aparicdo do conceito deve ser atribuida a Adolphe
Quételet (1796-1874) em 1827, ja com o0 nome moderno de inversdo. E, a descoberta da
inversdo deve ser atribuida principal mente a Giusto Bellavitis (1803-1880), em 1836. O
fisico William Thomson utilizou também essa transformagdo por volta de 1845 sob o

nome de principio das imagens elétricas.

A primeira teoria completa de inversdo parece ter sido produzida por Joseph

Liouville (1809-1882), em 1847. Ele definiu que o grupo de transformagéo conformes,
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que conserva os angulos, de um espaco de dimensdo = 3 é gerado por semelhangas e

inversoes.

A geometria analagmética € um exemplo importante que ilustra o Programa de
Erlangen (KLEIN, 1891) e o grupo de M&bius € um dos primeiros exemplos de grupos
geométricos ndo triviais. Um dos interesses principais da geometria analagmatica €
ilustrar uma consequéncia essencial do Programa de Erlangen: a interpretacdo de uma
geometria como operacéo de um grupo sobre um conjunto. Desde que 0 mesmo grupo
apareca sob duas roupagens diferentes e com representaces diferentes, a geometria €
rica, no sentido de que contém dois tipos de propriedades, vinculadas aos dois aspectos

do grupo.
6. Consideragdes Finais: 0 Ensino da Geometria

A partir da proposta didatica do livro para geometria e da experiéncia de muitos
anos na formacdo de professores de matematica, Daniel Perrin (2012) faz reflexdes
sobre possibilidades para o futuro do ensino de geometria na educacéo basica. Para esse
professor, a Reforma da Matemética Moderna descartou muito do ensino de geometria
na educacdo basica (na Franca), restando basicamente a parte dos célculos, sem
exploracéo das figuras e dos conceitos envolvidos. Dessa forma, houve pouca énfase ao
estudo da Geometria, priorizando-se o trabalho de outras areas, como por exemplo
Matemética Discreta e Estatistica.

Perrin (2012) reforca que é fundamental ensinar geometria na educagdo bésica,
pois ela é utilizada em diversos dominios, como por exemplo: arquitetura, urbanismo,
topografia, agricultura, informatica, infografia, desenho industrial, robotica, astronomia,
mecanica, fisica, balistica, carpintaria, tipografia, biologia, medicina, estatistica,

pesquisa operacional, 6tica, navegacdo, cartografia etc.

Além disso, é fundamental desenvolver o pensamento geométrico nos alunos.
Poder contar com a intuicdo geomeétrica do plano e do espaco para aplicar a situages
mais complexas. O pensamento geométrico € uma visdo global de uma questdo
matemética, condensando em uma imagem diversas informagdes simultaneamente. A
intuicdo geométrica desenvolve-se através da resolucdo de problemas, em que os alunos
sd0 estimulados a observar, refletir, raciocinar, experimentar, enganar-se, superar 0s

€rros.
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Para o aluno da licenciatura em matemética € essencial perceber a unidade, a
riqueza e a diversidade das geometrias. Compreender a unidade, a partir do ponto de
vista de Klein, pois uma geometria € um grupo operando sobre um conjunto e todas as
geometrias podem ser originadas a partir da geometria projetiva, mas com dados
suplementares. Compreender também a sua diversidade: que a geometria euclidiana é
mais prética e utilitaria, mas que o estudo das outras ndo € inutil, especialmente para os

futuros professores.

Perrin (2012) sugere que o ensino da geometria na educacdo bésica se faca mais
presente, principalmente a geometria euclidiana em dimensdes 2 e 3. Recomenda que
sgja estimulado o trabalho com transitividade e casos de isometria e os invariantes,
particularmente areas e angulos. Defende que o ensino de Algebra Linear s6 ocorra no
Ensino Superior. Reforca também que devemos estimular os alunos a pensar, através da
apresentacdo de problemas em aberto (que possam minimamente ser entendidos) e da
utilizacdo de softwares de geometria dindmica, pois estes tém ferramentas
extraordindrias para fazer geometria, muito Uteis para a pesquisa de lugares
geométricos. Servem para desenhar, ilustrar, explorar, conjecturar, eliminar, verificar,

provar, construir problemas. E gjudam a produzir conjecturas solidas.

Ja no caso do ensino superior e da formagdo de professores, Perrin (2012)
sustenta a importancia do trabalho com a geometria projetiva, as conicas, as geometrias
ndo-euclidianas e a geometria analagmética. Ele considera essencial que o professor
adquira cultura, isto é, conheca de maneira profunda o que se deve ensinar, e postura, ou
seja, passe da posi¢ao de estudante & posicio de professor. E fundamental também que o
futuro professor adquira uma perspectiva historica de como ocorreu o desenvolvimento
da geometria, desde os escritos de Euclides (EUCLIDES, 2009) e Arguimedes
(ARCHIMEDE, 1960), passando por Descartes e finalmente chegando as revolugtes
gue originaram as geometrias do século X1X. Dessa forma, € possivel entender asideias
essenciais do Programa de Erlangen (KLEIN, 1891).

Além disso, deve-se também desenvolver nesses futuros professores o
entendimento que o rigor na geometria é necessario e a capacidade para 0 uso dos

softwares de geometria dindmica

E verdade que o olhar para o ensino de geometria de Perrin (2012) volta-se para
0 que ocorreu/ocorre na Franga. Mas quando fazemos uma comparagdo com O

panorama do ensino de geometria no Brasil na educago basica, percebemos muitos
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pontos em comum. Podemos inferir, por exemplo, que da mesma forma, aqui, o
trabalho de geometria na educagéo basica € fragmentado e que muitas vezes o professor
da uma énfase maior a outras areas da matematica, como a aritmética e a algebra, em
detrimento da geometria. N& € feito também um trabalho em conjunto,
interrelacionando as diversas &reas da matematica. Muitas vezes o ensino de geometria

€ colocado para o final do ano letivo, e caso ndo haja tempo, esquecido.

Adicionando-se a isso, quando ocorre o ensino da geometria, muitas vezes o
foco € apenas numérico, na obtencéo de resultados de medi¢do de comprimentos, areas,
volumes ou éangulos. A énfase ndo ocorre no desenvolvimento do pensamento
geométrico, nem no entendimento dos conceitos envolvidos na construgdo desse
pensamento. A intuicdo ndo € estimulada, mas, ao contrdrio, um conjunto de
procedimentos sd0 receitados para que os estudantes os reproduzam na resolucdo dos

exercicios.

Ha, também, muita semelhanca no que ocorre na formag&o dos professores de
matemética no Brasil e na Franca, de acordo com o que Perrin (2012) relata. Muitas
vezes 0 licenciando chega ao final de uma graduacdo sem nunca ter ouvido falar em
geometrias ndo euclidianas e, talvez, muito pouco sobre geometria projetiva. Ter
conhecimento da existéncia dessas geometrias e de como ocorreu 0 surgimento das
mesmas € fundamental para que esse futuro professor tenha uma bagagem cultural para
poder sentir-se seguro para trabalhar, por exemplo, a geometria euclidiana na educagéo
basica. Ou mesmo para ousar apresentar um pouco dessas outras geometrias no ensino
médio, por exemplo. Afinal, vivemos num planeta que facilitaria o entendimento, por

exemplo, de propriedades da geometria eliptica.

Sendo assim, uma possibilidade poderia ser repensar o trabalho com a geometria
na educacdo bésica aqui no Brasil, estimulando a parte conceitual em detrimento da
procedimental, 0 uso de softwares geométricos para uma geracdo que ja € alfabetizada
digitalmente desde pequena e a apresentacdo (mesmo que de forma bem suave) da
diversidade de geometrias existentes. Esse enfoque poderia ser uma maneira de tornar a
aprendizagem de geometria mais significativa para esses estudantes, provavelmente
mais solida.

Importante destacar, entretanto, que apds esse levantamento sobre a evolugdo
histérica das geometrias ndo euclidianas dentro do corpo dos conhecimentos

matematicos e da reflex@o sobre as possibilidades de seu ensino tanto na educagéo
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basica quanto na formac&o de professores de matemaética, € necessario que pesquisas de
campo sgjam desenvolvidas sobre sua aplicagdo em ambos os segmentos. De forma a
identificar as possiveis maneiras de tornar o ensino de geometria (euclidiana ou ndo
euclidiana) mais significativo tanto na escola como na licenciatura em matematica. O
gue e como desenvolver nos estudantes as habilidades geométricas necessarias aos

respectivos segmentos?

E essencial, sobretudo, que exista uma continuidade entre o que se estuda de
geometria na escola e na licenciatura em matematica. Os outros dois trabalhos que
complementam esse estudo, Félix Klein e o Programa de Erlangen: Histérico e
Implicagdes Pedagdgicas e As Contribuicfes da Comissdo de Jean-Pierre Kahane para
as Reflexdes sobre o Ensino de Geometria na Educacdo Basica e na Formacédo de
Professores, analisam essas possiveis conexfes com a Educacdo Bésica e com a
Formacdo de Professores. Acreditamos que aproximar universidade e escola € uma

miss80 possivel e muito necessaria.
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