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Resumo: O presente trabalho apresenta os estudos tedricos realizados no primeiro
semestre de 2020 sobre o surgimento e evolugdo das geometrias como também a
discussdo e reflexdo sobre seu ensino na educagdo basica e na formagdo de professores
que ensinam matematica. Nossos estudos se apoiaram em Felix Klein, Daniel Perrin e
Jean-Pierre Kahane. Para levantar historicamente o surgimento e evolugcdo das
geometrias nos baseamos no Programa de Erlangen, de Felix Klein, e nas notas de um
curso ministrado pelo professor Daniel Perrin, em Paris, Geometria Projetiva Plana:
aplicacdes as geometrias euclidianas e ndo euclidianas. Para discutir sobre o ensino das
geometrias tanto na educagdo basica quanto no curso de licenciatura em matematica,
nos amparamos no relatdrio francés da Comissao de Reflexdo sobre o Ensino das
Matematicas, coordenado por Jean-Pierre Kahane, que objetivava aconselhar o governo
francés sobre questdes do Ensino de Matematica. Nosso estudo encontra-se subdividido
em trés partes, sendo este referente a parte que se debrucou na leitura do Programa de
Erlangen, de Felix Klein. Entendemos que as ideias ndo vém sozinhas, pois existe um
contexto para o qual tal Programa foi criado, reverberando no desenvolvimento das
geometrias. Dessa maneira, fizemos um levantamento histérico da vida de Klein.
Discorreremos sobre a proposta desse matematico e, ao final, apresentaremos sua
preocupacao pedagdgica em relagdo ao ensino de matematica e indicaremos nossos
outros dois trabalhos, que complementam este. O ensino de Geometria serd nosso foco.
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1. Introducao

Na casa da matemdtica ha muitas moradas e, dessas, a mais elegante é a geometria projetiva.
Morris Kline

O presente trabalho apresenta os estudos tedricos realizados ao longo do
primeiro semestre de 2020 ao participarmos da disciplina “Geometrias Euclidianas e
Nao Euclidianas” ministrada pelo professor Gerard Grimberg no Programa de Pos-
graduacao Stricto Sensu em Ensino de Matematica da Universidade Federal do Rio de
Janeiro. Na disciplina, discorremos sobre o historico do surgimento e evolucdo das
geometrias como também discutimos e refletimos sobre seu ensino na educagdo bésica e
na formagdo de professores que ensinam matematica. Nossos estudos se apoiaram em
Felix Klein, Daniel Perrin e Jean-Pierre Kahane. Para levantar historicamente o
surgimento e evolucao das geometrias nos baseamos no Programa de Erlangen (KLEIN,
1891) e nas notas de um curso ministrado pelo professor Daniel Perrin, em Paris. Perrin
(2012) apresenta um curso de Geometria Projetiva Plana, aplicacdes as geometrias
euclidianas e nao euclidianas, ministrado para professores e futuros professores de
matematica. Para discutir sobre o ensino das geometrias tanto na educacdo bésica
quanto no curso de licenciatura em matematica, nos amparamos no relatério francés da
Comissao de Reflexdo sobre o Ensino das Matematicas (KAHANE, 2000), coordenado
por Jean-Pierre Kahane. Tal relatério objetivava aconselhar o governo francés sobre

questdes do Ensino de Matematica.

Nosso estudo encontra-se subdividido em trés partes, sendo este, apresentado a
seguir, a parte que se refere a leitura do Programa de Erlangen, de Felix Klein. A
proposta desse matematico era trabalhar com as matematicas de maneira diferente.
Trouxe uma nova discussdo tanto para o campo especifico quanto para o ensino. Apds
uma primeira leitura fizemos um levantamento histérico da vida desse matematico
buscando entender sua trajetéria até¢ a constituicdo do que ficou conhecido como
Programa de Erlangen. Discorreremos sobre tal Programa e finalmente apresentaremos
sua contribuicdo pedagdgica para o ensino de matemdtica e nossas respectivas

ponderagdes sobre o tema. Nossa atengdo esta voltada para a Geometria.
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2. Felix Klein

Felix Christian Klein nasceu em 25 de abril de 1849, na cidade Diisseldorf,
antiga Prussia, atual Alemanha. Filho de Caspar Klein, secretario pessoal do Presidente
do Governo, e de Elise Sophie Kayser, ¢ proveniente de uma familia de industriais de
Aachen. Sua mae influenciou seus primeiros estudos que se deram inicialmente em
casa, frequentando depois uma escola elementar particular durante dois anos e meio.
Posteriormente, Klein estudou na Escola de Humanidades em Diisseldorf até concluir o
que hoje denominamos Ensino Médio. Tal Instituto ndo priorizava o ensino de
Matematica nem de Ciéncias Naturais. Naquela época, Klein nao adquiriu

conhecimentos nas respectivas disciplinas (SOUZA, 2010).

Em 1865, aos dezesseis anos, Klein ingressou na Universidade de Bonn com
intuito de estudar Matematica, Fisica e Ciéncias Naturais. Devido ao seu destaque
intelectual, tornou-se auxiliar do matematico e fisico alemao Julius Pliicker, que
apresentou a Klein seus trabalhos sobre geometria. Num certo sentido, Klein tornou-se

sucessor de Pliicker no entusiasmo pela area (SOUZA, 2010).

Klein obteve seu doutoramento' em 1868 supervisionado por Pliicker ¢ Rudolf
Otto Sigismund Lipschitz, matematico alemdo. Ao concluir sua tese e com a morte
repentina de Pliicker, Klein resolveu dar continuidade aos estudos desenvolvidos pelo
seu mestre e passou um ano viajando entre Gottingen, Berlim e Paris, continuando
assim sua formagdo. Nessas viagens conheceu o matematico noruegués Marius Sophus
Lie. Trabalharam juntos em assuntos relacionados as transformagdes infinitesimais e
suas relagdes com a teoria dos invariantes. Possuiam ideias proximas sobre geometria e

analise (SOUZA, 2010).

Em 1869, aos vinte anos, Klein se familiarizou com o trabalho do matematico
britdnico Arthur Cayley sobre invariantes algébricos. No primeiro semestre de 1870,
Felix Klein e Sophus Lie se encontram em Paris e conheceram os matematicos
franceses Jean-Gaston Darboux, Michel Chasles e Marie Ennemond Camille Jordan
(ROWE, 1989 apud DIAS, GRIMBERG, 2019). Segundo Yaglom (1988), a partir

desses encontros e do acesso a teoria de grupos de Evariste Galois, matematico francés,

1 Tese de doutorado sob o titulo Uber Die Transformation Der Allgemeinen Gleichung Des Zweiten
Grades Zwischen Linien-Koordinaten Auf Eine Kanonische Form (Sobre a transformacdo em uma forma
canonica da equagdo geral de segundo grau em linhas-coordenadas).
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Klein e Lie decidiram se dedicar integralmente a formalizar uma teoria para o estudo
dos grupos continuos. Em julho de 1870, a guerra Franco-Prussiana interrompe a

permanéncia de Klein na Franga, forcando-o a retornar a Alemanha.

Nessa época Klein ja conhecia bem os polindmios homogéneos e a geometria
projetiva. Hawkins (1989, apud DIAS, GRIMBERG, 2019, p.218) afirma que o
conceito de grupo foi fundamental nos trabalhos de Klein no inicio de 1871. Neste ano,
Klein se tornou professor na Universidade de Goéttingen. Em agosto de 1871, expds suas
consideragdes acerca da classificacdo das geometrias ndo-euclidianas num artigo?
publicado no Mathematische Annalen de Géttingen. Para Dias e Grimberg (2019), Klein
trata, neste artigo, de grupo das transformacdes seguindo uma abordagem muito

proxima a de Camille Jordan.

A partir dos estudos do matemadtico e engenheiro francés Jean-Victor Poncelet,
as pesquisas das invariancias projetivas ganharam eixo de desenvolvimento, assim
como os estudos do matematico alemao Karl Georg Christian von Staudt, que publicou
uma formulacdo mais radical na qual se dispensa qualquer resultado métrico. Esses
avangos culminaram nos esfor¢os de Cayley e, especialmente, Klein em suas intengdes
de se compreender unificadamente todas as geometrias (DETONI, VIEIRA,
FIGUEIREDO, 2015).

Em 1872, aos vinte e trés anos, Klein foi nomeado professor titular da Faculdade
de Filosofia e membro do Conselho da Universidade de Erlangen permanecendo até
1875. Como era costume em toda universidade alema, Klein, como docente novato, teve
que proferir um discurso inaugural, no qual apresentou uma palestra ¢ um trabalho
escrito mostrando seu interesse pela pesquisa no campo, a matematica. Ele expds a
universidade um programa uma nova estruturagdo para a Geometria fundamentada nas
teorias de Lie para os grupos continuos de transformacdes (SILVA, PIETROPAOLO,
2014). Esse programa, originalmente intitulado Vergleichende Betrachtungen iiber
neuere geometrische Forschungen (Consideragdes Comparativas referentes a Recentes
Investigacdes Geométricas), passou a ser denominado pela comunidade académica
como Programa de Erlangen.

Para Klein (1891), a Geometria era uma s6 em esséncia, mas foi muito dividida
no curso do seu rapido desenvolvimento, em uma série de teorias quase distintas, que na

¢poca estavam avancando em independéncia comparativa umas das outras. Klein

2 Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie (Sobre as chamadas geometrias ndo euclidianas).
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acreditava que uma visao global da Geometria poderia beneficiar o olhar dos
matematicos. Para ele, o método projetivo abracava toda a geometria, pois as teorias
geométricas podiam ser unificadas através do conceito de grupo de simetrias. Cada
geometria estudava seu espaco geométrico munido de um grupo de simetrias,
considerando as propriedades do espaco que sdo invariantes em relacdo aquelas
simetrias.

Antes de passarmos para a proxima se¢do, na qual discorreremos sobre o
Programa de Erlangen, gostariamos de ressaltar que a trajetoria do matematico Felix
Klein culminando no Programa de Erlangen mostra que as ideias nao vém sozinhas, mas
nascem de conversas que ele e Lie mantiveram com outros matematicos/teorias
matematicas, dentre eles Galois, Cayley, Camille Jordan, Poncelet. Entendemos que
existe um contexto para o qual o Programa de Erlangen foi criado, construido a partir de

diversas reflexdes de Klein com seus pares.

3. O Programa de Erlangen

Felix Klein, como docente novato da Universidade de Erlangen em 1872,
proferiu um discurso inaugural, no qual apresentou a comunidade académica um
programa expondo uma nova estruturagdo para a Geometria fundamentada nas teorias
de Lie para grupos continuos de transformagdes. Klein considerava a Geometria como o
campo da Matematica que estuda as propriedades das figuras que permanecem

invariantes diante da aplicagdao de um determinado conjunto de transformacgoes.

A principal discussdo proposta por ele no seu discurso estd relacionada a
aplicagdo das Transformagdes Geométricas em pontos do espaco, objetivando facilitar o
estudo das propriedades de diversos entes geométricos. Nesse contexto, Klein definiu
determinados conjuntos de transformagdes que verificam a propriedade de composicao

como grupos (SILVA, PIETROPAOLO, 2014).

O discurso inaugural de Klein na Universidade de Erlangen passou a ser
denominado pela comunidade académica como Programa de Erlangen. Neste ¢
apresentado a geometria projetiva, utilizando o conceito proposto por Cayley, incluindo
discussdes de varias linhas de pesquisa em geometria que sdo apresentadas em uma

introducdo e dez itens que vao discorrer sobre essas linhas: raios reciprocos, geometria
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da inversdo e da esfera de Lie, grupos de transformacdes racinonais, analysis situs,
grupo de todas as transformacdes do ponto, variedade de curvatura constante,

variedades do plano.

Na introdu¢do, Klein (1891) exalta a geometria projetiva afirmando que o
método projetivo abraga toda geometria. As relagdes ditas métricas ndo sdo acessiveis
por ndo serem projetivas. Dessa maneira, a geometria projetiva ¢ uma extensdo da
geometria euclidiana numa perspectiva. Esta se fez independente e plena, a ponto de
tornar todas as outras geometrias até entdo, euclidianas e nao-euclidianas, possiveis

derivacdes dela. Acredita que as geometrias possuem uma so esséncia.

No primeiro item, Klein (1891) versa sobre o problema geral: grupos de
transformagdes do espaco e grupo principal. Ele aponta a importancia de se ter uma
nocdo sobre grupo de transformagdes, como, por exemplo, transformacdes
homograficas e transformagdes dualisticas. O grupo principal de transformacgdes ndo
alteram um grupo de propriedades de entes geométricos que permanecem invariantes,
independentemente do conjunto de transformacgdes aplicado sobre ele. As

transformagdes lineares se mostram importantes para essa abordagem.

No item seguinte, Klein (1891) trata sobre as transformagdes que contém umas
as outras, discorre sobre diferentes tipos de pesquisas geométricas e suas relagdes
mutuas. Desenvolve as propriedades invariantes ndo s6 do espago, mas de um sistema
que forma em relagdo ao grupo principal escolhido. Klein propde um teorema que
caracteriza os métodos geométricos modernos discutindo e apresentando relagdes com o

método elementar.

No terceiro item, Klein (1891) aborda sobre a geometria projetiva, que, segundo
o autor, s6 surgiu quando nos acostumamos a identificar a figura primitiva e todas as
que podemos deduzir por projecdo. Klein enuncia as propriedades projetivas de maneira
a colocar em evidéncia sua independéncia através das modificagdes trazidas pela
projecdo. Na geometria projetiva, as propriedades de uma figura ddo as propriedades
daquelas que s3o deduzidas por projecdo. Essa geometria caminha por duas diregdes: 1)
admite um grupo fundamental de transformacdes (via dualidade); 2) estende o grupo
fundamental de transformac¢des homograficas e dualisticas (admitem elementos
imaginarios). O grupo fundamental compreende as transformagdes reais projetivas e por

dualidade. Klein discorre também sobre o circulo imaginario ao infinito.
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A geometria projetiva surge com a ideia de que as figuras projetadas sao
essencialmente idénticas a figura original, pois as propriedades desta sdo transferidas as
figuras acompanhadas da projecdo. Nessa geometria ndo ¢ valido o postulado das

s . .
paralelas de Euclides’, pois as retas sempre se encontrardo em um ponto. O sistema de
retas paralelas na geometria projetiva ¢ chamado de feixe de retas com centro no ponto

no infinito.

No item subsequente, Klein (1891) estabelece a correlacdo por meio de uma
transformag¢do de multiplicidade fundamental. Aponta a relacio com a 4algebra
retomando a algebra moderna: teoria das formas bindrias e transformagdo de um grupo
baseado em outro. A partir dai indica alguns exemplos de equivaléncia: a teoria das
formas bindrias e a geometria projetiva do plano com uma conica como fundamental; a
geometria elementar do plano e o estudo projetivo de uma quadrica com um ponto
fundamental; transformagdes no espaco, plano conico, quadriculado: estudos idénticos
ao da geometria projetiva. Percebemos aqui o método projetivo abracando as

geometrias, conforme Klein defendeu na introdugdo de seu discurso.

No quinto item, Klein (1891) enuncia sobre a escolha de um elemento no
espaco, o principio da correlacdo de Hesse e a geometria da reta. Ressalta que o
essencial num estudo geométrico ¢ dar o grupo de transformagdes. Klein aponta que a
geometria projetiva da reta equivale a geometria projetiva da conica. As transformacoes
lineares na conica tornam-se transformagodes lineares do plano. Estabelece novas
equivaléncias: a teoria das formas binarias e a geometria projetiva do plano com uma
conica fundamental; a teoria das formas binarias e a geometria métrica projetiva geral
no plano; a teoria das formas quaternarias e a determinagdo métrica projetiva em uma
multiplicidade representavel por seis varidveis homogéneas. Apresenta sobre o estudo

da multiplicidade e a nogao de corpo.

No préximo item, Klein (1891) apresenta a geometria dos raios reciprocos e a
geometria da inversdo cujo grupo fundamental seria a totalidade das transformacgdes
resultantes de uma combinagdo do grupo principal com inversao geométrica. Compara a
geometria dos raios reciprocos e geometria projetiva e levanta outras equivaléncias:
geometria dos raios reciprocos no plano e a geometria projetiva sobre uma superficie

quadratica; geometria dos raios reciprocos no espacgo e o tratamento projetivo de uma

3 No livro Os Elementos, Euclides enuncia o 5° postulado sobre as retas paralelas: “Se uma linha reta,
encontrando-se com outras duas retas, fizer os angulos internos da mesma parte menores que dois rectos,
estas duas retas, produzidas ao infinito concorrerdo para a mesma parte dos ditos angulos internos.”
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variedade representada por uma equacao quadratica com cinco variaveis homogéneas. A
teoria das formas binarias encontra interpretacdo na geometria dos raios reciprocos no
plano real. A teoria das formas bindrias de uma variavel complexa encontra
representacdo na geometria projetiva da superficie esférica real. Percebemos que as
geometrias vao se inter-relacionando, se apoiando na algebra linear e encontrando

representacdes na geometria projetiva.

No sétimo item, Klein (1891) estende as consideragdes anteriores e aborda a
geometria da esfera de Lie. Estabelece correspondéncias: geometria plana e geometria
em uma secc¢do conica, fazendo a reta no plano corresponder ao par de pontos em que
encontra a cOnica; geometria espacial e geometria na esfera, fazendo cada plano do
espaco corresponder ao circulo em que corta a esfera. Ao final desse item, Klein

apresenta uma nota sobre a geometria nao euclidiana.

A geometria métrica projetiva coincide com a geometria métrica que pode ser
desenvolvida sob a ndo aceitagdo do axioma das paralelas, e ¢ conhecida hoje com o
nome de geometria ndo euclidiana. A investiga¢do relacionada a teoria das paralelas, e
os resultados provenientes dela, ttm um valor definitivo para a Matematica de dois
pontos de vista. Primeiramente, o axioma das paralelas ndo ¢ uma consequéncia
matematica dos outros axiomas geralmente assumidos, mas a expressdo de um principio
essencialmente novo de percepcao do espago, que nao foi abordado nas investigagdes
anteriores. Em segundo lugar, essas investigagdes deram-nos uma importante ideia
matematica: a ideia de uma variedade de curvatura constante. Essa ideia ¢ intimamente
conectada com a mensuracdo projetiva que cresceu independentemente de qualquer

teoria das paralelas.

As geometrias euclidiana e ndo euclidianas sdo casos particulares de uma
superficie projetiva, o que torna equivalente a consisténcia das duas geometrias. Na
geometria projetiva ndo ¢ valido o postulado das paralelas, 5° postulado de Euclides,
pois as retas sempre se encontrardo em um ponto. Apresentaremos outros exemplos de
estudos que rejeitam tal postulado e contribuiram com o desenvolvimento da época. A
geometria hiperbodlica surgiu a partir dos estudos independentes do matematico russo
Nikolai Lobathevsky (em torno do ano de 1829) e do matematico hingaro Janos Bolyai
(por volta do ano de 1832). Representaram a constru¢do explicita de uma geometria
rejeitando o postulado 5 de Euclides. Em 1854, o matematico alemao Bernhard

Riemann comentou que o objetivo da geometria era tratar de modelos gerais. Em seus
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estudos reobteve a geometria euclidiana, a geometria hiperbdlica e outra geometria, a
eliptica. Em 1868, Eugenio Beltrami, matematico italiano, provou que a existéncia da
geometria hiperbolica ndo representava uma contradicdo a existéncia da geometria
euclidiana. O surgimento das geometrias ndo euclidianas muda o olhar dos
pesquisadores. Os estudos da época contribuiram para tal mudanga e influenciaram o

trabalho de Klein sobre a geometria projetiva.

Voltando ao Projeto de Erlangen, no oitavo item, Klein (1891) enumera outros
métodos baseados em um grupo de transformacdes do ponto. A geometria elementar,
geometria dos raios reciprocos e geometria projetiva sdo incluidas como casos especiais
dentre o grande niumero de métodos concebiveis baseados em grupos de transformagdes
do ponto, se desconsiderarmos as transformagdes dualisticas ligadas a troca do elemento
espaco. Exemplifica trés métodos que adotam grupos de transformagdes pontuais: o das
transformagdes racionais (admite transformacgdes da primeira espécie que se reduzem as
transformagdes lineares); analysis situs (estuda a invariancia por transformacgdes
infinitamente pequenas, relacionadas as transformagdes homograficas); grupo de todas

as transformagdes do ponto (as transformacoes sao equivalentes a transformagao linear).

No item subsequente, Klein (1891) trata sobre o grupo de todas as
transformagdes de contato, que ¢ entendida, analiticamente falando, por qualquer
substituigio que expressa valores e suas derivadas parciais. E evidente que essas
substituigdes, em geral, convertem superficies que estdo em contato em superficies em

contato, e isso justifica o nome. Introduz ao elemento espaco o elemento superficie.

No ultimo item, Klein (1891) aborda sobre variedades de um numero qualquer
de dimensdes. Método projetivo ou algebra moderna ¢ o conjunto das transformagdes
lineares e por dualidade das varidveis empregadas para a representacdo do elemento da

variedade. A teoria dos invariantes ¢ a generalizacao da geometria projetiva.

Ao discutir as caracteristicas do conjunto das transformagdes geométricas no
espaco, as propriedades desse conjunto sdo estendidas a todos os grupos distintos de
transformagoes, definidos para quaisquer dimensdes. Partindo dessa teorizagdo, o
Programa de Erlangen (KLEIN, 1891) propde o desenvolvimento da geometria por
meio do estudo da invaridncia geométrica das figuras geradas por um determinado
conjunto de transformagdes. Segundo Klein (1981), a geometria ¢ definida em uma
determinada dimensdo por um certo grupo de transformagdes que interagem nessa

dimensao. Modificando as estruturas desses grupos, criam-se outros grupos, ¢ dessa
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maneira outras Geometrias. Os grupos de transformagdes afins sdo criados por
alteracdes estruturais do grupo das isometrias, os quais constituem a Geometria
Euclidiana. O mesmo ocorre com as transformagdes projetivas concebidas a partir de
alteragdes do grupo afim. Partindo-se do grupo projetivo de transformacdes, sdo criadas
as Geometrias nao Euclidianas. Eves (2004) ressalta que Klein nos deixou uma famosa
definicdo: “Uma geometria ¢ o estudo das propriedades de um conjunto S que
permanecem invariantes quando se submetem os elementos de S as transformacdes de

algum grupo de transformagdes T (EVES, 2004, p.606).

A conclusdo de que as geometrias euclidianas e a ndo-euclidianas podiam ser
vistas como casos particulares de uma superficie projetiva, torna equivalente a
consisténcia das duas geometrias. Klein desmistificou as novas geometrias ao afirmar
que a geometria euclidiana ndo era mais do que o estudo do grupo das transformagdes
euclidianas, assim como a geometria hiperbolica ndo era mais do que o estudo do grupo
das transformagdes hiperbdlicas. Este matematico ganhou visibilidade nos debates da

comunidade matematica no inicio do século XX.

A apresentacdo de Klein, dirigida a um extenso auditorio universitirio em
Erlangen, significou um verdadeiro divisor de dguas que coroa a longa e brilhante
evolugdo da geometria projetiva. No proximo item discorreremos sobre os
desdobramentos das ideias apresentadas em Erlangen por Klein em 1871 e nos ateremos

a dimensao pedagodgica.

4. O Olhar Pedagogico de Felix Klein e Alguns Apontamentos

O matematico alemao Felix Klein dedicou seus trabalhos a geometria ndo
euclidiana, teoria das fungdes — a partir do desenvolvimento das ideias de Bernhard
Riemann —, mddulos elipticos e fungdes automorficas. Embora tenha trabalhado em
varios outros assuntos, sua principal contribui¢do foi para as geometrias. Entretanto,
“além de ser um pesquisador criativo na matematica, interessava-se por questdes do
ensino” (SILVA, RIOS, 2019, p.60). Klein possuia uma visao pedagogica, indicaremos

mais a frente.

Felix Klein acreditava que uma visdo global da geometria poderia beneficiar o

olhar dos matematicos. O Programa de Erlangen serviu de inspiragdo para unificar a
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geometria sob o ponto de vista dos grupos. Assim, o método projetivo abragou todas as
geometrias, pois as teorias podiam ser unificadas através do conceito de grupo de
simetrias. Cada geometria estudava seu espaco geométrico munido de um grupo de
simetrias, considerando as propriedades do espaco que sdo invariantes. As
consequéncias € os prolongamentos de suas ideias motivaram, € continuam motivando,

pesquisas tanto em Matematica quanto em Fisica desde entao.

No ano de 1908, em Gottingen®, Klein criou a Comissido Internacional de
Instru¢do Matematica. Trabalhou de 1908 até os anos 1920, em uma pesquisa cujo
objeto era a evolugcdo da Educagdo Matematica em diversos paises. Segundo Miorim
(1998), esse foi o “Primeiro Movimento Internacional para Modernizagdo do Ensino da
Matematica” espalhado por todos os paises. Contudo, suas ideias ndo foram adotadas de
imediato. “Em todos os paises continuou a existir, ainda por muito tempo a antiga

separac¢do entre a formacao classica e uma técnica” (MIORIM, 1998, p.71).

Também em 1908, Klein publicou a primeira edi¢do da colegdo
Elementarmathematik von héheren Standpunkte aus (Matematica Elementar de um
ponto de vista avancado), fruto da participagdo desse matematico em
encontros, congressos e aulas dirigidas a professores (SOUZA, 2010). Essa colecao,
destinada aos docentes, procura conectar a matematica vista na universidade a
matematica trabalhada na escola. Estd dividida em trés volumes. Devido ao nosso

enfoque, limitamo-nos ao Volume II: Geometria.

No prefacio do Volume II: Geometria, Klein (2009) enfatiza que procurou dar
uma visdo completa do campo da geometria, de tal amplitude quanto ele desejaria que
cada professor do ensino secundario tivesse. Este volume estd dividido em trés blocos.
No primeiro, o foco estd sobre os objetos da geometria, dos mais elementares (pontos,
segmentos, poligonos) aos mais rebuscados da geometria projetiva. No bloco seguinte,
aborda as transformagdes geométricas que induzem diferentes geometrias nos objetos
definidos na primeira se¢do. Aqui, a organiza¢do ¢ aquela defendida pelo autor desde
seu discurso inaugural em Erlangen: estudo dos grupos de transformagdes e das
propriedades invariantes por estes grupos. A teoria dos invariantes €, entdo, apresentada
sistematicamente no inicio do ultimo bloco. Os fundamentos da geometria sdo

abordados sob o enfoque dos temas anteriores.

4 A partir de 1886 Felix Klein se estabeleceu definitivamente em Gottingen.
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De um lado percebemos o envolvimento sério de Felix Klein com pesquisa
matematica e de outro, seu profundo interesse por questoes pedagogicas. Ele ressaltava
que uma educagdo completa ndo poderia negligenciar estudos particulares, nem deixar

de integrar a matematica elementar (escolar) a universitaria.

(...) Klein denunciava (...) uma alienacdo entre a formag@o universitaria de
professores de matematica e a pratica de sala de aula da escola basica. O
autor identifica essa ruptura como uma dupla descontinuidade: por um lado,
quando os estudantes ingressam nos cursos universitirios de formacdo de
professores, poucas relagdes sdo estabelecidas entre a matematica com que
passam a ter contato e aquela anteriormente aprendida por eles como alunos
da escola bésica; e por outro lado, quando concluem esses cursos ¢ iniciam a
vida profissional, poucas relagdes sdo estabelecidas entre a matematica
aprendida durante a graduagdo e aquela que passa a ser demandada pela

pratica de sala de aula da escola basica. (GIRALDO, 2018, p.37)
Entendemos que os objetivos de Klein eram alertar, ampliar e prover requisitos
para desafiar os professores da educagdo bésica a transmitir a riqueza da matematica
contemporanea, usando o curriculo escolar. Ele forneceu a matriz de ideias
educacionais. Sua proposta no Programa de Erlangen em relagdo as geometrias foi
unificd-las. Usando a geometria projetiva, Klein conseguiu efetivar sua proposta.
Entretanto, esses conceitos ndo sdo apresentados aos futuros docentes. Percebemos
pouca conexdo entre o que se ¢ visto na universidade com a pratica na sala de aula das

escolas, a dupla descontinuidade apontada por Klein (2009).

Para tentarmos estabelecer, na geometria, essa possivel concatenacdo proposta
por Klein, indicamos nossos outros dois trabalhos que complementam este primeiro
estudo fazendo uma discussdo com a Educagdo Basica e a Formagao de Professores.
Ambos foram apresentados neste evento. Um deles, Geometrias Euclidianas e Nao
Euclidianas: aspectos historicos e reflexoes sobre seu ensino, apresenta as notas de um
curso de Geometria Projetiva Plana, aplicagdes as geometrias euclidianas e ndo-
euclidianas, ministrado em um curso de formagdo de professores por Daniel Perrin
(2012). E o outro, As Contribui¢coes da Comissdo de Jean-Pierre Kahane para
as Reflexoes sobre o Ensino de Geometria na Educac¢do Basica e na Formagdo de
Professores, traz a discussdo sobre caminhos possiveis de se trabalhar essas geometrias,
seja na Educacdo Basica, seja na Licenciatura em Matematica. Nesse estudo, buscamos
embasamento teorico no relatorio francés da Comissao de Reflexdo sobre o Ensino das
Matematicas, coordenado por Jean-Pierre Kahane, conhecido como Relatério Kahane

(2000).
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Finalmente, ap6s esses trés estudos, entendemos que o Projeto de Erlangen de
Felix Klein ¢ uma proposta viavel para a Educagdo Basica, assim como a aproximacao

entre a universidade e a escola.
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