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Resumo:

Pesquisas nacionais e internacionais tém sido desenvolvidas, com o objetivo de
identificar as razBes para os altos indices de evasdo e repeténcia na primeira disciplina
de Caélculo. O objetivo desta pesquisa, desenvolvida no ambito do Projeto Fundéo
(IM/UFRJ), € investigar como se da a transi¢cdo do Ensino Médio para o Superior, e
empreender acbes para melhorar esses indices, a partir da analise de solucdes
apresentadas por alunos calouros de Engenharia numa universidade particular, na
disciplina de Calculo 1. O baixo desempenho nessa disciplina é atribuido, em geral, a
lacunas na aprendizagem de Matematica na Escola Béasica e a prontiddo para a
aprendizagem de Calculo depende de varios contelidos trabalhados nessa etapa, como
geometria, vetores e fungdes. Em geral, esses topicos sdo abordados de modo isolado,
sem conexao e com abrangéncia limitada. Os resultados indicam que as dificuldades na
transicdo para o Ensino Superior, em especial na disciplina de Calculo, podem ser
amenizadas por abordagens adequadas de alguns tépicos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Calculo; Transi¢do; Ensino Médio; Ensino Superior.

1. Introducéo

! Este trabalho contou com a colaboragdo dos demais membros do grupo de pesquisa: os professores
Bruno do Espirito Santo Batista, Jeanne Barros, José Alexandre Ramos Pereira, Magno Luiz Ferreira,
Rafael Felipe Novoa Vaz e os estagiarios Alan Junior Severo e Juliana Severino Mendonca.
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Esta pesquisa foi motivada pela observacdo das dificuldades apresentadas por
alunos calouros na primeira disciplina de Calculo, causando altos indices de reprovacgéo
e de evasdo (OLIVEIRA e RAAD, 2012). Nosso grupo, formado por professores de
Célculo e do Ensino Médio, resolveu desenvolver esta pesquisa, com 0s objetivos de
investigar como se da a transicdo do Ensino Médio para o Superior em relacdo a
aplicacdo de contetdos basicos para o Calculo e empreender acfes para diminuir tais
indices. A meta € a elaboragdo de material didatico para professores que atuam no
Ensino Médio, sugerindo abordagens adequadas para alguns contedos, tais como

funcles, vetores e Geometria, de modo a diminuir as dificuldades em Calculo.

Os estudos relatados a seguir mostram que ha uma preocupacdo nacional e
internacional em investigar estratégias de ensino que tornem mais amena a transicao

para o ensino superior, em especial, na disciplina de Calculo.

2. Revisao de literatura

Observa-se que grande parte dos problemas propostos na disciplina de Calculo
depende de uma representacdo visual adequada, como os problemas tipicos de
“maximos e minimos”, de “taxas relacionadas” e de ‘“area entre curvas”. Em geral, a
dificuldade dos alunos nesses problemas ndo é na aplica¢do do conceito de derivada ou
de integral, mas na sua representacdo geométrica e na identificacdo de relacGes entre as
grandezas envolvidas no problema ou os elementos da figura. Balomenos, Ferrini-
Mundy e Dick (1994) afirmam que muitos professores ndo percebem a conexdo da
geometria do Ensino Médio com a matematica do Curso Superior. Varios conceitos
fundamentais de Calculo sdo introduzidos por meio de figuras, como os conceitos de
integral definida, derivada, area entre curvas, maximos e minimos, e os problemas de
taxas relacionadas. Esses pesquisadores observaram que os alunos resistem ao uso de
estratégias geométricas e espaciais, embora seus professores enfatizem o uso de
diagramas na resolucdo de problemas de Calculo (p. 241). Essa resisténcia se deve,
provavelmente, a falta de dominio dos conceitos geométricos por parte dos alunos de
Célculo. Esses autores afirmam ainda que

0 verdadeiro desafio esta na habilidade de desenvolver uma

representacdo geométrica de situagbes fisicas a partir de uma
descricdo verbal complicada. Muitas vezes, a chave da solucédo
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consiste em resolver um problema geométrico em que o tempo é
“congelado”. (BALOMENGOS et al, 1994, p. 247)

Sarubbi e Soares (2009) investigaram as dificuldades na resolucéo de problemas
de taxas relacionadas, observando que para a compreensdo adequada de alguns
conteddos € necessario apelar muitas vezes para a algebra do ensino médio ou a
geometria do ensino fundamental. Assim, deficiéncias trazidas da algebra, da aritmética,
da geometria plana e espacial contribuem para o insucesso também em problemas no
ensino superior em disciplinas como o Calculo Diferencial e Integral (SARUBBI e
SOARES, 2009, p.4).

Outra pesquisa, desenvolvida por lIrias et al (2011), analisou as dificuldades em
Célculo Diferencial e Integral em uma turma de Licenciatura em Matematica. Esses
pesquisadores constataram, por meio da analise das avaliacfes e de entrevistas com 0s

professores, que as dificuldades dos alunos estédo em:
v Funcdes: na construcdo de graficos e na descricdo do dominio e da imagem;
v" Manipulacao algébrica;
v'Interpretacdo dos dados.

Nasser (2009) investigou o desempenho de alunos de Calculo no tracado de
gréficos, constatando que as dificuldades se devem, principalmente, a falta de
preparacdo prévia e sugere acdes que podem ajudar a supera-las, como o uso dos estilos
de aprendizagem dos alunos no desenvolvimento de estratégias de ensino apropriadas,
em particular, enfatizando exercicios sobre transformacdes de graficos. Nessa
abordagem, os alunos chegam ao grafico pretendido por meio de transformacfes nos
graficos basicos. Sdo mostrados exemplos de graficos de retas, parabolas e fungdes

envolvendo |x|, In x e ¢*,obtidos por esse processo.

3. Referencial tedrico

Analisando os desafios enfrentados por alunos ao iniciar os estudos em
Matematica avancada, Robert e Schwarzenberger (1991) apontam mudancas
quantitativas:

mais conceitos, menos tempo, necessidade de mais reflexdo, mais

abstracdo, menos problemas significativos, mais énfase em
demonstracBes, maior necessidade de aprendizagem versatil, maior
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necessidade de controle pessoal sobre a aprendizagem. A confusdo
causada pelas novas definigbes coincide com a necessidade de mais
pensamento dedutivo abstrato. A juncdo dessas mudancas
guantitativas gera uma mudanca qualitativa que caracteriza a transicao
para 0 pensamento matematico avancado (ROBERT e
SCHWARZENBERGER, 1991, p. 133).

Tall (1991) também aponta a falta de dominio do pensamento matematico
avancado como uma das causas para um resultado insatisfatorio dos alunos nas
disciplinas de Calculo, ao afirmar que “[...] a mudanca do pensamento matematico
elementar para o avangado envolve uma transicdo significativa: da descricdo para a
definicdo, do convencimento para a demonstracdo de uma maneira logica, baseada
naquelas defini¢oes.” (TALL, 1991, p.20)

Em sua tese de doutorado, Rezende (2003) afirma que as dificuldades em
Caélculo sdo de natureza epistemoldgica, requerendo uma preparacdo anterior ao inicio
dos estudos de Calculo. Ele sugere que um trabalho no Ensino Médio sobre a

variabilidade de fungdes pode facilitar a aprendizagem nessa disciplina.

A metodologia de analise de erros foi usada numa investigacdo sobre as
dificuldades na aprendizagem de Calculo, desenvolvida por Cavasotto e Viali (2011),
concluindo que “[...] o maior obstaculo enfrentado pelos educandos ndo estd nos
conteudos especificos do Célculo, mas sim nos conhecimentos da Matematica bésica,
estudados nos niveis Fundamental e Médio.”(CAVASOTTO e VIALI, p.15)

O conceito de funcdo, fundamental na aprendizagem de Calculo, tem sido tema
de estudos e pesquisas. De acordo com Caraca (1984), o conceito de funcéo esta ligado
a ideia de correspondéncia entre dois conjuntos. A funcéo é vista como uma busca da
compreensdo da ‘Realidade’, com suas caracteristicas fundamentais: a interdependéncia
e a fluéncia (p. 109). Isto &, a funcédo surge da necessidade de interpretar fendbmenos da
natureza, observar a interdependéncia entre duas grandezas e descrever regularidades.
Como exemplo, Caraga apresenta a variagdo quantitativa de espaco e tempo no

fendmeno da queda livre de um corpo no vacuo (CARACA, 1984, p. 126).

Even (1990) também observou dificuldades no dominio de fungdes em sua

pesquisa. Ela relata a dificuldade de futuros professores em decidir se

9(x)=

definicdo de fung¢do, um sujeito da pesquisa afirmou que ¢ uma funcao, ja que “hé uma

X, Sé X € um numero racional x n
¢ ou ndo uma funcdo. Checando com a

0, se X € um numero irracional
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imagem Unica para cada nimero” (p. 528). No entanto, na tentativa de tragar o grafico
dessa funcéo, esse futuro professor marcou alguns nimeros irracionais no eixo dos Xxe
esbogou uma parte da reta y = x com buracos.

Em relagdo as funcles, a diversidade de representacBes também impede o
dominio total do conceito. De acordo com Duval,

hd uma pluralidade de registros de representagdo de um mesmo
objeto, e a articulagéo desses diferentes registros é a condi¢do para a
compreensdo em matematica, embora varias abordagens didaticas ndo
levem em conta esse fato.(DUVAL, 2003, p. 31).

4. Metodologia

A investigacdo recaiu sobre a andlise de solucbes apresentadas por alunos
calouros de Engenharia numa universidade particular, na disciplina de Caélculo I. A
seguir, sdo apresentadas algumas solucdes extraidas de avaliagbes formais, que
exemplificam as dificuldades e erros mais comuns.

2) “Bertha Benz e a primeira viagem de automovel”
Leia mais sobre esse assunto em http://oglobo.globo.com/economia/bertha-benz-a-primeira-viagem
de-automovel-2871698#ixzz1ef)c8fL)

(...) Entusiasta das bicicletas e dos
motores, Benz acabou Inventando o
automovel... Sua mente genial bolou um
chassi tubular, um sistema de tragao e
pronto nasceu’ oPatent-Motorwager.. O
curioso é que, a menos de 100km de
distdncia e sem o conhecimento de Benz,
outro alemdo também avancava na
\ criagdo do automdével. Era _ Gottlieb
Daimler. S6 em 1926 é que as empresas
se uniriam, formando a Daimler-Benz,

O primeiro exemplar do Benz Patent
: Motorwagen, de 1886, hoje estd no
Deutsches Museum, em Munique. Depols,
ety g ok e R N vieram aperfeicoamentos, até que as
ik oS A T r «"ﬁ:.‘—’h vendas ao publico enfim comegassem, em
: g 1888.
Na primeira viagem de automével, iniclada em 5 de agosto de 1888, era Bertha Benz quem estava ao
volante em um veiculo que viaja para o Sul a 60 Km/h, e em um outro veiculo estava seu compatriota
Gottlieb, que se descolava rumo ao oeste a uma velocidade de 25 km/h., Suponhamos que as
velocidades se mantiveram constantes e que tenham partido do mesmo local (origem), a que taxa
estaria aumentando a distancia entre os veiculos duas horas apés a partida?

Figura 1 - Questdo aplicada numa turma de Célculo I, do 1° periodo de Engenhariadisciplina de Célculo I.

As solugdes dos 15 alunos que resolveram esta questdo foram assim divididas:
trés alunos deixaram a questdo em branco; quatro apresentaram uma solucédo
parcialmente correta; sete alunos erraram a questdo e somente um aluno acertou
completamente. Os 4 alunos que resolveram parcialmente a questdo representaram

corretamente o problema através de um desenho, identificaram as variaveis,
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correlacionaram-nas, derivaram e “resolveram” o problema. Entretanto, apresentaram

pequenos erros ao longo de seu desenvolvimento, como exemplificado na figura 2.

estaria aumenﬁandn a disténda entre os velculcs duas haras apds a partida?
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Figura 2 - Erro na representacdo do plano cartesiano
Dentre as 7 respostas erradas, podemos destacar 0s seguintes erros: ndo conseguir
representar, no plano cartesiano, a situacdo problema; representar o triangulo mas, nao
identificar as variaveis; representar o triangulo e as varidveis mas, por nao identificar
que se tratava de um triangulo retdngulo, ndo souberam como relaciona-las por meio do

Teorema de Pit4goras.

O problema a seguir foi objeto de um artigo de pesquisa com alunos de Calculo,
levantando algumas hipdteses a respeito das causas das dificuldades (SARUBBI e
SOARES, 2009). Esse mesmo problema foi aplicado em nossa pesquisa, como uma

questdodo exame final, realizado por 23 alunos.

4) Uma viatura de policia, vindo do norte e aproximando-se de um A
cruzamento em angulo reto, estd perseguindo um carro em alta
velocidade, que no cruzamento toma a diregao leste. Quando a viatura
estd a 0,6 km ac norte do cruzamento e o carro fugitivo a 0,8 km a | _¢o -
leste, o radar da policia detecta que a distancia entre a viatura e o
fugitivo estd aumentando a 20 km/h. se a viatura esta se deslocando a RtV
60 km/h no instante dessa medida, qual é a velocidade do fugitivo? 5

ﬂle-quQ ‘
y=06 |

Vi

Figura 3 - Questdo aplicada no Exame Final de Calculo I, adaptada de Weir, Hass e Giordano, (2009,
p.234).

No total obtivemos sete respostas erradas, duas parcialmente corretas e quatorze
respostas corretas. Dentre as sete respostas incorretas destacamos erros naaplicagédo do
Teorema de Pitdgoras e erros nas operacOes com numeros decimais, mostrados nas

figuras 4 e 5.
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Figura 4 - Erro na aplicagdo do Teorema de Pitagoras
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Figura 5- Erro nas opera¢des com numeros decimais.
Apesar dos erros basicos cometidos, o indice de acertos da questdo 4 do Exame
Final foi bem maior que o da questdo 2 da P2 (figura 1). Enquanto apenas um dos 15
alunos que fizeram a prova bimestral (6,7%) acertou essa questdo, 14 alunos acertaram
a questdo do Exame Final, o que corresponde a 60,9% dos 23 alunos que o realizaram.
Essa melhoria no indice de acertos pode ser justificada pela discussdo com a turma

sobre os erros cometidos na P2.

Em questes tipicas de taxas relacionadas, os erros causados por dificuldades
especificas da disciplina de Céalculo, em geralocorrem no célculo das derivadas ou pela
substituicdo de valores na expressdo antes de derivar. J& 0 estabelecimento de uma
equacdo relacionando as variaveis do problema depende de conhecimentos anteriores,
como a semelhanca de triangulos ou a aplicacdo de formulas ou de teoremas, como nos

problemas analisados.

Na resolugéo de problemas de maximos e minimos observamos grande nimero
de erros no estabelecimento da sentenca matematica que equaciona o problema, no trato
algébrico e no célculo de derivadas. A figura 6 mostra a solucdo de um aluno, que

cometeu erro ao equacionar o problema.
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{Jma caixa sem tampa deve ser construida de um pedago retangular de papeldo com dimensoes 8
T por 5 dm. Para isso, deve se retirar quadrados de lade x de cada canto e depois dobrar,
conforme mostra a figura. Expresse o volume V da caixa como uma fungao de x.

o ]
VB X :x/@— 1

*x©

o)
|
-

e
SN T

5 dm

Figura 6 — Erro ao equacionar um problema de maximos e minimos.

Por sua vez, o aluno que apresentou para o mesmo problema a solugéo da figura

7 escreveu a sentenca correta, mas errou na multiplicacdo para obter a expressdo da

funcéo.
W=t el /,, U e [ 2t ). _j‘-"»Lx’V,
\J= ,?‘(L)O (6’ K Wi 10 < 3/9_/’0‘/5;__};
\ ) / £ i A/{ 5 WA &
\U'= 12x= A2 X +40 > AL~ G x40 x
N=NdxE A u+db0 = O - Wl Ly ‘J,
—= rf%i - 70 () J:_()/ o X ‘,\‘_‘rj ‘l/‘/
\J (O\ E ") O"/‘/u
X - 2)\(_1.//3 =) P AT o
;/l\‘—‘é: Xlz"g— ' \J {uo‘)t ;; Ch /\,5/
,, B 7

Figura 7 — Erro na multiplicacéo de expressdes algébricas.

5. Recomendagdes para minimizar as dificuldades

Com base nas pesquisas citadas, na experiéncia e nos trabalhos ja desenvolvidos
pelo nosso grupo (NASSER, SOUSA & TORRACA, 2012), algumas a¢6es no Ensino
Médio podem ser destacadas como favoréveis a superagdo de obstaculos & construgéo
do conceito de funcdo e ao dominio do tragado de graficos, minimizando as

dificuldades.
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v 0 incentivo as habilidades com o trato algébrico, em particular as operacdes e
fatoracdo de expressdes algébricas, e o0 completamento de quadrados, necessario, por

exemplo, no célculo de limites e na translacdo de graficos (figura 8 a seguir).

v" 0 reconhecimento de padrbes em sequéncias de figuras, que constitui uma boa
prontiddo para o conceito de funcao, e pode ser explorado desde os primeiros anos
do Ensino Fundamental. Candido (2000) relata uma experiéncia propondo um
carater dindmico para o ensino de func@es. Inicialmente, a énfase € na familiarizacéo
com a variacdo de grandezas, observando a dependéncia entre as variaveis. A seguir,
numa segunda etapa, as atividades abordam a andlise e comparacgéo de varia¢fes, em
que as grandezas sdo diretamente proporcionais, inversamente proporcionais ou nem
direta nem inversamente proporcionais. A partir dai, passa-se a familiarizagdo com as
idéias que ddo suporte ao conceito de fungdo do 1° grau, com suas caracteristicas

algébricas e geomeétricas.

v a exploracdo de funcdes definidas por mais de uma sentenca, que contribui para
derrubar a crenga de que toda funcdo deve ser representada por uma expressdo
algébrica. Problemas praticos como o custo de estacionamentos, dependendo do
tempo de permanéncia, do imposto de renda a ser pago sdo exemplos representados
por funcbes definidas por vérias sentencas. Os alunos tém chegado ao Ensino

Superior sem vivenciar esse tipo de gréaficos.

v 0 tratamento das progressdoes como fungdes, cujo dominio é o conjunto dos
nameros naturais.Esta € uma recomendacdo do PCN/EM (1999, p.225) que é
reforcada na segunda versdo da Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2016),
ainda em discussao.Ainda no tépico de funcdes, é recomendada a idéia de relacionar

esse conceito com outros contetdos da Matematica e de outras Ciéncias.

v 0 uso de transformacdes no plano para chegar ao gréafico pretendido por meio
de translagdes e reflexdes nos gréaficos basicos. Os alunos devem ser incentivados a
tracar gréficos de funcbes afim e quadraticas usando transformacBes a partir dos

graficos bésicos de y = x e y = ¥

, respectivamente. A figura 7 mostra as
transformacdes aplicadas & parabola y = x*para obtencdo da parabola y = x* — 4x + 3.

E preciso completar o quadrado e expressar essa fungio pory = (x — 2) 2_1.
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Figura 8— Grafico obtido a partir de translagdes.

Ainda na disciplina de Célculo I, esse método também pode ser usado para
tracar graficos de funcdes envolvendo variagdes das fungbes y =Inxey = e*. Mais
adiante, em Calculo Ill, o0 mesmo procedimento pode ser usado com funcbes de duas
variaveis, para facilitar a identificacdo de paraboldides, cones, cilindros e esferas por

meio de transformagdes de superficies centrais basicas (NASSER, 2009, p.52).

v' 0 uso da tecnologia para a observagdo de modificacdes no tracado de graficos.
Perspectivas de melhoria do ensino—aprendizagem podem ser criadas com 0 uso de
softwares para visualizar graficos de funcdes (Torraca, 2005), tais como Excel, Derive,
Maple e Winplot. Além desses, podem ser usados 0 Geogebra e 0 Régua e Compasso,
de fécil aplicacdo. Por exemplo, os alunos podem ser desafiados a investigar o que

ocorre com o grafico da funcdo quadratica f(x)=ax”+bx+cquando sdo feitas
alteracdes nos coeficientes a, b e ¢, separadamente. Em particular, utilizando o Winplot,
é possivel tracar uma familia de funcdes da forma f(x)=x’+bx+1quando o
coeficiente de b varia no intervalo—4 <b <4. O lugar geométrico dos vértices dessa
funcdo quadratica quando b varia é uma funcdo quadratica da forma f(x)=—-x*+1,

que pode ser observada na figura 9.

Figura 9 — Lugar geométrico dos vértices do grafico de f (x) = x> +bx+1 quando o coeficiente b varia.
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6. Consideracoes finais

As dificuldades na aprendizagem de Calculo e em particular na aquisicdo do

conceito de funcgdes tém preocupado os professores, gerando vérias linhas de pesquisa.

As respostas de alunos as questdes de Taxas Relacionadas e de Maximos e
Minimos analisadas neste trabalho indicam que € consideravel o nimero de erros
devidos a contetdos referentes a Escola Basica. Como vimos, isso tem sido motivo de
estudos e pesquisas nacionais e internacionais. As conclusdes apontam solugées a curto
prazo, no sentido de preencher as lacunas na aprendizagem de Matematica basica por
meio de disciplinas que antecedem ou sdo concomitantes com a introducéo ao estudo de
Calculo. No nosso ponto de vista, isso ndo basta. E preciso desenvolver acdes que
gerem a prontiddo para o estudo de Célculo ao longo do Ensino Médio. Os alunos
devem explorar exercicios envolvendo a modelagem de problemas, com a analise das
variaveis envolvidas e sua relacdo. Outro aspecto importante é a visualizacdo de solidos
geométricos, com analise dos elementos que aparecem em suas secdes transversais e
interse¢des, que podem facilitar a resolugdo de problemas de maximos e minimos. A
Geometria Analitica também pode preparar para a representacdo e visualizagcdo das
situagdes, como no caso dos problemas analisados neste trabalho. A falta de
interpretacdo correta das informacgdes fornecidas pelos enunciados dos problemas
apresentados é outro fator que pode ser minimizado por um trabalho adequado ao longo
da Educacdo Béasica. Como desdobramento desta pesquisa, pretendemos desenvolver
um material de apoio para professores de Matematica do Ensino Médio, com o enfoque

dos livros de Calculo .
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