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TRANSICAO COMPLEXA DO pALCULO TCC: ENGENHARIA DIPATICA PARA AS
NOCOES DE SEQUENCIAS, SERIES E SERIE DE POTENCIAS

Complex transition of calculus: Didactical engineering for the notions of sequences,
series and power series

Resumo

O presente escrito apresenta a concepcao e
a descrigao das duas fases iniciais (analises pre-
liminares, anélise a priori), com relativa énfase a
concepcao de situagoes didaticas, num contexto
de transigao académica. A referida transigao diz
respeito ao contato preliminar, com a teoria das
funcgoes na variavel real e, apds algum tempo,
com o estudo das fungdes na variavel complexa.
Assim, de modo particular, o trabalho discute
uma perspectiva de ensino, afetada pela Teoria
das Situagoes Didaticas (TSD), para o contetdo
de sequéncias, séries e séries de poténcias de
nameros complexos. Dessa forma, ao adotar o
design de investigagdo proporcionado pela En-
genharia Didatica (ED), o trabalho visa indicar
uma abordagem que busca enfatizar um papel
privilegiado para a visualizagdo, oportunizando,
assim, melhor compreensao por parte dos estu-
dantes no locus académico.

Palavras-chave: Sequéncia. Séries e Séries de
Poténcias. Engenharia Didatica. Visualizacao.
Ensino.

Abstract

This writing presents the design and des-
cription of the two early stages (preliminary and
a priori analysis), with emphasis on the design
of teaching situations, in a academic transition
context. The mentioned transition with regard
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to the preliminary contact with the theory of
functions in one real variable and, after, some
time to the study of functions in complex varia-
ble. Thus, in particular, this paper discusses a
teaching perspective, affected by the Didactical
Theory Situations — DTS, relatively the subject
sequences, series and power series in complex
variable. Thus, by adoption of the research de-
sign provided by the Didactical Engineering — DE,
the work aims to indicate an approach that seeks
to highlight a privileged role for the visualization
and, in this way, providing a better understan-
ding to the students in the academic locus.

Keywords: Sequence. Series and Power series.
Didactical Engineering. Visualization. Tea-
ching.

Introducgao

Reconhecidamente, o periodo de estudos
académicos envolvendo os contetidos de Ma-
tematica proporciona uma série de entraves e
dificuldades aos estudantes. Alguns assuntos,
diante da escassez de trabalhos e investigagoes
no ambito do seu ensino e da sua aprendizagem,
merecem atengdo e uma vigilancia constantes,
apesar do contraste entre a grande quantidade
de investigacdes, no campo da Educagdo Ma-
tematica, interessados no ensino do Célculo,
no primeiro ano de estudos académicos, que se
contrapoe ao carater de aparente oblivio relativo
ao ensino do Célculo na variavel complexa ou
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de Analise na variavel complexa, que segue,
inexoravelmente, nos anos subsequentes.

Assim, declaramos nosso interesse parti-
cular e manifestamos uma perspectiva didatico-
metodolégica relacionada aos contetidos de
Anadlise Complexa (AC) e que, grosso modo,
exigem dos estudantes a dedicagdo aos estudos
envolvendo a teoria das fungoes na variavel real
e, num intervalo de alguns anos, o estudo da
teoria das fungdes na varidvel complexa. Com
0 escopo de assinalar a natureza das relagoes
envolvendo a transigao para AC, exemplificamos
o caso das nocdes de sequéncias, séries e séries
de poténcias que desempenham papel fundante
no referido corpus tedrico.

Abaixo, pontuamos a mudanga notacional
envolvendo a nogdo de sequéncias de ntimeros

reais para a nogao de sequéncia de nimeros com-
plexos (Figura 1). Logo em seguida, identificamos
a nogao de séries de nameros reais que admitem
sua generalizacdo quando estudamos a nogao de
séries de nimeros complexos. E, na tltima im-
plicacdo '="', quando escrevemos Za"(x—xo)”,

n=0
fazemos referéncia a uma série de poténcias, na

variavel real. E, algum tempo depois, os estu-

dantes entram em contato com as nogoes que

indicamos por Zan(z—zo)” (série de Taylor) ou
n=0

Zan(z—zo)"[série de Laurent) (ver Figura 1). O

—0

fato é que o periodo temporal (indicado pelas
alteragoes notacionais) pode estender-se por al-
guns anos e proporcionar um extenso repertoério
de novas exigéncias aos estudantes.

Figura 1 — Quadro sistemético envolvendo a mudancga notacional no caso de sequéncias, séries e
séries de poténcias.
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Fonte: o autor.

Com origem em uma apreciagdo agodada,
poderiamos inferir que a tnica mudanga sig-
nificativa notacional na Figura 1 envolve, tao
somente, a substituigao da letra “x” pela letra
“z”. O que nao se mostra evidente se insere num
bojo de intimeras alteragoes, em decorréncia
da introdugao da varidvel complexa. Nesse
sentido, exemplificamos o expediente utilizado
por Lederman (1960, p.49) com o escopo de
realizar uma descricao geométrica da nocao de
convergéncia de uma sequéncia de nimeros
complexos.

Assim, com origem na Figura 2 (ao lado
esquerdo), podemos estabelecer um pensa-
mento comparativo sobre o uso da tecnologia

no ensino de AC, quando relacionamos aos
significados conceituais dinAmicos no cenéario
de aprendizagem da Figura 2 (ao lado direito).
Nele, comparamos o comportamento grafico-
numérico da nogéo de séries de niimeros reais
com alguns produtérios (ALVES, 2012), por
intermédio da previsao dos valores numéricos
assumidos por suas respectivas reduzidas. As-
sim, patenteamos o papel da tecnologia com a
fungéo de proporcionar um entendimento néo
estatico (BOSCHET; ROBERT, 1983; ROBERT,
1984), maior e globalizante sobre uma profusao
de mudangas e alteragoes (ver Figura 2, lado
direito), que exigem do nosso entendimento, no
cendrio que apreciamos na Figura 2.
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Figura 2 — Ledermann (1960, p.36) descreve o comportamento (estatico) de convergéncia de uma
sequéncia de nimeros complexos e, ao lado direito, Alves (2012, p.4) discute o comportamento
(dindmico) gréfico-numeérico de séries e produtérios de Numeros Reais.
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Para concluir, acentuamos o pensamento
de Lederman (1960, p.44), que orienta como
adquirir um entendimento geométrico para uma
sequéncia de complexos (z,) _, convergente.
Ele sugere plotamos os pontos no plano e, em
seguida, avaliar o comportamento dos médulos:
|z, —c —cl,....|z, —¢|,...Oque, namaioria
dos casos, se mostra tarefa fastidiosa e impratica-
vel caso negligenciemos a tecnologia atual.

No préximo segmento, trazemos alguns
elementos ou tragos essenciais para uma pro-
posta de Engenharia Didatica (ED).

)12, —¢ls|z, e

Engenharia Didatica (ED)

Reparemos que, ao final da segdo anterior,
assinalamos o pensamento de Ledermann (1960,
p-44) que, na verdade, expressa uma preocupagao
com o contetido a ser compreendido por outrem.
Diante desses argumentos discutidos e outros
que doravante apresentaremos, demarcaremos a
seguinte problemaética: no estudo de sequéncias
de ntiimeros reais (e complexos), séries de nime-
ros reais (e complexos) e de série de poténcias,
um ensino académico que tende a enfatizar, tao
somente, os aspectos légico-formais envolvidos,
pode proporcionar um entendimento de cunho
restritivo aos estudantes (DANENHOWER,
2000). Tal problemética suscitara, doravante,
uma questao de ordem investigativa.

Douady (1993, p.3) assinala que “todo
o trabalho de construgao, anélise e previséo,
repousa sobre um questionamento didatico”.
Antes de prosseguirmos, cabe pontuar que nao
temos a pretensdo de responder (confirmar ou re-
futar) (ALMOULOUD; COUTINHO, 2008, p.64),
de modo empirico, qualquer questdo de ordem
investigativa. Entretanto, formulamos o seguinte
questionamento: como descrever situagoes de
ensino, relacionadas com as nogoes de sequén-
cias, séries e séries de poténcias, de maneira que
a visualizagdo ocupe fungéo privilegiada, tendo
como énfase seu ensino?

Do ponto de vista do design de investiga-
¢do adotado, assumimos a sistematica prevista
pela ED (ARTIGUE, 1995; 1996; 2009; MARGOLI-
NAS; DRIJVEERS, 2015). Oriundo de uma vasta
tradicao académica da vertente francéfona (ARS-
LAN, 2005; ARSLAN; LABORDE, 2003; BLOCH,
2006; DOUADY, 1995a; 1995b; LABORNE, 1997;
MARGOLINAS, 2005; PERRIN-GLORIAN, 1992;
ROBERT, 1983), de maior profusao nas décadas
de 80 e 90, sabemos que a concepgao de pesquisa
em Engenharia Didatica (ED) compara a forma de
trabalho didatico do professor com a maneira de
trabalho do engenheiro que, para realizar proje-
tos, se apoia sobre conhecimentos cientificos de
seu dominio (ARTIGUE, 1996; LABORDE, 1997).
E, no que concerne aos momentos ou fases da
investigagdo, distinguimos: as analises prelimi-
nares, anélises a priori, a etapa da experimenta-
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¢ao e introdugado ao movimento de todo o aparato
metodolégico construido, validagdo e analises a
posteriori. Por outro lado, restringir-nos-emos aos
primeiros dois momentos previstos por Artigue
(1996), qual sejam, as andlises preliminares e a
anélise a priori.

Para concluir a presente segao, podemos
vislumbrar a relevincia dessa perspectiva sui
generis de analise e investigacdo dos problemas en-
volvendo o binémio ensino-aprendizagem, quando
observamos Brousseau ao mencionar que

[...] o mateméatico ndo comunica
seus resultados sob a forma que
ele os encontra; ele os organiza,
ele os fornece de uma forma mais
geral possivel, ele desenvolve uma
‘didatica pratica’ que consiste em
colocar o saber sobre forma comu-
nicdvel, descontextualizada, des-
personalizada e destemporalizada.
(1989, p.14)

Entretanto, no 4mbito do ensino, depa-
ramos um carater antagonista (MARGOLINAS,
1995, p.343) ao fato indicado no excerto anterior.
Com efeito, na frente do ensino, registramos um
trabalho no sentido inverso, posto que o profes-
sor devera recontextualizar e repersonalizar o
saber cientifico, isto é, realizar uma transposi-
¢ao didatica (CHEVALLARD, 1991) eficiente e
planejada.

Analises preliminares

Dois elementos devem ser evidenciados
nessa etapa, de acordo com Almouloud (2007,
p-172), a saber: (i) estudo da organizagdo mate-
matica; (ii) anélise didatica do objeto matematico
escolhido. No que concerne ao item (i), de modo
standard, no contexto académico, no contexto
da teoria das fungdes em uma variavel real, os
estudantes deparam o contetido de sequéncias de
numeros reais e séries de niimeros reais. Tais ob-

jetos sao denotados, respectivamente por (x,) _,

e Zx". E, no d4mbito da transigao para a teoria

n=0
das fungdes na variavel complexa, registramos
a generalizagdo da nogdo de série de poténcias
na varidvel real e, logo em seguida, na variavel
o0

complexa que denotamos ainda por Z a,(x—x,)"
n=0

e Zan(z—zo)”, respectivamente. Ainda no ponto
n=0
de vista da organizagdo matemaética do objeto,

encontramos a nogao de produtério de ntme-

ros reais, a qual admite a generalizagdo quando

passamos a lidar com ntmeros complexos e
e o0

podem ser denotados por Hx,, e HZ,,, respec-
tivamente. =0 =0

No que concerne ao item (ii), para o seu
entendimento ao decurso de uma ED, assinala-
mos um entendimento do ensino atual do objeto
de interesse sem perdermos de vista que a orto-
doxia hodierna que deparamos no ensino acadé-
mico, que tende tornar hegemonica a abordagem
estruturante (BRIDOUX, 2012; CHAVEZ, 2014;
CHOQUET, 1963) e formalista, possui raizes nas
décadas passadas, sob influéncia bourbakiana
(MARGOLINAS, 2005).

Nesse sentido, recordamos um estudo de
ED, proposto por Robert (1984), com o intuito de
identificar as concepgoes dos estudantes univer-
sitarios, no primeiro ano de academia e contato
com a nogao de sequéncias numeéricas. Dessa
forma, sublinhamos duas concepgoes identifi-
cadas, de modo predominante, pela autora, a
saber: (a) “representagoes dindmicas” sobre a
nogao de convergéncia da nogdo de sequéncias
numéricas; (b) “representagoes estaticas” sobre
anocdo de convergéncia da nogao de sequéncias
numéricas.

As primeiras sdo descritas pela autora
como agoes que envolvem representagoes de
“convergéncia”, “aproximacao” e, essencialmen-
te, como mencionado, em termos de agao. De ou-
tro modo, as representagoes estéaticas envolvem
representagoes da lingua natural e a definigao
formal de convergéncia.

Andlise a priori

A presente etapa, seguindo o procedimen-
to standard das investigagbes dessa vertente,
busca responder as questoes levantadas. Por
intermédio de um apelo mnemonico, Brum
e Schuhmacker (2013) indicam os elementos
essenciais da fase atual, uma vez que “o pesqui-
sador deve elaborar e analisar uma sequéncia
de situagbes-problema” (ALMOULOUD, 2007,
p.174). Ademais, “as situagdes-problema devem
ser concebidas de modo a permitir ao aluno agir,

86

EMR-RS - ANO 17 - 2016 - nimero 17 - v.1




expressar-se, refletir e evoluir por iniciativa pro-
pria, adquirindo assim novos conhecimentos”
(ALMOULOUD, 2007, p.174).

Manifestamos, pois, um profundo interes-
se pela “determinacao e selecdo dos elementos
que permitem os comportamentos dos estudan-
tes e seu significado” (ARTIGUE, 1995, p.45).
Por tal via, de modo sistematico e seguindo a
tradigdo dos estudos dessa vertente, patenteamos
uma parte descritiva e outra parte preditiva do
presente aparato conceitual. Ademais, na ana-
lise a priori buscamos conceber “uma anélise
de controle dos significados” (DOUADY, 1995,
p-44). Dessa forma, no que concerne a concep-
¢do, estruturacao e planejamento das situagoes,
na perspectiva de um carater de complementa-
ridade, largamente explorado em Didatica da
Matematica, adotaremos a Teoria das Situagbes
Didéaticas (TSD) (BROUSSEAU, 1998), como
metodologia de ensino. Ademais, temos um
interesse semelhante ao descrito por Laborde
(1995), ao evidenciar e sintetizar a perspectiva
desenvolvida por Artigue (1984) em sua tese,
quando comenta:

Como evidencia em seu resumo
Artigue (1984), no inicio de sua tese,
o subsistema saber-aluno foi larga-
mente estudado, desde o inicio da
investigacao, por meio de trabalhos
consistindo dos alunos com tare-
fas cuidadosamente concebidas e
modelizados seus procedimentos.
(LABORDE, 1995, p.100)

Por fim, na etapa da andlise a priori, de
acordo com as caracteristicas de cada situacao
proposta, podemos prever o comportamento
dos alunos, o que se coaduna com o que prediz
Artigue (1995).

Construcao e concepgao de situacoes

De maneira semelhante ao destacado
por Artigue (2008, p.4-5), em nosso caso, 0 uso
da ED e da TSD, na fase de experimentagao,
deve proporcionar uma pratica controlada na
intervencgado em sala de aula, de modo que, o
pesquisador-professor, em consonancia com
as varidveis microdidaticas (responséaveis pela
organizagao da sequéncia) eleitas nas duas fases

EDUCA(_;AO MATEMATICA EM REVISTA - RS

iniciais da ED, consiga predizer as reagoes dos
aprendizes e interpretar os sentidos produzidos
pelo grupo controle.

Ademais, recordamos que, num processo
de ensino, “o professor coloca em jogo um meio
relativamente ao qual o aluno deve interagir. Tal
interacao é produtora de conhecimentos” (MAR-
GOLINAS, 1995, p.344). E, ainda, em todas as
fases dialéticas previstas pela TSD, registraremos
a presenca do professor, no sentido do reinves-
timento necessério para o progresso da situagao
didatica (BROUSSEAU, 1986; 1988; 1998).

Situagdo didatica I: decidir o comporta-
mento de convergéncia/divergéncia da seguinte

@+mf
.

Comentéarios: os alunos deverdo reconhe-
. 2
(3 + m) . 9-n’ 6 .
2 =X, + w, = 2 + - L
n n n

parte
imagindria

sequéncia de nimeros complexos z, =

cer que z, =

parte
real

Dessa forma, a atividade de produgao de con-
jecturas, com arrimo da construgio do software
GeoGebra, devera estimular o entendimento do
comportamento de convergéncia/divergéncia dos
termos que correspondem a parte real, bem como
os termos que correspondem a parte complexa
(concepgao dinamica sobre a nogao).

Situagdo de agdo. As relagoes e os signi-
ficados matematicos devem ser depurados na
etapa inicial, na medida em que uma linguagem
compreensivel por todos deve ser mobilizada
(ALMOULOUD, 2007, p.38). Isso posto, de
inicio, o professor deve estimular os estudantes
na investigagao e visualizagdo correspondentes
aos dados exibidos na Figura 3. Com origem na
mesma, ao lado esquerdo, os estudantes devem
perceber o comportamento de decrescimento de
dois conjuntos numéricos. O primeiro, na cor
azul, foi designado no software GeoGebra por

(ny,)= n,éjele. E, na cor vermelha, ainda
n

ao lado esquerdo, na mesma figura, definimos

2
os pares ordenados (1,X,)= [H,g—zn] e IR?,
paran 1. "

Nao por coincidéncia, os valores numeéricos
assumidos nas ordenadas devem corresponder a
parte real e a parte imaginaria da sequéncia de
numeros complexos que indicamos ha pouco por
z, :M=xn+[y” :[9_,”2 + é i

n- n- n

parte
imagindria

Ora, num

parte
rea
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conjunto de saberes familiares aos estudantes,
2

=lim%—1=—leque

n—w 1

podem inferir que lim

n—o pn

a reta y=-1 (na cor verde clara) constitui uma

assintota horizontal ao comportamento numérico
da sequéncia anterior.
Pelo mesmo motivo, devem ser conhece-

dores de resultados fundamentais, como lim 5 =0,

n—© p

e, dessa forma, o eixo real constitui outra assin-
tota ao conjunto numeérico dos pontos (do plano)
de sua parte real.

Por outro lado, na Figura 3, ao lado di-
reito, os estudantes deverao perceber que, para
valores grandes, de indices naturais, prevemos
o comportamento de convergéncia/aproximagao
de certos vetores (na cor azul), que seguem de-
terminada trajetoria no plano. Devem identificar
ainda que o conjunto desses vetores tendem,
paulatinamente, a se “acumular”, consoante a
diminuigao progressiva de seus comprimentos,
cada vez mais, tornando-se proximos do vetor
z =—1+i0.

Figura 3 — Com o uso do software Geogebra, visualizamos o carédter de convergéncia de sequéncias e
séries de Numeros Reais e Complexos.
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Situagao de formulacao. De acordo
com a descricdo fornecida, eles devem tomar
. 2
(3+m) _9+6in—nz_9—n2 6
— = =
n

z,=X,+iy, = 5 —+i— €, CO-

n n n
nhecendo umaregra operatéria de limites, escrever:

2 2

. . . . 9-n" .. .6 .
limz, =lim(x, +iy,) =lim———+limi—=lim
e o p

n—w

- ... 6
s—+ilim——

no>w op o oo p n—>o p

—1+i0 =z. Nao obstante, vérias regras operacio-
nais ou teoremas podem ser mobilizados sem
que os estudantes saibam justificar a validez de
suas decisoes e agoes!

Situagdo de validagdo. Nessa fase, num
contexto do “debate da certeza das assergoes”
(ALMOULOUD, 2007, p.40), os dados produ-
zidos com origem nas interagoes dialéticas dos
estudantes da fase anterior, com as informagoes

e inferéncias empregadas a fim de obter a cer-
teza das relagoes estabelecidas. Desse modo,
o papel do professor pode atuar no sentido de
conduzir os aprendizes a observarem que o
modelo computacional se mostra fidedigno ao
modelo matematico formal e, em dependéncia
da evolugdo do grupo, demonstragoes das pro-
priedades mobilizadas na fase anterior podem
ser apreciadas e revisitadas.

Situacdo de institucionalizagdo. Nesse
momento, de modo mais visivel, o professor
deve assumir o papel proeminente na fase atual
(ALMOULOUD, 2007, p.42), uma vez que a
determinacao da forma e do contetido do saber
para o qual ele tenciona aderir um determinado
estatuto oficial institucionalizado. O diferencial,
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nesse caso, diz respeito ao fato de que os conhe-
cimentos formais mobilizados e as concepgoes
adquiridas, através das relagoes estabelecidas
com o software (ver Figura 3), deverao constituir
o patrimonio local do grupo de estudantes, que
envolveu a elaboragdo de um saber pelo grupo.
Situagdo didatica II: decidir o comporta-
mento de convergéncia/divergéncia da seguinte
i (=1)"+cos(n6)i

série de niimeros complexos >
n

para 0<0 <2m,

Comentarios. os alunos deverao reconhe-
(=1 +cos(n6)z (- 1) < cos(n0)
> -3 . 3ol
Ademais, quando o aluno se encontra em uma si-
tuagao-problema, é necessério que “ele manifeste
certa ideia sobre tal situagao” (HOUDEBINE,
1991, p.2). Em nosso caso, as construgoes propos-
tas com o software devem catalisar a produgdo
das ideias que ensejamos colocar em jogo.

Situagdo de agao. E esperado que os

< (-1 < cos(n0)
alunos reconhegcam que z( A Z n(z ) i
n=1 n=1

parte parte
real imaginaria

Logo em seguida, com recurso na Figura 3,
poderemos proporcionar ao estudante uma
apreciacgao, de cada parte separada, da expressdo

cerque

EDUCACAO MATEMATICA EM REVISTA - RS

anterior. Com efeito, quando considerarem a sé-
1

, poderdo notar que suas reduzidas,

de ordens particulares, tendem a assumir valores
decrescentes (vetores na cor amarela).

De modo similar, quando considerarem a

cos(n®
parte imaginaria, designada aqui por z%,

n=1

com a variagdo 0 <6 <2n, devem assumir varia-
¢ao de diregoes cada vez menores (vetores na
cor azul).

Assim, quando os alunos passam a consi-

derar a soma ) (_12) Z cos(mb);
n=l N

2
n

1, sua natureza
n=l1

geométrica devera ser alterada, ao passo que,
nesse momento, com origem no lado direito
das Figuras 4 e 5, passam a lidar com vetores
(na cor amarela e na cor azul). Por outro lado,
cabe advertir que “o aluno nao buscara realizar
uma representagdo a mais complexa possivel.
Ao contrério, aplica um principio de economia
[...]” (HOUDEBINE, 1991, p.7). Assim, cabe ao
professor estimular a produgéo e mobilizagao de
representagoes adequadas e adiar o principio da
economia para as fases ulteriores!

Figura 4 — Com o uso do Geogebra, visualizamos e comparamos os padroes na variavel real (lado
esquerdo) com a variavel complexa (lado direito).

Arquivo Ediar Exibir Opcdes Femamentas Janela Ajuda

[R] AL D OUON 4N rec =2 &)

v Janela de Visualizacdo XA | v Janela de Visualzagdo 2 X
| Iac~ it ce
(121,0.15)
02 +0o0
! Z (- l Z cos(nh) ;
° n2
0 ° [ ] o PY n=0 n=0
o 1 3 é 5 L L J v
+oC
5 cos(nb)
ngo n? /\ )
04 S Parte Imaginaria 2 3 \-/ 5 v 7 ..?"
08 Parte Real
1 ; 82235
28 _._
-
IR’ C
> ° 227019
Entrada (C)

Fonte: o autor.
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Figura 5 — Com o uso do Geogebra, visualizamos o “rastro” de convergéncia de séries de ntimeros
complexos na fase de agao.

o SERIES_TCCgab - oIEd
Arquivo Editar Exider Opgdes Femamentas Jamela Auda Envar.
A . ‘ e g 2N\ a-2 -
- AN 3 PE OO L\ asc) 222 |
- 2 de Visuaizac3o X | v Jasels de Vissalizagio 2 X
aC~ | |rc~
- 0553 %)
o
o
o ° F 9
° L J A4 O
. o
+oc
22 cos(nB)
3
n=0 n
o4 5 Parte Imaginaria - v
oe Parte Real
°
-]
°
e=e
T IR’ o
»

Enfracx

Fonte: o autor.

Situagao de formulagao. Com arrimo nas
+00 _] n
representagdes que indicamos por ;€

i cos(n0) n=l

5, 0s alunos deverao empregar os testes
n

n=1
de convergéncia usuais, no contexto da variavel

00 _1n

real. Ora, no caso da série 2 ,—5—, os sujeitos

n=1

devem distinguir seu termo geral @, = — e inferir
n

l n—w
que a, =——>0.
n

Devem compreender que a expressao
correspondente (1), faz com que o resultado do
valor numérico final das reduzidas (ver Figura
5) ora assumam valores positivos, ora assumam
valores negativos, isto é, percebem o caréter
oscilatério em seu valor numeérico. Todavia,
tal carater oscilatério tende, gradativamente a
diminuir (ver rastro dos vetores na Figura 5, na
cor amarela).

Com origem em uma apreciagdo agodada,
poderiamos inferir que a Gnica mudanga sig-
nificativa notacional na Figura 1 envolve, tao
somente, a substituicao da letra “x” pela letra
“z”. O que nao se mostra evidente se insere num
bojo de intimeras alteragoes, em decorréncia da
introdugdo da variavel complexa. Nesse caso, o

professor conduz os estudantes em comparar as
propriedades geométricas e numéricas envolven-
do as Figuras 4 e 5. Nelas, temos um “cenario de
visualizagao” que correlaciona o comportamento
na variavel real e na variavel complexa. Ademais,
entre os teoremas que garantem a validez da
operacionalizagdo requerida na presente fase,
podemos mencionar o teste para séries alternadas
de Leibniz e as condigées de convergéncia para
um série geométrica que podem ser consultadas
no compéndios de Anélise Real (LEBL, 2011;
GRAY, 2015; TASCHNER, 2005).

Situagdo de validagdo. Nessa fase, num
contexto do “debate da certeza das assergoes”
(ALMOULOUD, 2007, p.40), os dados produ-
zidos com origem nas interagoes dialéticas dos
estudantes, com as informacoes e inferéncias
empregadas na fase anterior, deverdo reforgar
as relagbes conceituais entre o modelo mate-
matico formal e as estratégias escolhidas pelos
aprendizes. Ademais, os argumentos de ordem
formal e de ordem heuristica devem constituir
um conjunto de elementos a serem apreciados na
fase de institucionalizagao da situagao II.

Situacdo didatica III: decidir o com-
portamento de convergéncia/divergéncia da
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+0 ]
série Zz—ncos(nz). Ademais, no caso de sua
n=1

convergéncia, indicar uma funcao analitica
f(2)=u(z)+iv(z)= u(x,y)+iv(x,y) que podera ser
definida a partir da mesma.

Comentarios: espera-se que os alunos conhe-

f 1 _ COS( ) ein: +efin: ein: . 1

cam a formulagao nz)=———=—— —
2 2 2e™

e, assim, devem efetuar a decomposigao

< 1 +o0 ein: 1
—cos(nz)=» —(—+—
"Z:,:z" (nz) "Z::zn ( 2 g™ ). Por outro lado,

o comportamento da referida expressdo podera

ser relacionado com o comportamento da série
+0 1

geometrica o
n=|
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Situagdo de agdo. O apelo preliminar
deveré ser apoiado nas construgoes dinamicas
que exibimos nas Figuras 6 e 7. Com efeito, vi-
sualizamos uma faixa (em 2D), na cor amarela.
Outrossim, existe um ponto complexo moével
(na cor verde, Figura 7). Por outro lado, ao lado
esquerdo, proporcionamos ao estudante uma
apreciagdo do comportamento numérico da se-

n—mw

quéncia de ntiimeros reais x, = > 0 e da série

hacd n—w
geométrica correspondente » —— 1.

n=1

Figura 6 — Com o uso do software Geogebra, visualizamos o carater de convergéncia de séries de

poténcias numa “faixa”

Aoqsv Edtx Exdr Opgles Femamentas Janela Apca

s} GeoGebra

de cor amarela no plano.

y=-In(2)

AMAAVIDA OO U\ frech 24 3
Cv -
400
2 b 1
ya }IF=
- on
A=l...0000000001 1
°
L ]
o
°l y=In(2)
o
as Faixa de Convergéncia
1
.
°
® 2 o o o
< < 1 = .
a2 >
IR - >

Fonte: o autor.

Assim, ao lado esquerdo, na Figura 6,
constatamos que o comportamento das con-

tribuigcbes numeéricas de x, = S+ para 1<n<20
tende a decrescer e, no infinito, seu comporta-

mento tende, “aparentemente”, a zerar. Ademais,
quando os estudantes considerarem a série de
+0

, . 1 - .
numeros reais Z§7 poderao relaciona-la com a

n=|

+00 1
série inicial z > cos(nz) =. Por outro lado, quando
n=1

realizarem uma exploragao do respectivo compor-
tamento, na fronteira (ver Figura 7) ou distante da
faixa amarela (em 2D), devem perceber que o vetor
resultante (na cor rosa) das reduzidas particulares
tomadas nessa construgéo tende a aumentar, desor-
denadamente. Tal comportamento qualitativo deve
estimular seu entendimento quando ha divergéncia
das correspondentes séries de poténcias.
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Figura 7 — Com o uso do software Geogebra, visualizamos o caréter de divergéncia de uma série de
poténcias no plano.
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a2 2 | y=—In(2
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® . 2 o o o o 24
2 1 e ° © < » =
2 . F=-15843 C
IR > —&#—— | COMPRMENTO=810578

Fonte: o autor.

Situacdo de formulagdo. Segundo Al-
mouloud (2007, p.38), uma das caracteristi-
cas dessa fase reside em “criar um modelo
explicito que pode ser formulado com si-
nais e regras comuns, ja conhecidas ou no-

., . +o0 1
vas”. Reparemos, assim, que Zz—ncos(nz)z

n=1
/m
1 1 &

— lm - —m: . A _
;2;1( 2ein:) 2"]2n z §

sim, poderao escrever alnda que

+o0 1 1 +o0 eiz " 1 +90 e*iz "
i J— — _ - A -
; X cos(nz) 5 ; 5 + 3 ; 5 par

tir dessa constatagao, deverdao efetuar uma
anéalise individual do comportamento de cada
série de poténcias. Ora, no tocante ao proce-
+00. iz
e

dimento de andlise da expressdo EZ ENE
n=|

quando comparada ao comportamento da
série geométrica, devem identificar a condi-
iz ‘e i(x+iy)

- e
cao > <l

<l.e?= ’e’“’" <2. Ou

2

seja eterminam a regiao do plano complexo

e’<2e y>-In(2). E, pelo mesmo motivo, no
40 —iz

caso da parcela z ¢ , os estudantes de-

n=1

verdo encontrar a condigdo de convergéncia,
—iz
e
dando conta que |—
e’<2 e y<iIn(2),

<1 e, decorrera ainda que

Situacao de validagdo. Finalmen-
te, a partir da constatagdo da convergén-
cia da série de poténcias anterlor restara

1
aos estudantes verificar que Z—cos(nz)—

" n=1

. < 1
,,Z Zﬂ;:l 2| L2t |_Lf 8 ) L e )
2450 2 2 e | 2 1 2(2-¢€") 2(2-€"
1-— -
2 26"
1 Ze —1+2e™" -1 ! Z(e +e")— 2_1 4cos(z)-2  2cos(z)—-1
)

= = Sy <in2)
7 4-2¢" 241 2 5- 2(e” +e” 2 S5-4cos(z) 5-4cos(z)

Assim, para responder ao questionamento
anteriozr, o(s )al}mos deverao tomar a funcéo
cos(z)—
f@= 5—4cos(z) ein@
. Nessa regiao, deveremos garantir a boa defi-
nigao da fungao anterior. Assim, com o uso,
numa perspectiva de complementaridade do
CAS Maple, podemos fornecer aos estudantes
a seguinte decomposigdo da fungado anterior
f2)= 2cos(z)-1
5—4cos(z)
nesse caso, suas partes real e imaginarias devem
ser indicadas por:

na regiao z=x+iy,

=u(z)+iv(z) =u(x,y)+iv(x,y) e,
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uey) =-2eostx)cosh(y) = (5 - dcos(x)cosh(y) 8sen(x) senh(y)’

(5—4cos(x)cosh(y)’ +16sen(x)’ senh(y)’) (5—4cos(x)cosh(y)’ +16sen(x)’ senh(y)’)
W) = sen(x)senh(y)(5—4cos(x)cosh(y)) 4(2cos(x)cosh(y)—1)sen(x)senh(y)
v (5—4cos(x)cosh(v)’ +16sen(x)’senh(y)’) (5—4cos(x)cosh(v)’ +16sen(x)’ senh(y)’)

Logo em seguida, com o auxilio do software Ge-
oGebra, poderemos proporcionar aos estudantes
a exploragdo, de maneira concomitante, das trés
janelas de visualizagdo! Em nossos trabalhos,
temos referenciado um “cenério de aprendiza-
gem” que proporciona/estimula o estudante na
possibilidade de exploragao de vieses particulares

EDUCACAO MATEMATICA EM REVISTA - RS

distintos e de modo concomitante. Com efeito, ao
lado esquerdo, temos a visualizagdo de seu quadro
grafico-numérico no espago /R”. Assim, as conjec-
turas sobre convergéncia/divergéncia estimulam
o estudante na percepgao de seu comportamento
no plano (na coluna do meio). Por fim, todas as
impressoes devem resultar no entendimento das
Figuras 8 e 9, ao lado direito, cujo comportamento
pode ser observado no /R°.

Figura 8 — Trés janelas de visualizagdo com recurso ao software GeoGebra e a identificagdo de uma
faixa de definigdo (na cor vermelha) no espago IRXIRXIR.
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Fonte: o autor.
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Fonte: o autor.

Figura 9 — Com o uso do software Geogebra visualizamos o carédter de convergéncia de uma série de
poténcias (ALVES, 2012) no espago IRxIRxIR.
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Situacao de institucionalizagdo. Brousse-
au (1986, p.342) comenta que “a produgao no
ensino de conhecimento matematico demanda
um esforgo de transformagiao de um conheci-
mento em saber matematico [...]”. Assim, ele
indica que a epistemologia do professor atuara
no sentido de nédo personalizagdo e ndo con-
textualizagdo, e que buscara eliminar os tragos
histéricos (BOTTAZZINNI, 1986; GRAY, 2015;
HAIRER; WANNER, 2008; MEDVEDEYV, 1991)
que determinaram sua aparigao.

Desse modo, a agao do professor devera
depurar com o grupo uma sintese de todos os
dados coligidos e aventados nas fases dialéticas
anteriores. Vale recordar um momento de rela-
tivo antagonismo a ser enfrentado pelo expert.
De fato, Margolinas (1995, p.342) recorda que
as acdes envolvendo a “devolugao” designam
“as agoes do professor que visam encarregar os
estudantes com responsabilidade de elaboragdo
de estratégias de resolucao para situagoes dadas”.
Por outro lado, a mediagao do professor devera
mostrar-se afetada pelo uso da tecnologia (AR-
TIGUE, 2003; 2009; 2012; 2013), de modo que,
em cada fase correspondente anterior (agao,
formulacao, validagao), que antecede o momento
de institucionalizacao, deve ocorrer uma acao
de devolucao. Ou seja, em cada fase dialética
anterior ocorrera o reinvestimento da tarefa do
estudante, por parte do professor, como garan-
tidor de que a agdo do grupo nao fique restrita
ao quadro analitico e adote a visualizagdo como
elemento facilitador e imprescindivel em cada
etapa de investigagao (fato que auxilia para a
apreciagdo de nossa questao de investigagao).

Tal perspectiva deverd ser garantidora
de que o aparato tecnoldgico nao funcionara
como simples apéndice ou acessério secunda-
rio no A&mbito do ensino. Assim, o momento de
antagonismo deve ocorrer na mediagéo final do
professor, na medida em que “um conhecimento
se revela verdadeiramente Gtil numa pequena
instituigao particular, e numa classe em que o
professor podera efetuar escolhas de revelagao
das relagbes do conhecimento com um saber
cientifico de origem cultural e social” (MARGO-
LINAS, 1995, p.343).

Para concluir, recordamos que Brousseau
fornece a indicacdo de elementos essenciais a
praxis do professor, ao mencionar que é neces-
sério “poder comparar, nao apenas os resultados,

mas também as condigdes nas quais eles foram
obtidos e de modo que tais condigoes sejam
reprodutiveis” (BROUSSEAU, 1986, p.3). Ou-
trossim, o pesquisador esclarece a possibilidade
de “reprodugdo” ou replicagdo no ensino de
Matematica quando acrescenta ainda que

Esta reprodutibilidade implica uma
descrigao, nao ingénua, de todas
as condic¢oes observadas, mas se-
letivas e que repousam sobre uma
escolha pertinentes as variagdes
possiveis de efeitos reconhecidos.
Areprodutibilidade repousa, entéao,
na compreensao dos fenémenos
fundamentais, isto é do tecido de
relacoes atestadas, constituindo a
teoria e permitindo se escolher as
condigdes de ensino, de explicar
seus efeitos e de prevé-los. (BROUS-
SEAU, 1986, p.3)

Desse modo, a partir da perspectiva de
Brousseau e o amparo cientifico proporcionado
pela ED, aliada a metodologia de ensino TSD,
defendemos que a descrigcdo das situagoes an-
teriores sdo passiveis de aplicagao, previsdo e
predigdo numa eventual etapa de experimenta-
¢ao (LABORDE, 1997, p.100).

Consideracoes finais

Abordamos a descricio das fases iniciais
previstas por um design de investigagcdo em
Didatica da Matematica que possibilita a ob-
tengao de conhecimentos didaticos acerca de
alguns contetidos mateméticos, num contexto de
transigdo que indicamos na Figura 1. Em nosso
caso, recordamos que “o término da Engenharia
Didatica designa um conjunto de sequéncias de
classes concebidas, organizadas e articuladas no
tempo, de maneira coerente por um professor-
engenheiro, com o fim de realizar um projeto de
aprendizagem para um populagao determinada
de alunos” (DOUADY, 1995, p.62). Desse modo,
apesar de circunscrevermos nossa discussao as
duas etapas iniciais da ED, o aparato teérico-con-
ceitual aqui descrito poderd ser testado/aplicado
numa eventual etapa da experimentagao.

Nao podemos perder de vista as conside-
ragoes de Laborde (1997, p.103) ao mencionar
que a validacdo da ED consiste em “comparar
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os resultados de duas modelizacoes diferentes
para o mesmo objeto”. Dessa forma, com a ori-
gem em uma mediagdo metodolégica afetada
pelo uso da tecnologia, como evidenciamos nas
situagoes didaticas aqui discutidas, sugerimos
seu confrontamento com outras mediagoes, que
detenham objetivos de um ensino ortodoxo aca-
démico que insiste em envidar esforgos didaticos
apenas nos momentos da institucionalizacao dos
saberes cientificos.

Por outra via, a partir de algumas conside-
ragOes com os softwares que exigem um determi-
nado empenho metodolégico do professor, temos
a possibilidade de mobilizar conhecimentos
produzidos a partir de uma dialética instalada
por um grupo de alunos a respectivas relagoes
e interagdes entre o professor e o conhecimento
matematico cientifico. Nesse sentido, assumimos
posicao concorde com Rogalski (1990, p.7), quan-
do prediz um rol de objetivos para o ensino de
Matematica, entre eles: acostumar a classe com
técnicas e problemas, o desconhecido; permitir
instalar uma investigacdo sobre um problema;
habituar a mudancga de pontos de vista sobre os
problemas.

Os elementos indicados por Rogalski
(1990) devem concorrer para a obtengao de
respostas, ao menos provisorias, para a nossa
questao de investigagao. E, do ponto de vista de
alguns dos nossos escritos, temos acentuado o
carater de relevancia da atividade conjectural dos
aprendentes, tendo em vista que, por intermédio
da visualizagdo e percepcao de propriedades,
possibilitamos a mobilizagdo de um conheci-
mento tacito e local, de cunho intuitivo e com o
estimulo heuristico (SCHOENFELD, 1985, p.22)
para a abordagem de situagoes didéticas.
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