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A INFLUENCIA DA ESCOLARIZACAO NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS
COMBINATORIOS E PROBABILISTICOS:
UM ESTUDO REALIZADO NA EDUCACAO DE JOVENS E ADULTOS

The influence of schooling in combinatorial and probabilistic problem solving:
A study in youth and adult education

Resumo

O presente artigo é fruto de uma dissertagao de
mestrado que investigou as contribuigdes que a
exploracdo de problemas combinatérios pode
trazer ao raciocinio probabilistico e vice-versa.
Tal estudo foi realizado com 24 estudantes da
Educacdo de Jovens e Adultos, em diferentes
momentos da escolarizacéo a partir de entrevistas
clinicas individuais que envolveram a proposi¢do
de 20 situagBes-problema. O recorte aqui
apresentado tem por foco a influéncia que a
escolarizacdo  exerceu nos  desempenhos
apresentados. Observou-se que a escolarizagao
influenciou ndo apenas um avango quantitativo,
mas mais fortemente qualitativo, se refletindo na
adocdo de estratégias e representacOes
simbolicas mais refinadas e/ou eficientes quando
da resolucdo de tais problemas. Defendemos que
é essencial que o ensino da Combinatéria e da
Probabilidade proporcione o contato com 0s
diferentes tipos de problemas combinatérios e
probabilisticos, bem como que leve ao
aprimoramento de estratégias e representacoes,
visando-se 0 desenvolvimento de ambos o0s
raciocinios em questao.

Palavras-chave: Combinatoria. Probabilidade.
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Abstract

The present paper is part of a master's thesis
which investigated the contributions that the
exploration of combinatorial problems can bring
to probabilistic reasoning and vice versa. The
study was conducted with 24 students of Youth
and Adult Education, in different moments of
schooling, in the context of clinical interviews
that involved the preposition of 20 problems. We
focus here on the influence of schooling
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regarding the performances. It was observed that
schooling influenced the performances not only
in a quantitative way but more strongly in a
qualitative one — being reflected in the adoption
of more refined and/or efficient strategies and
symbolic representations. We argue that it is
essential that Combinatorics and Probability
teaching provide contact with different types of
combinatorial and probabilistic problems, as
well as that it leads to improvement of the use of
strategies and representations, focusing on the
development of both forms of reasoning.

Keywords: Combinatorics. Probability. Youth
and Adult Education. Problem Solving.
Influence of Schooling.

Os raciocinios combinatorio e

probabilistico

A Combinatoria e a Probabilidade séo
areas da Matematica que tém situacOes aleatorias
como objeto de estudo. Em funcdo disso, o
levantamento e entendimento de possibilidades é
parte essencial de problemas de natureza
combinatdria e/ou probabilistica. Os raciocinios
combinatério e probabilistico sdo, ainda,
componentes do raciocinio légico-matematico, o
qual mune criangas, jovens e adultos de
ferramentas para o enfrentamento de situacdes
(cotidianas ou ndo) nas quais a incerteza se faz
presente e permitem, dentre outras competéncias:
relacionar conjuntos de elementos, pensar sobre
proporcdes, analisar e compreender fendmenos
aleatdrios.

Diferentes  autores  apontam a
importancia do ensino formal da Combinatéria e
da Probabilidade ao longo da escolarizagdo
basica, tendo-se em vista o amplo
desenvolvimento desses raciocinios
(FISCHBEIN, 1975; BORBA, 2016; CAMPOS;
CARVALHO, 2016). No entanto, ainda sdo
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poucos os estudos que vém sendo realizados com
etapas iniciais da escolarizacdo, visto que
tradicionalmente o estudo referente a tais areas
da Matematica vinha sendo desenvolvido no
Ensino Médio — quadro que é ainda mais
alarmante no que diz respeito a Educagdo de
Jovens e Adultos.

Além disso, autores como Piaget e
Inhelder (1951 apud BATANERO; GODINO;
NAVARRO-PELAYO, 1996), Batanero,
Godino e Navarro-Pelayo (1996) e Santos (2015)
destacam que o raciocinio combinatorio é
essencial a compreensdo da ideia de
probabilidade, dada a importancia do conceito de
espaco amostral para o calculo de probabilidades
e a natureza combinatdria por tras da construcao
do conjunto de todos os possiveis resultados de
um experimento. Defendemos, ainda, que o
caminho oposto também é vaélido: o
entendimento de conceitos probabilisticos pode
consistir em uma importante ferramenta para o
desenvolvimento do raciocinio combinatério, a
partir do aprofundamento de discusses acerca
de problemas de Combinatoria (LIMA, 2018).

Dado o posto, o estudo ao qual o
presente artigo se refere surgiu do interesse em
investigar, além de conhecimentos referentes a
um e outro raciocinio (combinatério e
probabilistico), as relagdes entre essas duas areas
da Matematica e, no presente texto, a influéncia
da escolariza¢éo nos desempenhos apresentados.
Para tal, adotou-se como principal referencial
tedrico a Teoria dos Campos Conceituais (TCC)
(VERGNAUD, 1986; 1996), teoria que,
inclusive, acrescenta evidéncias a existéncia de
relagdes entre conhecimentos de Combinatoria e
Probabilidade, como apresentado na secdo que
segue.

A Teoria dos Campos Conceituais e 0
campo  conceitual das  estruturas
multiplicativas

Conhecimentos acerca da Combinatéria
e da Probabilidade estdo inseridos no campo
conceitual das estruturas multiplicativas, que
abarca situagdes que “exigem uma multiplicacao,
uma divisdo ou uma combinacdo destas duas
operagdes” (VERGNAUD, 1996, p. 167). Tal
fato reforca a existéncia de relagbes entre
conceitos combinatérios e probabilisticos, uma

! Nomeado por diversos autores, como Nunes e Bryant
(1997), de produto cartesiano.

vez que um campo conceitual consiste em “um
conjunto de situagOes, cujo dominio requer uma
variedade de conceitos, de procedimentos e de
representacdes simbolicas em estreita conexdo”
(VERGNAUD, 1996, p. 10).

Ainda, a luz da Teoria dos Campos
Conceituais, um conceito pode ser definido como
um tripé de trés conjuntos: o das situacdes (que
ddo sentido ao conceito — S), o dos invariantes
(propriedades e relagBes constantes nas diversas
situacOes — 1) e o das representacOes simbolicas
(utilizadas para representar os conceitos — R).
Vergnaud (1986, p. 9) chama atencéo, ainda, ao
fato de que “uma situagdo nao coloca na obra em
geral todas as propriedades de um conceito” bem
como “ndo coloca habitualmente em jogo um
conceito sozinho”. Tais afirmagdes reforcam a
importancia da exploracdo de diversas situa¢oes
a0 se abordar determinado conceito, bem como
do estudo das relaces entre diferentes conceitos
que podem ser abordados a partir de uma
situacgéo.

Nesse sentido, no presente trabalho
foram  consideradas diferentes  situacdes,
invariantes, e representacfes simbdlicas, tanto
no que diz respeito a problemas combinatérios
quanto a problemas probabilisticos.

Situacdes combinatorias e as demandas
cognitivas da Probabilidade

No que diz respeito a Combinatdria,
foram propostos problemas que abordaram as
ideias de produto de medidas *, arranjo,
combinacdo e permutacdo. Esses problemas
diferenciam-se entre si em fungdo de seus
invariantes de ordem e de escolha e ftal
classificacdo unificada foi proposta por Borba
(2010). Os problemas de produto de medidas
envolvem dois ou mais conjuntos, dos quais 0s
elementos devem ser escolhidos de forma que
cada elemento de um conjunto seja relacionado a
cada um dos demais conjuntos. Além disso,
nesse tipo de problema a ordenacgéo de elementos
n&o constitui possibilidades distintas. Por sua vez,
nos problemas de arranjo tratamos de um
conjunto Unico, dos quais alguns elementos
devem ser escolhidos e a ordem determina novas
possibilidades. De forma semelhante aos
problemas de arranjo, nos problemas de
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combinacdo escolhem-se alguns elementos de
um conjunto Unico maior. Entretanto, neste
Gltimo caso a ordem ndo é determinante de novas
possibilidades. Por fim, nos problemas de
permutacdo também existe um conjunto Unico,
mas neste caso todos os seus elementos devem
ser utilizados e as distintas possibilidades séo
formadas a partir da mudanga de ordem dos
mesmos.

Visando variar as situacBes
probabilisticas exploradas, foi adotada como
referencial a argumentacdo de Bryant e Nunes
(2012) referente as demandas cognitivas ao
amplo entendimento da Probabilidade. S&o elas
relativas a compreensdo da aleatoriedade, a
construcdo de espago amostral, a quantificagéo
e comparacdo de probabilidades e ao
entendimento de correlagGes.

No que diz respeito & primeira demanda
cognitiva citada acima, a mesma esta relacionada
a compreensdao de que existem fendmenos
aleatdrios, isto é, situagdes sobre as quais ndo
sabemos, de inicio, o resultado. Ao lidar com a
aleatoriedade sdo exploradas situag¢fes nas quais
se pode saber os resultados possiveis, mas ndo se
pode saber os resultados antecipadamente, ou
seja, sdo situagdes que envolvem eventos que “as
pessoas sabem que podem acontecer, mas ndo
tém certeza se e quando eles acontecerdo”
(BRYANT; NUNES, 2012, p. 3, tradug&o nossa).
A segunda exigéncia cognitiva esta relacionada a
quantificacdo e construcdo do conjunto que
indica todos os possiveis resultados de um dado
evento aleatorio. Bryant e Nunes (2012)
destacam que “problemas em Probabilidade séo
sempre sobre um conjunto de eventos possiveis,
mas incertos, que ocorrem aleatoriamente. [...]
NoOs precisamos saber precisamente quais sdo
esses possiveis eventos” (p. 29, traducdo nossa).
A construcdo de tal conjunto é essencial para a
resolucdo de grande parte dos problemas
probabilisticos e consiste, também, em uma
importante articulagdo com a Combinatéria, pois
a construcdo do conjunto composto por todas as
possibilidades relativas a uma dada situacéo é
uma construcao de natureza combinatoria.

A terceira demanda cognitiva esta, por
sua vez, intimamente relacionada & anterior e
também ao raciocinio proporcional. A

2 Godino, Batanero e Caiiizares (1991) apontam outras
concepgOes de Probabilidade, dentre elas: a frequentista, a
subjetiva, a logica, a formal e a geométrica. No presente

quantificagdo de probabilidades, a partir da
concepcdo  classica 2 , pressupde 0
estabelecimento de uma raz&o entre o nimero de
casos favoraveis e 0 nimero de casos possiveis,
sendo dependente do estabelecimento do espago
amostral. Por outro lado, a comparacdo de
probabilidades demanda, além disso, uma
analise baseada no carater proporcional das
probabilidades, para que as compara¢fes em
jogo sejam adequadamente realizadas, visto que
tanto o calculo quando a comparagdo de
probabilidades “devem estar baseados em todas
as quantidades do espago amostral e ndo apenas
na quantidade do evento que queremos prever”
(BRYANT; NUNES, 2012, p. 46, traducdo
nossa). Por fim, a Ultima demanda cognitiva
apontada por Bryant e Nunes (2012) diz respeito
ao entendimento de correlacdes, se referindo a
capacidade de distinguir quando dois eventos co-
ocorrem em razdo da existéncia de uma relagéo
genuina e ndo do acaso.

Autores como Fischbein (1975), Borba
(2016) e Campos e Carvalho (2016), tém
defendido a importéncia da escolarizagdo formal
continua para o amplo desenvolvimento dos
raciocinios combinatorio e probabilistico. Ainda
gue nogdes intuitivas sejam desenvolvidas fora
da escola, o desenvolvimento desses raciocinios
depende de escolarizacdo especifica, que deve
propiciar o contato com uma classe variada de
problemas combinatorios e probabilisticos.
Assim, para realizagdo do presente estudo,
partiu-se da defesa da importancia da exploracéo
de diferentes problemas, de seus invariantes e,
também, da importancia das diferentes
representacées simbdlicas para 0
desenvolvimento dos raciocinios combinatério e
probabilistico.

Método

O estudo conduzido teve por objetivo
sondar conhecimentos no que diz respeito a
Combinatéria e a Probabilidade, bem como
buscar entender relacbes que se estabelecem
entre tais areas da Matematica em contexto de
resolucdo de problemas e quais contribuigdes tais
relagbes podem trazer para um e para outro
raciocinio. Os dados foram coletados junto a 24
estudantes da Educacgéo de Jovens e Adultos.

estudo, teve-se por foco a concepcédo cléssica, que possui
relagéo mais estreita com a Combinatoria.
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Dentre as varidveis consideradas nesse
estudo, além do tipo de problema e a ordem de
apresentacdo destes, estava a influéncia da
escolarizagdo formal nos desempenhos dos
participantes, varidvel esta que constitui o foco
de discussdo do presente artigo. Por esse motivo,
os dados foram coletados com estudantes da EJA
em diferentes momentos de escolarizagdo: oito
estudantes do Mddulo Il (equivalente aos 4° e 5°
anos do Ensino Fundamental — fim dos Anos
Iniciais), oito estudantes do Mddulo IV
(equivalente aos 8° e 9° anos — fim dos Anos
Finais do Ensino Fundamental) e oito estudantes
da EJA Médio 3 (equivalente ao ultimo ano do
Ensino Médio).

Em fungdo da importancia que um
contato mais estreito entre pesquisadora e
participantes assume na busca pelo entendimento
dos procedimentos utilizados para a solucdo dos
problemas, bem como dos raciocinios dos
estudantes, optou-se pela realizacdo de
entrevistas clinicas individuais®. Durante tais
entrevistas, os estudantes resolveram problemas
combinatérios e probabilisticos.

Instrumentos de Coleta

Tendo em vista que as relagbes que se
estabelecem entre a Combinatéria e a
Probabilidade eram foco do estudo desenvolvido,
a ordem de apresentacdo desses blocos de
problemas consistiu em uma importante variavel
do estudo. No Teste 1, os problemas
combinatérios eram propostos antes de cada
bloco de problemas probabilisticos a ele
correspondente. JA no Teste 2, a ordem de
resolucdo dos problemas propostos era inversa:
blocos de problemas probabilisticos primeiro,
seguidos dos problemas combinatérios a eles
relacionados. Os problemas propostos basearam-
se nos aportes tedricos adotados, explorando
diferentes situacbes combinatdrias (BORBA,
2010) e demandas cognitivas da probabilidade
(BRYANT; NUNES, 2012). Os problemas
combinatérios e probabilisticos propostos eram
iguais nos dois testes. Dado o nimero elevado de
problemas — 20, sendo quatro combinatérios e 16
probabilisticos — sdo apresentados a seguir
(Figuras 1 e 2), a titulo de ilustracdo, os

3 A escolha por tal método de coleta de dados evidencia o
interesse em analisar os raciocinios dos participantes ao
resolverem os problemas propostos, visto que a entrevista
clinica proporciona “compreender como o sujeito pensa,
como analisa situagdes, como resolve problemas, como

problemas referentes & situagdo combinatdria de
arranjo presentes nos instrumentos de coleta
utilizados.

Figura 1: Problema combinatdrio relativo a situagéo
de arranjo.

(A) 4 rapazes desejam participar de uma ‘pelada’ com seus amigos e querem escolher 2 jogadores: um
atacante e um goleiro. De quantas formas diferentes os rapazes podem se organizar para ocupar as

posicaes citadas?
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Anderson  Jilio Mateus Cicero

Fonte: Acervo da pesquisa.

Figura 2: Problemas probabilisticos relativos a
situacdo de arranjo.

(EAA4) Liste todas as formas pelas quais se pode escolher 2 rapazes para ocupar as posicaes de goleiro e de
atacante a partir dos 4 amigos.

(COA) Se Mateus for escolhido para ser atacante, algum dos outros rapazes terd mais chance e ser
escolhido para goleiro on todos tém a mesma chance? Explique.

(AL4) Se um dos rapazes for escolhido para a posicio de goleiro por meio de sorteio, é mais provavel que
o amigo mais alto seja escolhido ou todos os rapazes tém a mesma chance de ser o sorteado? Justifique.

(CPDA) Serdio realizados, separadamente, dois sorteios entre os amigos. O sorteio para atacante serd
realizado por meio da escolha de uma bola colorida de uma urna onde estio 1 bola vermelha, 1 azul, 1
amarela ¢ 4 verdes. O sorteio para goleiro seri realizado 5o se tirar uma das bolas de outra urna
contendo 3 bolas vermelhas, 3 azuis, 2 amarelas ¢ 6 verdes. Anderson escolhen a cor verde. £ mais ficil
que ele seja sorteado para ocupar a posigio de goleiro ou de atacaute? Explique.

Cee
XXX

ATACANTE GOLEIRO

EAA-> espaco amostral de arranjo;
COA - correlagdo* de arranjo;
ALA - aleatoriedade de arranjo;
CPDA - comparacdo de probabilidades diferentes de
arranjo.

Fonte: (LIMA, 2018, p. 72)

Anéalise de dados

Para fins de analises quantitativas,
foram atribuidas as seguintes pontuagdes: no que
diz respeito aos problemas combinatérios, 0
(zero) pontos quando menos da metade das
possibilidades foi indicada, 1 (um) ponto quando
metade ou mais das possibilidades foi indicada e
2 (dois) pontos quando todas as possibilidades
referentes ao problema combinatorio em questao
foram indicadas; ja no que se refere aos
problemas probabilisticos propostos foram
atribuidos 0 (zero) pontos quando houve erro, 1
(um) ponto quando houve acerto com
justificativa inadequada e 2 (dois) pontos para

responde as contra sugestdes do examinador” (CARRAHER,
1998, p. 6).

4 A proposta de problemas probabilisticos que abordam o
entendimento de correlacGes esta sendo atualmente revista
pelas autoras para estudos futuros.
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acertos com justificativas probabilisticamente
adequadas®.

Dada a pluralidade das resolugdes dos
problemas  combinatérios, estas  foram
classificadas, também, em fungdo das
estratégias/representagdes simbolicas utilizadas.
Nesse sentido, teve-se uso de: enumeragéo oral,
listagens, valor do enunciado, adicdo e
multiplicagdo. Foi  considerado uso de
enumeracdo oral quando o participante ndo
utilizou registro escrito durante a resolugdo do
problema, apenas indicando oralmente diferentes
possibilidades relativas a situagdo combinatoria
abordada. Quando houve registro escrito para
indicacdo de cada possibilidade, a resolucéo foi
classificada como listagem, havendo grande
variedade na natureza da construcdo desse
registro: listagens sistematicas ou ndo, listagens
reduzidas ou extensivas e, ainda, generalizacao
de listagens por alguns participantes. O uso de
valor do enunciado é uma
estratégia/representacéo simbdlica que
evidencia falta de raciocinio combinatorio, visto
que o estudante apenas repete um dos valores
presentes no enunciado do problema. A adicéo,
quando tem os valores presentes no enunciado
como parcelas,também é uma
estratégia/representacdo que ndo resolve
adequadamente problemas combinatorios, que
possuem natureza multiplicativa. Por fim, o uso
de multiplicacdo foi subclassificado em
multiplicacdo adequada e multiplicacdo
inadequada, visto que a multiplicac&o direta leva
a correta resolucdo apenas quando se trata da
situacdo de produto de medidas.

Apresentacao e anélise dos resultados

De acordo com a pontuacdo atribuida
aos problemas propostos, o desempenho total
maximo era de 40 pontos. O desempenho médio
dos participantes da pesquisa foi de 17,2 pontos
(tendo o desempenho individual variado entre 2
e 33 pontos). Nesse aspecto, a influéncia da
escolarizacdo se evidenciou, ao se observar o
desempenho total médio em cada um dos grupos
de participantes: 8,6 pontos no Gl (Anos
Iniciais), 18,8 pontos no G2 (Anos Finais) e 24,1
pontos no G3 (Ensino Médio)®. Verificou-se,

° Foram propostos quatro problemas combinatdrios e 16
probabilisticos. A pontuagdo maxima possivel de ser obtida
era, portanto, de 40 pontos.

assim, uma grande melhora de desempenho dos
Anos Iniciais para 0s demais niveis de ensino,
mas apenas uma pequena melhora dos Anos
Finais para o Ensino Médio.

Os  resultados  obtidos  foram
insatisfatorios, uma vez que o0s problemas
propostos foram construidos de modo a serem de
simples resolugdo para os diferentes
participantes da pesquisa. Tais problemas
possuiam poucas etapas de escolha, baixo
ntmero de possibilidades, linguagem acessivel e
contextos adequados ao publico da EJA. Além
disso, os mesmos problemas foram resolvidos
por todos os participantes. Eram esperados,
assim, desempenhos muito melhores por parte do
G3, cujos estudantes estavam concluindo a
Educacéo Bésica no momento da realizagéo da
pesquisa.

Dada a influéncia do tipo de situagéo
abordada no desempenho dos participantes, é de
suma importancia que sejam analisados, também,
0s desempenhos apresentados nos diferentes
problemas combinatorios e probabilisticos
presentes nos instrumentos de coleta utilizados.

No que diz respeito & Combinatéria, o
desempenho maximo em cada tipo de problema
(produto de medidas, combinacéo, permutacdo e
arranjo) era de 2 pontos. Os desempenhos
médios gerais foram de: PM - 1,17 pontos; C >
0,25 pontos; P = 0,75 pontos e A = 0,75 pontos.
Esse resultado corrobora estudos anteriores
(PESSOA, 2009; AZEVEDO 2013; LIMA,
2010), referentes a diferentes niveis e
modalidades de ensino, que tém apontado 0s
problemas de produto de medidas como aqueles
de mais facil resolucgdo dentre os combinatorios,
bem como maiores dificuldades com os
problemas de combinacdo, seja  por
incompreensdo de seus invariantes ou por
dificuldades de esgotamento de possibilidades.

No caso especifico dos desempenhos
em cada tipo de problema combinatério, a
escolarizacdo ndo teve influéncia diretamente
positiva nos desempenhos apresentados, uma vez
que os desempenhos do G2 e G3 foram bem
proximos e, por vezes, o G1 apresentou
desempenhos maiores que os demais, como se
pode observar no Gréfico 1.

5 Houve diferenca estatisticamente significativa ao se
comparar o desempenho médio do G1 com os demais: G1 e
G2 > p =0,034; G1 e G3 - 0,001. O mesmo ndo ocorreu
entre 0 G2 e G3 - p = 0,340.
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Grafico 1: Desempenho médio por grupo —
problemas combinat6rios
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Fonte: Acervo da pesquisa.

O problema  combinatério  de
combinacdo foi aquele em que todos os grupos
mostraram apresentar grandes dificuldades’. Ja
na permutacgéo, os estudantes dos Anos Finais e
do Ensino Médio tiveram desempenhos muito
melhores do que os dos Anos Iniciais. Em inicio
da escolarizagdo, compreender como permutar
todos os elementos de um agrupamento dado traz
muitas dificuldades que sdo gradativamente
superadas nas fases finais de escolarizagdo.

Por outro lado, o desempenho em cada
tipo de problema probabilistico poderia ir até 8
pontos (pois existiam quatro problemas que
abordavam cada demanda cognitiva
considerada). Os desempenhos médios nos
problemas de correlacdo, aleatoriedade e
comparacao de probabilidades diferentes foram
de 4,54 pontos, 3,13 pontos e 3,17 pontos,
respectivamente. Nesses tipos de problema a
situacdo  combinatéria  relacionada  ndo
influenciou o desempenho, por isso, 0s mesmos
foram contabilizados conjuntamente.  Os
resultados referentes aos problemas
probabilisticos de espagco amostral, cujos
desempenhos dependeram diretamente do tipo de
situacdo combinatéria abordada ou revisitada,
serdo apresentados mais adiante. O tipo de teste
(situagbes combinatdrias seguidas de situacfes
probabilisticas, ou vice-versa) também néo
influenciou os desempenhos nos problemas
probabilisticos (LIMA, 2018) e, dessa maneira,

" Foi observada diferenca estatisticamente significativa de
desempenho apenas no que diz respeito ao problema de
permutagdo, entre o G1 e os demais: G1 e G2 > 0,003 e G1
e G3 - 0,008.

8 Houve diferenga estatisticamente significativa entre 0 G1 e
os demais nos problemas de CO (G1 e G2 ->p =0,005; Gl e

essa varidvel ndo aparece nas andlises aqui
apresentadas.

Grafico 2: Desempenho médio por grupo —
problemas probabilisticos.
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Fonte: Acervo da pesquisa.

A partir do Gréafico 2 é possivel
perceber que houve influéncia direta da
escolariza¢do no desempenho apresentado pelos
grupos de participantes ao resolverem 0s
problemas probabilisticos propostos®. Tendo em
vista que a pontuacdo atribuida ao desempenho
nesses problemas levou em consideracédo,
também, as justificativas apresentadas pelos
participantes, percebe-se que com 0 avangar da
escolarizacdo os estudantes foram capazes de
apresentar maior coeréncia em suas resolucdes,
aumentando o desempenho, ainda que
insatisfatério, como sera aprofundado adiante.

E valido destacar, ainda, a grande
dificuldade dos participantes dos diferentes
grupos ao resolverem os problemas de
comparacao de probabilidades diferentes, como
ja observado em estudos anteriores (BATISTA;
FRANCISCO, 2015; LIMA; SILVA, 2017).
Nesse tipo de problema é essencial que o carater
proporcional seja levado em consideracdo.
Observa-se, ainda, que a dificuldade referente a
essa exigéncia cognitiva de compreensdo da
probabilidade, ¢ muito maior no inicio da
escolarizacéo.

Por sua vez, no que se refere a
construgdo de espagos amostrais, considerou-se

G3>p<0,001)ede AL (Gle G2 > p=0,023; Gle G3 >
p = 0,004). J& nos problemas de CPD houve diferenga
significativa de desempenho apenas ao se comparar 0 G1 com
G3, sendo p = 0,015.
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0s resultados por tipo de situagdo combinatoria
explorada ou revisitada pelos participantes, visto
que isso influenciou fortemente o desempenho
dos mesmos: a dificuldade apresentada na
situagdo combinatéria de combinagdo, por
exemplo, teve efeito sobre a explicitacdo das
possibilidades (construcdo do espaco amostral)
referente a0 mesmo problema. Assim, o
desempenho maximo em cada problema
considerado separadamente era de 2 pontos. O
desempenho médio geral foi de 1,38 pontos no
problema de espago amostral de produto de
medidas; 0,33 pontos no problema de espago
amostral de combinagédo; 1 ponto no problema
de espago amostral de permutacéo e 0,71 pontos
no problema de espaco amostral de arranjo. No
Grafico 3 é possivel observar, ainda, a influéncia
da escolarizacio nesses desempenhos®.

Gréfico 3: Desempenho médio por grupo — espacos
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Fonte: Acervo da pesquisa.

Os desempenhos em questdo espelham
as dificuldades com as respectivas situacbes
combinatorias. Dessa maneira, os melhores
desempenhos foram observados ao se levantar o
espago amostral relacionado a situacdo de
produto de medidas e os piores desempenhos
dizem respeito ao espaco amostral de
combinacdo. Mais uma vez, a grande dificuldade
com esse segundo tipo de situagdo combinatoria,
comprometeu os desempenhos de todos os
grupos. No que diz respeito aos demais
problemas, o avancar da escolarizacdo levou a
melhores desempenhos, mas 0s mesmos ndo
foram tdo expressivos, tendendo a se refletir nos
extremos — G1 e G3.

® Foi observada diferenca estatisticamente significativa de
desempenho apenas no que se tratou do problema de espago

Com base nos dados quantitativos
apresentados é vdlido ressaltar que o0s
desempenhos observados foram menores do que
0 que se esperava tendo-se em vista as
expectativas de aprendizagem postas em
curriculos prescritos da EJA (BRASIL, 2001;
BRASIL, 2002; PERNAMBUCO, 2012),
principalmente no que diz respeito ao G3, pois
nessa etapa da escolarizacdo é comumente dado
maior destaque ao trabalho com a Combinatéria
e com a Probabilidade. Esperava-se, portanto,
que o0s estudantes desse grupo tivessem
apresentado  desempenhos  estatisticamente
superiores aos demais.

No entanto, 0os avangos observados sob
uma 6tima qualitativa foram muito importantes.
Tais avangos estiveram, em grande parte,
associados a utilizacdo de
estratégias/representagdes  simbdlicas  de
maneira adequada e/ou que potencializavam a
resolucéo dos problemas (problemas
combinatérios), bem como a apresentacdo de
justificativas matematicamente validas, que
demonstram uma compreensdo mais ampla das
situagBes exploradas (no caso dos problemas
probabilisticos).

O comportamento quanto ao uso de
estratégias/representagdes simbdlicas utilizadas
pelos diferentes grupos de participantes pode ser
observado nas Tabelas 1 e 2.

amostral no problema de produto de medidas (EAPM), entre
G2 e G3, sendo p = 0,019.
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Tabela 1: Estratégias/representacoes simbélicas
utilizadas — problemas combinatdrios.

s |8 | 8 e

S - g O %) 2

2 288 | |58 |¢%

> g o On (=] (5]

¢ |29¢ |5 | £ |5

o T g = < = =

S |34 3 3

> | &

PM1 - - 50% 25% - 25%
PM2 50% - - 50% - -
&l @i - - 75% - - 25%
C2 100% - - - - -
P1 - 25% | 50% - - 25%
P2 50% 25% | 25% - - -
Al - - 75% - - 25%
A2 100% - - - - -
PM1 o o 100% - - -
PM2 - - 100% - - -
G2 Cl o - 100% - - -
c2 50% - 25% - - 25%
P1 - - 100% - - -
P2 50% - 50% - - -
Al - - 100% - - -
A2 25% - 50% = 25% =
PM1 - - 75% - - 25%
PM2 25% - 25% - - 50%
c3 Cc1 - - 50% - 25% | 25%
c2 25% - 50% - - 25%
P1 - - 50% - 50% -
P2 25% - 25% - 25% | 25%
Al - - 75% - 25% -
A2 50% - 25% - S 25%

G1 >Mddulo 11 (4° e 5° anos do Ensino Fundamental);
G2 > Moédulo IV (8° e 9° anos do Ensino Fundamental);
G3 > EJA Médio 3 (3° ano do Ensino Médio);
PM1 - produto de medidas (teste 1);

PM2 - produto de medidas (teste 2);

C1 - combinagéo (teste 1); C2 -> combinagéo (teste 2);
P1 - permutagdo (teste 1); P2 > permutagdo (teste 2);
Al - arranjo (teste 1); A2 - arranjo (teste 2).

Fonte: Acervo da pesquisa.

E possivel perceber que o uso de
estratégias/representagdes simbdlicas
inadequadas a resolucdo de problemas
combinatérios (como a adicdo e o uso de valor
do enunciado) apareceram apenas no G1. Isso
demonstra uma maior incompreensdo da
natureza dos problemas em questdo. Por outro
lado, estratégias como a enumeragdo oral
(amplamente utilizada por todos os grupos)
podem dificultar o esgotamento, pois, por vezes,
0s participantes esqueciam quais possibilidades
ja haviam sido consideradas. E importante
ressaltar que o G3 se destacou positivamente por

1 O uso de multiplicagdo direta para resolugdo dos
problemas combinatorios s6 levava ao resultado correto nos
problemas de produto de medidas.

ir abandonando aos poucos a enumeracao oral e
investindo em  estratégias/representagdes
simbdlicas mais sisteméticas. Os estudantes
desse grupo utilizaram mais amplamente a
listagem espontaneamente, estratégia que
facilitou o acompanhamento das possibilidades
ja consideradas através do registro escrito. Foi
possivel observar, ainda, que o uso da listagem
foi se modificando em funcdo da escolaridade.
Estudantes do G3 demonstraram  maior
compreensdo da estrutura dos diferentes
problemas ao utilizarem abreviacGes e, assim,
diminuirem o tempo gasto com as listagens.

Dado o nivel de escolarizacdo desse
grupo (G3), esperava-se, ainda, que 0S mesmos
utilizassem de maneira mais significativa as
estratégias/representagdes proprias da
Combinatéria. De certa forma, o observado
confirmou a expectativa. Entretanto, é vélido
destacar uma dificuldade que surgiu para esse
grupo em fungdo do reconhecimento do carater
multiplicativo dos problemas propostos (avanco
frente aos G1 e G2) — demonstrando, assim, a
importéncia de que o ensino formal foque nas
especificidades dos conhecimentos referentes a
Combinatéria e a Probabilidade para o
desenvolvimento dos raciocinios combinatorio e
probabilistico. O uso da multiplicacéo direta em
diferentes problemas levou a alguns erros.
Muitas vezes, esses participantes utilizavam
outras estratégias (como a enumeragdo oral ou a
listagem), mas, ao confrontar os resultados,
optavam pelo obtido a partir da multiplicacéo,
revelando acreditar que o uso de ‘calculo’ seria o
mais adequado para resolucdo dos problemas.
Decorre desse resultado a importancia de que
durante a escolarizacdo os estudantes sejam
munidos de estratégias/representagdes
simbdlicas cada vez mais refinadas (como o
Principio Fundamental da Contagem (PFC) e
férmulas) e possam perceber as particularidades
de diferentes tipos de situacGes, para que possam
resolver problemas adequadamente, visto que “as
representacdes simbolicas tém justamente a
vantagem de dar uma ajuda a resolucdo de um
problema quando os dados sdo numerosos e a
resposta a questao colocada exige vérias etapas”
(VERGNAUD, 1996, p.184).
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Mesmo com melhores desempenhos,
reforcamos que o G3 poderia ter avangado ainda
mais. Acreditamos que tal fato se deve a um
déficit no ensino formal especifico de
Combinatéria e de Probabilidade.

No que diz respeito aos problemas
probabilisticos, € possivel perceber mais
claramente o avango qualitativo em funcéo da
escolarizacdo. N&do apenas o nimero de erros
diminuiu no G2 e G3, como o nimero de acertos
com justificativas adequadas foi muito maior no
G3, em todos os problemas. Esse resultado
evidencia uma maior compreensdo dos
problemas probabilisticos, visto que 0s
participantes desse grupo ndo sé acertaram mais,
como conseguiram justificar suas respostas
baseados em argumentos matematicamente
vélidos, o que demonstra um avango muito
positivo (Tabela 2).

Tabela 2: Desempenho qualitativo — problemas
probabilisticos.

© ©
2 2
- -
S ® 3
£ 3 £ 3
= ® 3 @
= =3 S 2
w —_ D ) g
g =
g s g
1 b
(5] [}
Q o
< <
CO 65,63% 28,13% 6,25%
Gl AL 75% 18,75% 6,25%

CPD 81,25% 18,75% =
CO 28,13% 15,63% 56,25%

G2 AL 12,5% 68,75% 12,5%
CPD 53,13% - 46,88%
Cco 6,25% 15,63% 78,13%

G3 AL 15,63% 59,38% 25%
CPD 34,38% 6,25% 59,38%

G1 - Médulo 11 (4° e 5° anos do Ensino Fundamental);
G2 > Maddulo IV (8° e 9° anos do Ensino Fundamental);
G3 > EJA Médio 3 (3° ano do Ensino Médio);
CO-> correlagéo;
AL->aleatoriedade;
CPD->comparagéo de probabilidades diferentes.

Fonte: Acervo da pesquisa.

Por fim, dada a natureza distinta dos
problemas de espaco amostral propostos, bem
como a influncia do tipo de situagdo
combinatdria relacionada a esses problemas nos
desempenhos, na Tabela 3 sdo apresentados 0s
resultados referentes as

1 por dificuldades de leitura e escrita alguns estudantes néo
foram capazes de construir registros escritos ao construir 0s
espacos amostrais solicitados. Foi permitido, portanto, que 0s

estratégias/representagdes simbdlicas utilizadas
por cada grupo.

Tabela 3: Estratégias/representa¢6es simbdlicas
utilizadas — problemas de espaco amostral.

temAtica
tamAtica

cistemAtica
cictamAtica
listanem

NnAn gig
NnAan <ig;

Generalizagéo de

Listagem reduzida
Listagem reduzida

Enumerag&o oral'
Listagem extensiva
Listagem extensiva

s

EAPM | 625 | 375 | - : - =
Gl | EAC | 75 | 25 | - : - =
EAP | 75 | 25 | - : - =
EAA | 75 | 125 | 125 | - : :

%
%
%
%

EAPM | - | 875 | - - 125 | -
G2 | EAC - 815 | - - 125 | -
EAP - |85 | - - 125 | -

EAA - 75| - - 125 | 125
EAPM | - 50 | 50 | - - -
G3 | EAC - |ers | - 125 | - -
EAP - 75| - 2% | - -
EAA - | 375 [ 375 | 125 | 125 | -

G1 > Madulo 11 (4° e 5° anos do Ensino Fundamental);
G2 > Maédulo IV (8° e 9° anos do Ensino Fundamental);
G3 > EJA Médio 3 (3° ano do Ensino Médio);
EAPM->espaco amostral de produto de medidas;
EAC->espaco amostral de combinagéo;
EAP->espaco amostral de permutagéo;

EAA -> espaco amostral de arranjo.

Fonte: Acervo da pesquisa.

Nesses problemas a listagem foi
utilizada de diferentes formas em funcdo da
escolarizacdo. O G1, por exemplo, apresentou
muitas dificuldades com leitura e escrita e, por
vezes, seus participantes enumeraram oralmente
as possibilidades que compdem o0s espacos
amostrais correspondentes — estratégia menos
eficiente ao se comparar com a listagem escrita,
pois torna mais dificil a percepcdo das
possibilidades j& consideradas. Por sua vez, 0s
G2 e G3 utilizaram listagens de diferentes
naturezas, sendo elas extensivas ou reduzidas
(Figura 3 e 4). O G3 variou mais as
representacdes utilizadas e foi o grupo que mais
utilizou listagens sistematicas e reduzidas, o que
fez com que as resolugBes demandassem menos
tempo.

mesmos  indicassem  oralmente as  possibilidades
correspondentes.
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Figura 3: Problema de espaco amostral de produto
de medidas, resolvido com listagem extensiva
sistematica — P19 (Estudante do G3).

Ja) Liste todos os conjuntos de calga e camiseta que Carlos pode formar com as pegas de roupa recebidas.

Fonte: LIMA (2018, p. 113).

O estudante P19 ao explicitar o espaco
amostral referente ao problema de produto de
medidas — cujo enunciado era: “Carlos comegou
a trabalhar em uma rede de supermercados e
acabou de receber o seu fardamento: 4
camisetas em cores diferentes com o logo da
empresa e 2 calgas. Quantos conjuntos de
uniforme diferentes Carlos pode formar com as
pecas recebidas?” acompanhado de ilustracdo —
relacionou cada uma das quatro camisetas a calca
marrom e, em seguida, as mesmas quatro
camisetas a calca cinza. Realizou, dessa forma,
um levantamento sistematico das possibilidades
de conjuntos de uniforme que podem ser
formados a partir das pecas de roupa disponiveis,
listando os nomes das cores por extenso.

Figura 4: Problema de espago amostral de arranjo,
resolvido com listagem reduzida sistematica — P17
(Estudante do G3).

o) Liste todas as formas pelas quais se pode escolher um goleiro ¢ um atacante a partir dos 4 amigos.

Fonte: LIMA (2018, p. 122).

Por sua vez, o estudante P17 ao resolver
0 problema de construcdo de espago amostral
referente ao problema de arranjo (ver Figura 1)
utilizou abreviagdes — listagem sistematica — para
representar os nomes de cada um dos rapazes e
para indicar as posi¢cdes a serem ocupadas por
cada um (representacdo reduzida). Além disso,
compreendendo o invariante de ordem de tal
problema, considerou cada dupla duas vezes
(repetindo-as em cada coluna), fazendo a troca na
ordem das posigdes a serem ocupadas para o jogo
de futebol (atacante ou goleiro).
O Quadro 1 sintetiza as discussdes do presente
texto, evidenciando as especificidades de cada
grupo frente ao uso de estratégias/representacdes

simbodlicas ao resolver o0s  problemas
combinatdrios e probabilisticos propostos.

Quadro 1: Representagdes simbdlicas/estratégias
mais utilizadas (por Grupo).

G1 G2 G3
- Nao -Diminuicéo - Maior uso de
Problemas revisitou; no uso de listagens
Combinatéri - Bastante enumeragéo escritas;
0s enumeracéo oral e de ndo - Amplo uso
oral; revisitagao; de
- Estratégias - Uso de multiplicagdo.
inadequadas: registro
adicdo e uso escrito —
de valores do listagens;
enunciado.
- Enumeracéo - Listagem - Listagem
Espagos Oral - extensiva nao
Amostrais dificuldades (algumas sistematica
com leitura e sistematicas); (reduzidas ou
escrita; - Algumas extensivas);
- Listagem listagens - Mais
Extensiva. reduzidas. sistematizagdo
e variagdo de
estratégias.
- Erros - Diminuigéo - Maioria das
Demais baseados em de erros; justificativas
Problemas preferéncias - Muitos casos | adequadas.
Probabilistic | PeSSOaIs; e
0s - Justificativas | justificativas
inadequadas. adequadas.

G1 > Mddulo 11 (4° e 5° anos do Ensino Fundamental);
G2 > Médulo IV (8° e 9° anos do Ensino Fundamental);
G3 > EJA Médio 3 (3° ano do Ensino Médio).

Fonte: Acervo da pesquisa.

A partir da sintese elaborada, referente
a cada um dos grupos, pode-se perceber a
influéncia (quantitativa e qualitativa) da
escolarizacdo sobre 0S desempenhos
apresentados  pelos estudantes da EJA
participantes da pesquisa. No caso dos problemas
combinatérios, a escolarizagdo foi
proporcionando o abandono gradual de
estratégias/representacdes  simbodlicas  ndo
adequadas & resolucdo de problemas dessa
natureza, como a adi¢do (utilizada pelo G1) e
levando os estudantes dos grupos G2 e G3 ao uso
de listagens (e posterior refinamento das mesmas)
e a percepcdo do carater multiplicativo desses
problemas. No que diz respeito aos problemas de
espacos amostrais esse avango se evidenciou
pela dificuldade do G1 em produzir listagens (o
que fez com que os estudantes desse grupo
enumerassem oralmente as possibilidades) e
posterior avangco nos G2 e G3 no
aperfeicoamento (sistematizacdo e uso de
abreviacgdes) do uso das listagens. Por fim, ao se
tratar dos demais problemas probabilisticos, os
estudantes dos G2 e G3 apresentaram maior
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namero de acertos, bem como de justificativas
adequadas aos problemas propostos -
evidenciando uma compreensdo gradual de
conceitos  probabilisticos ao avancar da
escolarizag&o.

Frente aos desempenhos abaixo do
esperado, ressaltamos a importancia do ensino
especifico que tenha em vista o desenvolvimento
dos raciocinios combinatdrio e probabilistico.
Defendemos que tal ensino deve explorar
variadas situagdes e seus invariantes. Além disso,
0 ensino deve proporcionar o0 contato e
refinamento do uso de representacgdes simbdlicas
adequadas a resolugdo de problemas de
diferentes naturezas.

Contudo, os avangos de desempenho,
ainda que pequenos, contribuiram para a
evidenciacdo das relagBes entre a Combinatoria e
a Probabilidade. No Teste 1, o melhor
desempenho ao levantar espagos amostrais
proporcionou a  descoberta de  novas
possibilidades dos problemas combinatdrios
revisitados, visto que ao utilizar registros por
escrito muitos participantes puderam avaliar e
modificar as respostas dadas anteriormente,
repensando o0s invariantes considerados e
reconhecendo a listagem (de diferentes naturezas)
como uma importante representacao simbolica a
resolugdo de  problemas  combinatérios
(especialmente quando estes possuem um
nimero baixo de possibilidades — caso dos
problemas propostos no estudo). Por outro lado,
0 bom desempenho referente ao raciocinio
combinatério, relacionado ao levantamento de
possibilidades considerando as peculiaridades
dos diferentes problemas, estiveram associados a
um melhor desempenho em Probabilidade. 1sso
pode se dever a um maior entendimento dos
espacos amostrais, compreensdo que se mostra
essencial ao sucesso frente as demais demandas
exploradas, pois reflete o cardter ndo-
deterministico e proporcional dos problemas
abordados.

Os resultados discutidos demonstram
que os diferentes grupos de participantes
possuem  conhecimentos combinatdrios e
probabilisticos e que esse conhecimento levou a
melhores  desempenhos em funcdo da
escolarizagdo. Para potencializar esse efeito da
escolarizagdo, vamos ao encontro de diferentes
autores que defendem que a instrucdo formal é
indispensavel para o desenvolvimento do
raciocinio combinatério e do raciocinio

probabilistico — seja na EJA ou no ensino regular
(FISCHBEIN, 1975; BARRETO, 2012; BORBA,
2016; CAMPOS; CARVALHO, 2016).

Algumas consideragdes

O estudo de dissertacdo desenvolvido
(LIMA, 2018) teve por foco as relagdes que se
estabelecem entre Combinatoria e Probabilidade,
a partir dos problemas propostos, visando
explorar as potencialidades de articulacdo dessas
areas para o desenvolvimento de ambos 0s
raciocinios: o combinatdrio e o probabilistico. O
recorte aqui apresentado voltou-se para uma das
variaveis do estudo: a escolarizagdo dos
participantes.

Espera-se, com base em estudos
anteriores e em documentos curriculares, que a
escolarizagdo proporcione o desenvolvimento do
raciocinio légico matematico e a ampla
compreensdo das estruturas multiplicativas. Em
funcdo  disso, esperava-se um  melhor
desempenho frente a problemas combinatdrios e
probabilisticos por parte dos estudantes da EJA
participantes do estudo.

Apesar do ndo atendimento pleno das
expectativas, foi possivel, contudo, observar que
a escolarizacdo influenciou positivamente o0s
desempenhos apresentados (quantitativamente e,
mais fortemente, qualitativamente). Destacou-se
a escolha das estratégias/representacdes
simbolicas utilizadas, que evidenciaram, com o
aumento da escolarizagdo, uma maior
compreensdo da natureza dos problemas
combinatérios e probabilisticos propostos e/ou
facilitaram a resolucdo dos mesmos. O avango da
escolarizacdo esteve relacionado, também, a uma
maior evidenciagdo da contribuicdo da
articulagdo entre Combinatdria e Probabilidade a
um e outro raciocinio, o que nos leva a defender
que o ensino formal explore ambas as areas da
Matematica em questdo, bem como as relagdes
entre as mesmas.

E valido ressaltar, ainda, a importancia
do ensino formal especifico de conceitos
combinatérios e probabilisticos para
potencializa¢do do desenvolvimento de ambos o0s
raciocinios, a partir da exploracdo de diferentes
situacBes e de seus invariantes, munindo o0s
estudantes (da EJA, bem como do ensino regular)
de estratégias para resolver problemas, além de
ampliar o repertério de representacBes
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simbolicas e refinar o uso das mesmas ao longo
da escolarizagéo.
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